1 Algebry, homomorfismy, kongruence

Def.: A mnoZina, zobrazeni o : A™ — A, kde n € {0,1,...} je n-arni operace (n je arita).
Def.: «;,i € I operace na A, pak A(a;|i € I) je algebra.

Def.: mn. B je uzaviena na operaci o, kdyz Vb, ...b, € B plati a(by,...b,) € B.

Def.: A(w;li € I) algebra, B C A. B je podalgebra A, je-li uzaviend na o;Vi € 1.

Def.: Zobr. f : A — B je slucitelné s operaci o, pokud ay,..a, € A = f(aa(a1,...a,)) =
o) (F(ar), - F(an)).

Def.: Algebry A a B, které maji stejnij pocet operaci stejné arity, jsou algebry stejného typu.
Def.: Pro algebry stejného typu je f : A — B homomorfismus, pokud je slucitelné se vsemi
jejich operacemi. (Va,ay,..an € A: flaa(ay,..an)) = ap(f(ar),..f(an)))

Def.: Bijektivni homomorfismus je izomorfismus (mezi mnoZinami muzeme bez ztrdty jakékoliv
informace prechdzet), algebry stejného typu jsou izomorfni, 3-li mezi nimi aspor 1 izomorfismus.

Def.: Relace na mnoziné A je lib. podmnozina p C A x A. (a,b) € p o apb,

p~t = {(a,b)|(b,a) € p} - opaéna relace, p™ = {(a,c)|3a = by,..b, = ¢ € A;(b;,bi11) € p} -
tranzitivni obal, id = {(a,a)|a € A} - identita, p~! C p - symetrickad, id C p - reflexivni,
pt C p - tranzitivni. Reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace je ekvivalence.

Def.: A/p = {[a],|la € A} je faktorova mmnozina, kde [a], = {b € Al(a,b) € p} jsou tFidy
ekvivalence.

Def.: f: A— B, ker f: (a1,a2) € ker f o f(a1) = f(a2) je jadro zobr. f.

Def.: pfirozena projekce mn. A podle p je m,: A — A/p, t.z m,(a) = [a],.

Def.: p C o 2 ekvivalence na A. Pak o /p - faktor-ekvivalence je relace definovand: ([a],, [b],) €

o/p o (a,b) € 0.

Def.: Relace p slucitelna s o, pak o na A/p def.: a([ai],, ...[an],) = [a(a1, ...an)],. Kongruence
p na A, pak stejngm zpusobem def. na A/p strukturu algebry.

2  Algebry s jednou binarni operaci

Def.: Algebra G(.) s 1 bindrni operaci je grupoid.
Neutralni prvek jee € G:e.g=g.e =g Vg € G. Algebra G(.,¢e) s - asociativni je monoid.
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Def.: M(.,e) monoid, m € M, Pak m~! € M je inverzni prvek, pokud m.m~* = m~t.m = e.

Prvek je invertibilni, pokud md néjaky inverzni prvek.

Def.: Algebra G(-,71,e) je grupa, pokud je G(-,e) monoid a ~* je operace inv. proku.
Def.: Normalni podgrupa je kaidd podgrupa H grupy G kde Vg € GVYh € H : g.h.g”! € H.
G je komutativni (abelovskd), pokud je - komutativni.

Def.: G/H = G/pp, kde pp, je kongruence odp. dle 2.6 normdlni podgrupé H.

3 Uzavérové systémy na algebre

Def.: A mnozina, C C P(A). C je uzdvérovy systém, pokud (1) A€C (2) {Bilic I} CC=
Nic1B; € C.

Def.: Uzaveér je zobrazeni cle : P(A) — C definované cle(B) = Ncee,sccC

Def.: Zobrazeni a : P(A) — P(A) je uzdvérovy operator, pokud (1) B C «(B) VB € P(A)



(2) a(a(B)) = a(B) VB € P(4) (3) a(B) C a(C) VB C C C A.

Def.: Nechf A je algebra, X C A, A je uz. systém vsech podalgeber. Pak cls(X) je podalgebra
generovania mnozinou X.

4  Svazy

Def.: Relace < na mn. A je (édstecné) usporadani, pokud je reflexivni, tranzitivni a slabé an-
tisymetrickd (tj. a <b,b<a=a="b).

Def.: Pro usp. < na A, B C A je a € B nejmensi(nejvétsi) prvek, jestlize Vb € B a < b(Vb €
B b <a). me A jeinfimum(supremum) mnoZiny B, jde li o nejvétsi prvek mnoziny {a €
Ala < b Vb € B} (nejmensi prvek mnoziny {a € Alb < a Vb € B}). Znaceni: inf< B (sup. B).
Def.: Duojici (A, <) nazvu svazem, je-li < uspordddni a ¥ dvojici {a,b} C A ex. sup-({a,b}) a
inf<({a,b}). -

Def.: O svazu (A, <) Fekneme, Ze je uplny, jestlize ex. inf<(B), resp. sup<(B) pro VB C A
(implikuje existenci nejv. a nejm. proku) -

Def.: Va,b € A oznacme bin.operace spojeni m V n = sup.({m,n}) a pruasek m A n
inf< ({m, n})

Def.: Necht S(A,V) je svaz, potom a pokryva b (b < -a), pokud a,b,c€ S: b<a, b# a,
b<c<a=b=cneboa=c.

Def.: Hasseuv diagram svazu je graf s vrcholy z S, mezi a,b bude hrana Ze a bude pod b
pokud a < -b.

Def.: S(A,V) je moduldrni, pokud Va,b,c€ S:a<c= aV(bAc)=(aVb)Ac.
Def.: S(A,V) je distributivni, pokud Ya,b,c€ S:aV (bAc)=(aVb)A(aVec).

Def.: Necht 0 € S (1 € S) je nejmensi(nejvétsi) prvek S, potom a nazveme atom(koatom)
svazu S, jestlize 0 < -a (a < -1). Komplement o' € S ka € S jedef. aVa =1aaiha =0

Def.: Booleovou algebrou nazveme S(V, A, 0,1, ), Ze S(A, V) je distributiond svaz s nejv. prokem
1 a nejm. 0 a undrni operace ' kterd priradi kaZdému prvku komplement

Def.: f: A — B, kde (4,<),(B, <) jsou svazy. Pak f je monoténni, pokud Vai,as € A :ay <
az = f(a1) < f(az2) (opacné se nepouZivd).

Def.: Necht A a B jsou mnoziny. Dvojici zobrazeni a : P(A) — P(B) a B : P(B) — P(A) se
7ika Galoisova korespondence, jsou-li VA1, Ay € P(A) a VBy, By € P(B) splnény ndsledujict
podminky: (1) A1 C As = a(A2) C a(A1) a By C By = (B2) C 5(B1), (2) A1 C Ba(Ar) a

5 Grupy

Def.: H,K CG(,7',1), g€ G: HK={hk|he Hk € K}, gH = {g}H, Hg = H{g}
H podgrupa G, pak def. relace: (a,b) € rmody e ab=! € H, (a,b) € lmody o a”lbe H.

Def.: H podgrupa G(-,71,1). Index podgrupy H v G je éislo [G : H] = |G/rmody| = |G/lmodg]|.
Rad G je |G|.



Def.: Grupa G(-,7%,1) a a € G. Definujme indukci: a®° = 1, a® = a" t.a Vn > 0, a" =
(a=1)™™aV¥n <0,

Def.: Pro G(-,7!,1),g € G je (g9) = ({g}) nejmensi podgrupa obs. prvek g.

G je cyklickd, pokud 3g € G : (g9) = G. Rad prvku cyklické grupy je nejmensi mocnina daného
prvku, Ze vysledkem je neutrdlni prvek.

Def.: Zobrazeni ¢ : N — N: ¢(n) = {k|0 < k < n,NSD(k,n) = 1}| je Eulerova funkce
(uréuje pocet viech nesoudélngch cisel mensich nez dané é&islo).

Def.: Necht Aj(a;li € I) jsou algebry stejného typu pro j =1,...,k. Na Hg?:lAj definujme struk-
turu algebry stejného typu na souéinu.

Je-li o m-drni operace, definuji o : (IIA;)" — IA; a;((a11,...,01k), .-, (Gn1y. .-, 0Gnk)) =
(ai(alla a1, .- 7an1)a cee 7O‘i(a1ka cee )ank))'

6  Okruhy a idealy

Def.: Necht R(+,-,—,0,1) je algebra, t.2. R(+,—,0) tvori komutationi grupu, R(-,1) je monoid
a plati a(b+ c¢) = ab+ ac a (a + b)c = ac + be Va,b € R (distributivita). Pak je R okruh. Pokud
je - komutationd pak R je komutativni okruh

Def.: Nechf R(+,-,—,0,1) je okruh o I C R. Pak I je pravy(levy) ideal, pokud I podgrupa
R(+,—,0) (je i normdlnt, protoze R je komutativni) a Vi € I,r € R : ir € I (levg ri € I)
(dusledek: uzavienost I na ndsobeni). I je idedl, pokud je pravy a zdroven levy idedl.

Def.: Idedl je netrividlni nebo vlastni, pokud I # {0} a I #R .a € R aR = {a.r|r € R} je
hlavni pravy idedl, Ra = {r.a|r € R} je hlavni levy idedl.

Def.: Invertibilnim prvkem okruhu R(+, -, —,0, 1) rozumime invertibilnd prvek monoidu R(-,1).
Okruh nazvu télesem, je-li kazdy jeho nenulovy prvek invertibilni (R* = R ~ {0}). Idedl I je

maximalni, jestlize I je koatom ve svazu vsech idedlu.

Def: a € Rn € Z (1) 0xa =0€ R, (2) nxa=(n-1)xa)+a Yn >0, (3)
nxa=|n|x(—a) Yn<0

Def.: Charakteristikou okruhu R(+,-,—,0,1) rozumime p z pozndmky 6.6.

Def.: Komutativnd okruh R(+,-,—,0,1) je obor integrity pokud Va,b € R plati a.b=0=a =10
nebo b =0 (a£0,b#£0=a.b#0).

Def.: Komutativni téleso F/ ~ (+,-, —, [0]~, [1]~) nazjvdime podilovym télesem, piseme ¢ =[(a, )]~



