1 Algebry, homomorfismy, kongruence

Def.: A mnoZina, zobrazeni o : A™ — A, kde n € {0,1,...} je n-arni operace (n je arita).
Def.: «;,i € I operace na A, pak A(a;|i € I) je algebra.

Def.: mn. B je uzaviena na operaci o, kdyz Vb, ...b, € B plati a(by,...b,) € B.

Def.: A(w;li € I) algebra, B C A. B je podalgebra A, je-li uzaviend na o;Vi € 1.

Pozndmka 1.1 : Prunik podalgeber je podalgebra. Dikaz: Vezmu byi,...b, € NjcsA;.
Vim Ze a(by,..by) € A; Vi e J.

Def.: Zobr. f : A — B je slucitelné s operaci o, pokud ay,..an, € A = f(aa(a1,...a,)) =
() (£(a1), - (@n).

Def.: Algebry A a B, které maji stejnyj pocet operaci stejné arity, jsou algebry stejného typu.
Def.: Pro algebry stejného typu je f : A — B homomorfismus, pokud je slucitelné se vSemi
jejich operacemi. (Va,ay,..an € A: flaa(ar,..an)) = ap(f(ai),..f(an)))

Poznamka % 1.2 : Slozeni homomorfismu je homomorfismus. Je-li f bijekce a homo-
morfismus, je f~! taky homomorfismus. Dikaz: pro 1 lib.operaci, ze slucitelnosti, z def.
bijekce.

Pozndmka % 1.3 : Necht f: A — B je homomorfismus, necht C je podalgebra A, D
podalgebra B. Pak f(C) je podalgebra B a f~1(D) = {a € A|f(A) € D} je podalgebra
A. Dukaz: pro 1 lib.operaci ovérit uzavienost, z def. homomorfismu, def. podalgebry.

Def.: Bijektivni homomorfismus je izomorfismus (mezi mnoZinami muZeme bez ztrdty jakékoliv
informace prechdzet), algebry stejného typu jsou izomorfni, 3-li mezi nimi aspor 1 izomorfismus.

Def.: Relace na mnoziné A je lib. podmnozina p C A x A. (a,b) € p & apb,

p~t = {(a,b)|(b,a) € p} - opaéna relace, p™ = {(a,c)|3a = by, ..b, = ¢ € A;(b;,bi11) € p} -
tranzitivni obal, id = {(a,a)|a € A} - identita, p~! C p - symetrickd, id C p - reflexivni,
pt C p - tranzitivni. Reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace je ekvivalence.

Def.: A/p = {[a],|la € A} je faktorova mmnozina, kde [a], = {b € Al(a,b) € p} jsou t¥idy
ekvivalence.

Def.: f: A— B, ker f: (a1,a2) € ker f o f(a1) = f(a2) je jadro zobr. f.

Def.: pfirozena projekce mn. A podle p je m,: A — A/p, t.z2 m,(a) = [a],.

Pozndmka % 1.4 : f: A — B zobr., p ekviv. na A. (1) ker f je ekvivalence na A.
(2) f je prosté < ker f =id. (3) ker m, = p. (4) zobr. g: A/p — B, spliujici podminku
gom, = [ existuje & p C ker f Dukaz: (1) z def. ker f se dostane z ekvivalence 7 =",
(2),(8) z def., (4) (=) vezmu (a1,a2) € p, potom f(a1) = f(az), tedy (a1,a2) € ker f. (<)

C ker . . 4
a1pas == / flar) = f(a2) = g([a1],) = g([az2],), tedy g je korekiné definované.

Def.: p C o 2 ekvivalence na A. Pak o /p - faktor-ekvivalence je relace definovand: ([al,,[b],) €

co/p o (a,b) € 0.

Poznamka % 1.5 : (1) Nechf p C o jsou ekvivalence na A. Pak o/p je ekvivalence
na A. (2) Necht 7 je ekvivalence na A/p, pak ex. pravé 1 ekvivalence o na A, t.z.
pCoao/p=mn. Dikaz (1) dokdzat korektnost definice o/p - ([a1], = [az],, [b1], = [b2]p,
(a1,b1) € o) = (z tranzitvity o) (az,b2) € o. dikaz ekvivalence - primo. (2) o najdu podle
predpisu ([al,, [bl,) € n < (a,b) € 0, 0 C p, o je ekvivalence (z ekvivalence n) = ex. faktor-
ekvivalence.

Poznamka % 1.6 : f : A — B je homomorfismus algeber stejného typu = ker f je
kongruence na A. Dikaz: ker f je ekvivalence z 1.4(1), slucitelnost primo z homomorfismu f



Def.: Relace p sluéitelnd s «, pak a na A/p def.: a(a1],, ...[an],) = [a(a1, ...an)],. Kongruence
p na A, pak stejngm zpusobem def. na A/p strukturu algebry.

Véta % 1.7 : p kongruence na A = piirozend projekce 7, : A — A/p je homomorfismus.
Diikaz: ¥V operaci o na A def. o na A/p - faktor operaci, sluc. s w,.

Poznamka % 1.8 : Necht p je kongruence na A a o ekvivalence na 4, p C 0. Pak o
je kongruence na A < o/p je kongruence na A/p. Dikaz: (=) - z 1.5 plyne ekvivalence
o/p, dokdzat slucitelnost s lib. operact a([a1]p, ...[an],) = [a(a1,...an)], - ze slué. o. (<) dokdzat
slucitelnost - to samé naopak.

Poznamka % 1.9 (Véta o homomorfismu) : Necht f: A — B je homomorfismus algeber
stejného typu a p kongruence na A. Pak (1) ex. homomorfismus g: A/p — B, t.z. f =
g7y, pravé kdyz p C ker f. (2) g je navic izomorfismus, pravé kdyz f je na a p = ker f.
Dikaz: (1) (=) primy dusledek 1.4(4), (<) zobr. g : g([ai],) = f(a;) je dobie definované podle
1.4(4), slucitelnost primo z predpokladi. (2) (=) (a1,a2) € p = g([a1]) = f(a1) = f(a2) = g([az])
(g prosté) = [a1] = [az]. (<) dokdzat prostost g: f(a1) = g([a1]) = g9([az]) = f(az2) = (a1,a2) €
ker f=p = [a1], = [a2],.

Véta % 1.10 (1. véta o izomorfismu) : Nechf f: A — B je homomorfismus algeber
stejného typu, pak f(A) je algebra stejného typu a /i, ; je izomorfni algebie f(A).
Diikaz:  definuji p = ker f, z pozn. 1.9 er. homomorfismus g : */xer f — f(A), g je na f(A),
protoze f je na f(A), p=ker f = g je izomorfismus.

Véta % 1.11 (2. véta o izomorfismu) : Necht p C 7 jsou kongruence na algebie A. Pak
(A/P) /1)) J€ izomorfni 4/,. Dikaz: z 1.9 (pro f = m,) 3 homomorfismus g : A/p — A/n :

g(lal,) = laly. g je (= def.) na, z 1.10 (pro g): A/n ~ (A/f’)/ker g- 2 def. g ker g =n/p.

2  Algebry s jednou binarni operaci

Def.: Algebra G(.) s 1 bindrni operaci je grupoid.
Neutralni prvek jee € G:e.g=g.e =g Vg € G. Algebra G(.,e) s - asociativni je monoid.

Poznamka % 2.1 : Kazdy grupoid odsahuje nevys 1 neutrdlni prvek. Dukaz: méjme
e, f dva neutr.prvky pak: e=e.f = f

Pozndmka 2.2 : M(.,e) monoid, a,b,c € M. Pokud (a.b =e) & (b.c = e), pak a = ¢ Diikaz:
a = ae = a(bc) = (ab)c = ec = c.

Def.: M(.,e) monoid, m € M, Pak m~! € M je inverzni prvek, pokud m.m~* = m~t.m = e.
Prvek je invertibilni, pokud md néjaky inverzni prvek.

Poznamka % 2.3 : Bud M(.,e) monoid, pak M* = {m € M|3m~'} je jeho podmonoid.
Kazdy inverzni prvek je invertibilni. Dikaz: wuzavienost na e € M* ; - pro soucin 2 prvku
z M* ex. inv. prvek; inverz k inverzu je puv. prvek z def.

Def.: Algebra G(-,7!,e) je grupa, pokud je G(-,e) monoid a ~' je operace inv. proku.
Def.: Normalni podgrupa je kazdd podgrupa H grupy G kde Vg € G Vh € H : g.h.g™! € H.
G je komutativni (abelovskd), pokud je - komutativnd.



Pozndmka % 2.4: M (-, e) monoid, M* mnoz. viech jeho invertibilnich prvki. Omezime-
li operaci - na -);- na prvky z M* a jako ! vezmeme operaci inv. prvku na M*, pak
M*(-ar+,7 1 e) je grupa. Diikaz: Z 2.3 je moiné - omezit na M*, M* je podmonoid M(-,e) z
def. je grupa.

Poznamka 2.5 : Kazda podgrupa komutativni grupy je normalni. Dukaz: H podgrupa
G komutationi, g€ G h€ H:gh.g ' =gg ' h=1h=hec H.

Véta 2.6 : Necht G(-,7!,e) je grupa a p relace na G. Pak p je kongruence & el
je normdlni podgrupa G a (g,h) € p pravé kdyz g '.h € [e],. Dikaz: 7 = 7 : p
kongruence - ovérit uz. na e (z refl.), uz. na ~': (e,;h) € p = (e"(= e€),h™!) € p; uz. na -:
(e,9), (e, h) € p= (e.e,g.h) € p; z toho [e,] je podgrupa. (e,h) € p, g € G = (g7 (hg),g " (eg)) =
(g7 tgh,e) € p (refl., slué.)- normdlni podgrupa. Ovéreni (g,h) € p < g 'h € [e],: (=) ze
slué., vyndsobit zleva g~', (<) wvyndsobit zleva g. 7 <= 7 : def. p : (g,h) € p o g lh € H,
dokdzat Ze p je ekvivalence (primo), [e], = H (primo), slucitelnost s operacemi - e plati ¥
refl. relaci, ~* : g7'h € H = h™'g € H = h(h™'g)h € H, - : hg~! € H(= g(g 'h)g™");
gt (g7t - hhg™t).g=(99) " (hh) € H.

Def.: G/H = G/py, kde py je kongruence odp. dle 2.6 normdlni podgrupé H.

3 Uzavérové systémy na algebre

Def.: A mnozina, C C P(A). C je uzdvérovy systém, pokud (1) AcC (2) {Bilic I} CC=
Nic1B; € C.

Def.: Uzaveér je zobrazeni cle : P(A) — C definované cle(B) = Ncee,sccC

Def.: Zobrazeni o : P(A) — P(A) je uzdvérovy operator, pokud (1) B C a(B) VB € P(A)
(2) a(a(B)) =a(B) VB P(A) (3) a(B) Ca(C) VBC C C A.

Poznamka 3.1 : Systém vSech podalgeber algebry A tvofri uzavérovy systém. Dukaz:
z 1.1 - prunik podalgeber je podalgebra - vyhovuje

Véta % 3.2 : (1) Je-li C uzdvérovy systém, pak cle je uzavérovy operator. (2) Je-li
a : P(A) —» P(A) uzavérovy operdtor, pak mnozina C = {C € P(A),a(C) = C} tvoiFi
uzavérovy systém a a = cle. Dukaz: (1) dokdzat aziomy uz. operdtoru pro cle - 1. plyne z
vl. cle, 2. obé inkluze (C z 1., O z 2. ax. uz. systému), 3. z teorie mnozin. (2) dokdzat aziomy
C - 1. A a je pevny bod a, 2. a(NicrB;) = NierBi - 2 z l.az.uz.op, C z S.az.uz.op., dokdzat
ze a(B) = Ngee,sccC VB - a(B) € C podle 2.az.uz.0op., B C a(B) z l.az. = «a(B) 2 cl(B).
a(B)Cn{CeCBCC}aB)CalC)=C -z 8.ax

Poznamka % 3.3 : Mnozina vSech uzavérovych systému na mnoziné A tvori uzavérovy
systém na P(A). Dikaz: 1.ax.: A C P(A),Np,cpa)Bi € P(A), 2.az.: Nic1C; uz. systém?: 1.ax.:
fP(A) je uz. systém; A € NicrCy, 2.: Bj €NiciC je€J = ﬂje]Bi € NicrCy.

Poznamka 3.4 : Necht A a B jsou 2 uz. systémy na A; C,D C A, t.z. ACBaCCD,
potom clg(C) C cla(D). Dikaz: cls(C) C clg(D) plati dle 3.2(1), clg(D) C cla(D) rozepsat
jako priniky mnoZin, z teorie mnozin jako 3.2(1)-3.

Pozndmka 3.5 : Mnozina véch reflexivnich(symetrickych, tranzitivnich) relaci a
mnoZina vSech ekvivalenci na mnoziné A tvori uzavérovy systém na A x A. Dukaz: pro
reflexivni id C AX A, id C N;p;, kde p; je refl. - OK, symetrickd a tranzitivni podobné, ekvivalence
z 8.8 a pruniku predch.



Pozndmka 3.5 : VSechny kongruence na algebie tvofi uzavérovy systém na A x A.
Dukaz: pro kazdou operaci zvl. mnoZina slué. relaci R; je uz. systém, kongruence z pruniku (je
prunik uz. systém?). 1.ax A X A je slué. s éémkoliv, 2.ax primo

Pozndmka : Necht p je relace na A Je-li reflexivni(symetrickd), pak pt a pUp~! je
taky reflexivni(symetrickd). Dikaz: primo.

Poznamka 3.6 : Necht p je relace, pak ((pUid)U(pUid)~1)* = (pUp~tUid)* je nejmensi
ekvivalence obs. p (uzdvér p v uz. systému ekvivalenci). Dikaz: ekvivalence z predchozi
pozn., minimalita zrejmd (musim mit zarudenu refl., sym. i trans.)

Def.: Nechf A je algebra, X C A, A je uz. systém vsech podalgeber. Pak cls(X) je podalgebra
generovana mnozinou X.

4 Svazy

Def.: Relace < na mn. A je (Gdsteéné) usporddani, pokud je reflexivni, tranzitivni a slabé an-
tisymetrickd (tj. a <b,b<a=a=>).

Def.: Pro usp. < na A, B C A je a € B nejmensi(nejvétsi) prvek, jestlize Vb € B a < b(Vb €
B b <a). m € A je infimum(supremum) mnoziny B, jde li o nejuétsi prvek mnoZiny {a €
Ala <b Vb e B} (nejmenst prvek mnoziny {a € Alb < a Vb € B}). Znacéeni: inf< B (sup< B).
Def.: Duojici (A, <) nazvu svazem, je-li < uspordddni a ¥ dvojici {a,b} C A ez. sup-({a,b}) a
inf<({a,b}).

Def.: O svazu (A, <) rekneme, Ze je Gplny, jestlize ex. inf<(B), resp. sup<(B) pro VB C A
(implikuje existenci nejv. a nejm. proku) -

Def.: Va,b € A oznaéme bin.operace spojeni m V n = sup.({m,n}) a prasek m An =
inf< ({m’ n}) -

Poznamka % 4.1 : Bud A(A,V) svaz pak plati: (1) aAb=bAa, aVbh=">bVa, (2)
aVa=a=ala, (3) aN(bAc) = (aAb)Ac (pro V stejné), (4) aA(bVa) =a=aV(bAa). (pro
a,blib. z A). Dikaz: (1),(2){a,b}={b,a}, (3) z def. suprema a tranzitivity a < (aVb)Vc, stejné
pro b,c; proto pro nejmensi horni odhad {b,c}, tj. bV ¢ plati taky; ddle nejm. odhad {a, (bV c)} =
aV (bVe)<(aVb)Ve, zpét symetricky. (4) a < aV (bAa) z def. suprema, opacné plati - horni
odhady (bAa) <a.

Poznamka % 4.2 : Bud S(A,V) algebra s 2 bin. operacemi pro néz plati 4.1. Definu-

jme relaci < na S: a <b o (aVb=10). Potom (S5, <) tvoii svaz, kde sup.({a,b}) = a Vb,
inf<({a,b}) = a A b. Tj. mizeme ”svaz” Fikat algebie S(A,V). Dikaz: a): ovérit ze <
je uspordddni (primo), pak a < b = a = a Ab (z def., 4.1(1)), potom inf<{a,b} = a A b:
aANb<aaANb<b(z41)= anb < inf{a,b}, pak ¢ < a,b = ¢ < (a A'D). (pro sup symet-
ricky).

Véta % 4.3 : Kazdy uzdvérovy systém C je tplnym svazem (C,C), kde supc(B) =
ce(UB) a infc(B) = cle(NB). Diukaz: C je zjevné uspordddini. (1B € C, (1B C B VB € B,
XCBVBeEB=XCNB.YBeB BCUBCe(UB)€eC.

Pozndmka % 4.4 : Je-li S(A,V) svaz, potom je S(V,A) taky svaz (opaény svaz) Dikaz:
plyne z (4.1), (4.2) - opacny svaz s opacnym uspordddnim

Def.: Necht S(A,V) je svaz, potom a pokryva b (b < -a), pokud a,b,c€ S: b<a, b#a,
b<c<a=b=cneboa=c.
Def.: Hassetv diagram svazu je graf s vrcholy z S, mezi a,b bude hrana Ze a bude pod b,



pokud a < -b.

Poznamka % 4.5 (slaba modularita) : Necht S(A,V) je svaz, a,b,c € S. Pokud a

<
potom aV (bAc) < (aVb)Ac) Dikaz: z dolnich odhadi : a < ((aVb)Ac),bAc< ((aVb)A

Cy
c)
Def.: S(A,V) je distributivni, pokud Va,b,c € S:aV (bAc)=(aVb) A(aVec).

Poznamka % 4.6 : S(A,V) distributivni < pokud je opaény S(V, A) distributivni Dikaz:
(=) (anb)V(anc) = ((aAb))A((anb)) = aA((anb)) =an((aVe)A(bVe)) = (an(aVe))A(bVe) =
aA(bVe). (<) to samé opacné

Pozndmka % 4.7 : Kazdy distributivni svaz je moduldrni Dikaz: aV (bAc¢) = (aVb)A

a

(aVe) éc(a\/b)/\c

Véta 4.8 : S(A,V) moduldrni < obsahuje podsvaz pentagon Dikaz: dokdZeme Ze pen-
tagon meni moduldrni, S pokud je moduldrni nemuze obsahovat podsvaz izomorfni s pentagonem,
pokud S neni moduldrni...

Def.: Necht 0 € S (1 € S) je nejmensi(nejvétsi) prvek S, potom a nazveme atom(koatom)
svazu S, jestlize 0 < -a (a < -1). Komplement o' € S ka € S jedef. aVa =1aaia =0

Pozndmka 4.9 : Kazdy prvek distr. svazu méa nejvysSe 1 komplement Dikaz: b,c
komplementy a. Pakb=bA1=bA(aVbAa)V (bAc)=bAc. Tudizb> c. Obdobné dostaneme
b<c, atedyb=c.

Def.: Booleovou algebrou nazveme S(V, A, 0,1, ), Ze S(A, V) je distributiond svaz s nejv. prokem
1 a nejm. 0 a undrni operace ' kterd priradi kaZdému prvku komplement

Poznamka 4.10 : S(V,A,0,1) je Booleova algebra, Va,b € S plati: (1) (¢/) = a,
(2) (avd)y =d AV, (3) (and) =d Vv, (4) (1)) =0 (0) =1 Dikaz: (1) podle 4.9 (2)(3)
(anb)V(a'Vb') = (aVa' VI )A(bVa'Vb') = 1AL = 1.(anb)A(a' V) = (aAbAG' )V (aNDAY') = 0V0 = 0

Def.: f: A — B, kde (A,<),(B, <) jsou svazy. Pak [ je monoténni, pokud Vai,as € A :ay <
az = f(a1) < f(az) (opacné se nepouzivd).

Véta % 4.11 : S(V,A,0,1,) je koneéna Booleova algebra a A je mnozina vSech atomu
svazu S. Potom ¢ : P(A) — S dané ¢(A) = Vp je izomorfismus bool. algeber S(V,A,0,1,")
a P(A)(U,n,0,X,) Dikaz: TODO (15.2)

Pozndmka % 4.12 : Homomorfismus svazi je monoténni. Dikaz: a < b =(4.2)

b=aVvb= f(b)=f(avd) = f(a)V f(b) = f(a) < f(b).

Véta % 4.13 : Bijekce svazii f je izomorfismus < f i f~! jsou monoténni. Dikaz: (=)
zrejmé (4.12); (<) slué. sV (podle (4.4) platii pro A\). Z monotonie a odhadi f(a)V f(b) < f(aVb),
z monotonie f~1 aVvb < f71(f(a)V £(b)), aplikovat f, vyjde op. nerovnost. f je bijekce, proto i
f~1 je homomorfismus.

Poznamka % 4.14 : Necht A je mnozina, ¢ € A, C je uz. systém na A x A, obsazeny v
mnoziné vSech ekvivalenci (tj. podmnozina mnoziny ekvivalenci), systém podmnozin
N C P(A). Necht plati: (1) [e], e NVpe C, (2) VN eNTpeC: N =le,, (3) Vp,neC:
lel, C le]l, = p Cn. Pak N tvofi uzdvérovy systém, zobrazeni ¢ : € — N : ¢(p) = [e],
je svazovy izomorfismus. Dikaz: N je usp. mnozina; ¢ je dobre definované, na z (1),(2);



z (8) je prosté - p(p) = p(n) = p = n = je bijekce, o~ '([e],) = p. Z (3) je ¢~ monotdnni,
pCn:o(p) =lel, Clel, = (n) - ¢ je monotdnni. Mdm bijekci obéma sméry mezi svazem a usp.
mnozinou = mdm na N i C stejnou strukturu vzhledem k C. Proto N je uz. systém, zbytek z (4.13).

Véta % 4.15 : Mnozina vSech normalnich podgrup grupy tvofi svaz, izomorfni svazu
vSech kongruenci. Dikaz: podle (4.14) - z (2.6) [e],,p € C je norm. podgrupa = (4.14(1))

OK, VN € N: py : (a,b) € pNn YalbenN je z (2.6) kongruence a N = [e],y = (4.14(2)) OK,
le]l, C lely 2z (2.6) = p Cn = (4.14(3)) OK. ¢(p) = [e], je izomorfismus.

Def.: Nechf A a B jsou mnoZiny. Dvojici zobrazeni a : P(A) — P(B) a B : P(B) — P(A) se
7ika Galoisova korespondence, jsou-li VA1, Ay € P(A) a VBy, By € P(B) splnény ndsledugict
podminky: (1) A; C As = a(4s) C a(41) a By C By = (§(B2) C B(B1), (2) A1 C Ba(4:) a
B, C aB(B1).

Véta % 4.16 : Bud a: P(A) — P(B) a 3: P(B) — P(A) Galoisova korespondence. Po-
tom jsou zobrazeni Sa a aff uzavérové operatory. Oznatme A a B uzavérové systémy
pfrislusné uzivérovym operatorum Sa a af. Pak a(A) C B a §(B) C A. Oznaéime-li
o :A— B af :B — A prislusné restrikce zobrazeni a a 3, pak o’ a (3 jsou bijekce
a o = (@)!. Navic VA;,As € A a VB;,By € B plati, ze A; C Ay & a(42) C a(4;) a
B; C By & [((Bs) C B(B1). Dikaz: Z Ay C Ay C A podle (1) dostdvime (A1) 2 a(As), a
opét podle (1) Ba(Ay) C Ba(Asz). Podle 4.14 je Bafa(Ar) = Ba(A1). Dokdzali jsme, Ze Ba je
uzdvérovy operdtor. Podobné je i aff uzdvérovy operdtor. Je-li Ay C A, je afa(41) = a(41), a
tudiz a(A1) € B. Podobné 3(B1) € A pro B C B. Pro Ay € A je fa(A1) = A1 a pro By € B
je afB(B1) = By , takZe o' a [ jsou vzdjemné inverzni. Jsou-li A;, As € A, tak z Ay C As plyne
a(A1) D a(As) podle (1). Plati-li a(A1) 2 a(As), tak A1 = Ba(A1) C Ba(As) = As .

5 Grupy

Poznamka 5.1 : Je-li zobr. f: G — H, kde G, H jsou grupy, slucitelné s bin. operaci -
, pak je homomorfismus. Dikaz: pro e: f(e) = f(e.e) = f(e).f(e). f(e)~! ex. (z def. grupy),
Zleva jim vyndsobit. pro ~*:e = f(e) = f(g.97) = f(g9)-f(g7 1), opacné symetricky, chovd se jako
inverz k f(g).

Def.: H K CG(, ',1), geG: HK={hk|hec Hke K}, gH = {g}H, Hg = H{g}
H podgrupa G, pak def. relace: (a,b) € rmody e ab=! € H, (a,b) € lmodg o a”lbe H.

Poznamka % 5.2 : Pro G(-,7!,1), H podgrupa G a a,b € G plati: (1) rmody i lmody
jsou ekvivalence. (2) (a,b) € rmodg < (a=1,b67!) € Imody (pro norm. podgrupy Imod a
rmod splyvaji a jsou navic kongruence). (3) |G/rmody| = |G/lmody|, (4) [a]imod, = Ha,
[a)imody; = aH,y (5) |[alimody| = |[@limody| = |H|. Dikaz: (1) reflexivni z uzavienosti H na e,
symetrické z uz. H na ~Y, tranzitiond z uz. H na -, detail viz (2.6) pro norm. podgrupy. (2) primo
z def., symetrie Imod. (3) ex. bijekce z lmody do rmody: f: G — G : f(g9) = f(g~1) (involuce),
proto mdm bijekci g : G/rmody — G/lmody : g([alimody) = [ imodsy - (4) [@rmody] = {7 €
G|3h € H : h™Ya = 2} = Ha, lmody symetricky. (5) def. zobr. b: H — Ha : b(h) = ha. zjevné
na, prosté: hia = b(hy) = b(ha) = haa, vyndsobit a=* zprava.

Def.: H podgrupa G(-,71,1). Index podgrupy H v G je ¢islo [G : H] = |G /rmody| = |G/lmod |-
Rad G je |G].

Véta % 5.3 (Lagrange) : Je-li H < G(,7',1), pak |G| = [G : H] - |H|. Dikaz: |G| =
|U{A | Ae G/rmOdH}‘ = ZAGG/rmodH |A|(52(5)): ZAGG/rmodH |H‘ = |H| ’ [G : H]



Pozndmka % 5.4 (dasledek) : Velikost podgrupy déli velikost koneéné grupy - |H|/|G|.
Diikaz: plyne z (5.3)

Def.: Grupa G(-,71,1) a a € G. Definujme indukci: a® = 1, a® = a" t.a Vn > 0, a" =
(a=Y)™™.a ¥Yn <0,

Poznamka 5.5 : Je-li ¢ : Z — G : ¢,(n) = ¢g", kde g € G(-,7*,1), pak ¢ je grupovy
homomorfismus Z(+,—,0) do G(-,7!,1) a ¢(Z) = {¢*|z € Z} = (g). Diikaz: Podle (5.1)
slucitelnost s - stadi. Primo, zvl. pripady pro o(m + n), kde m,n >,< 0. Podle 1.3 ¢(Z) je pod-
grupa G, g = g1,V podgrupa s g obsahuje g-..g a g~1-..g7 % (oboji k-krdt) Vk € N, tedy ¢(Z) = (g).

Def.: Pro G(-,71,1),9 € G je (g) = ({g}) nejmensi podgrupa obs. prvek g.

G je cyklickd, pokud 3g € G : (g) = G. Rad prvku cyklické grupy je nejmensi mocnina daného
prvku, Ze vysledkem je neutrdlni prvek.

Pozndmka 5.6 : (1) VH podrupa Z(+,—,0) 3k > 0,k € Z t.z. kZ = (k) = H (V podgrupa
je cyklickd). (2) VH podrupa Z,(+,—,0)(n € N) 3k : k =0 nebo k|n, t.z. kZ, = (k) = H.
Dikaz: H = {0} triv. prip., vezmu H # {0}. 3k € H, k > 0, vezmu nejmensi takové. (k) C H,
a € H lib., vydélim a ~ k se zbytkem y = a+ k- (. —z). a € Hyk(-z) € H = y € H,
y < k= y=0,(k) = H. Pro (2) odlisnosti: a = (kxr)mod n + ymod n Necht k /| n:
l:= NSD(k,n), ze zpétného chodu Euklidova alg. | = ak + Bn(a,f € Z). Il mod n = (ak)mod n
=1le (k) =1€ H, ale k je minimdini, l <k,NSD > 1 - spor.

Véta % 5.7 : Necht G(-,7!,1) je cyklicka. (1) Je-li G nekoneénd, pak G ~ Z(+,—,0).
(2) Je-li n = |G| koneéné, pak G(-,~!,1) ~ Z,(+,—,0). Dikaz: Necht (g) = G, podle (5.5)
je v :Z — G :¢(z) = g* homomorfismus. ker ¢ je z (2.6) kongruence v Z = jednozn. korespon-
dence s néjakou normdini podgrupou H < Z. Z (1.10) Z/ker ¢ ~ G. z (5.7) 3n € Z,H = nZ
((a,b) € ker ¢ & (a—b) € nZ), pron = 0 ker ¢ = id, dostanu (1), n > 0 : z (5.5) dostanu
izomorfismus ¢ : L — 2y, z (8.4) Ly, ~Z/nZ ~ Z/ker ¢ ~ G - dostanu (2).

Pozndmka % 5.8 (dusledek): Kazda (1) podgrupa a (2) faktorova grupa cyklické
grupy je cyklickad. Dikaz: (1) G z (5.7) a (5.6); (2) pro g,(g9) = G: ([g],) = G/p.

Poznamka % 5.9 : Necht G(-,”',1) je koneéna grupa, Pak Vg € G : ¢/¢l = 1. Diikaz:
g* =1, kde k = |(g)| (2 izomorf. s Zy), podle (5.4) k | |G|, g\®! =(duisledek 5.5),(5.4) (g’“)‘%| =

|G

1% =1.

Véta % 5.10 : Necht G(-,7!,1) je koneénd cyklicka grupa a k||G|, pak 3'H < G, t.Z.
|H| = k. Dikaz: k=1= H={0},k>1:H= (%)= {0,%,%,...@}. Jednoznaénost:
|K|=k,3a: K = (a) K ~Zi(1 <+ a,z < (ax)mod n). 3b€ Z : ka =bn, a =b(}) = a lezi v

(k). K a (k) jsou 2 stejné velké koneéné mn. - ex. izomorfismus.

Poznamka 5.11 : (1) Necht n € N,a € Z,,, k = NSD(a,n), Pak aZ, = kZ,. (2) aZ, =
Z, < NSD(a,n)=1. Dikaz: (1) k= (az)+ny = (az)mod n, kla = I : (ku)mod n = a =
a€ (k). (2) (<) plynez (1) prok =1. (=): 3z,y : ax+ny = 1, cla,c|n = ¢|1, tj. NSD(a,n) = 1.

Def.: Zobrazeni ¢ : N — N: ¢o(n) = {k|0 < k < n,NSD(k,n) = 1}| je Eulerova funkce
(uréuje pocet viech nesoudélngch cisel mensich nez dané ¢&islo).

Pozndmka % 5.12: ¢(n)={k€Z, | Iz : 2.k =1}, z (6.11(2)) = {k € Z, | (k) = Z,}|
= |{invertibilni prvky monoidu Z,}|. Dikaz: (5.11(2)), z def.



Véta % 5.13 (Mald Fermatova) : Va < n, NSD(a,n) = 1 plati: (a?™)mod n = 1. Diikaz:
a€ Zx(,1), Z je podle (2.4) grupa, podle (5.12) |Z| = ¢(n), z (5.9) plati.

Def.: Necht Aj(a;li € I) jsou algebry stejného typu proj =1,...,k. Na H;?:IA]- definujme struk-
turu algebry stejného typu na souéinu.

Je-li o m-drni operace, definuji oy @ (IIA;)" — IA; a;((a11,-..,01k),---, (Gn1y---,0nk)) =
(ai(all, A1y -+ -y anl), e ,ai(alk, e ,ank)).

Poznamka 5.14 : Mé&jme M;(-,1) pro j < k monoidy. Pak ITM;(-, (1,...,1)) je opét monoid
a plati: (1) (my,mo,...,my) € IIM; je invertibilni < jsou vSechny prvky m;,j =1,...,k
invertibilni. (2) (mi,ma,...,mp)" = (M1, ma,...,m) & mj =m; Vj =1,...k, Vm; € M; a
n € N. Dukaz: Staci wvdzit, Ze (my,ma,....myg) - (r1,72,...;7K) = (M1.71,Ma.T2, ..., ME.T) =
(1,1,...,1), respektive (m1, ma, ..., mg)"™ = (M7, my,...,my).

Véta % 5.15 (Cinské véta o zbytcich) : Necht nj,na,...,n; jsou po dvou nesoudélni
kladna cela é&isla a n = nl,n2,...,n;, potom zobrazeni f : Z, — 11Z,; dané predpisem
f(z) = (zmod nqy,zmod ng,...,xmod ny) je izomorfismus algeber Z,(+,—,0,-,1) a
Z,;(+,—,0,-,1) Dikaz: Primo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelne se viemi op-
eracemi. Zbyva nahlednout, Ze jde o bijekci. ProtoZe jsou Z, a1l1Z,; stejné velké konecné mnoZiny,
staci nahlédnout, Ze je f proste. Necht pro a < b € Z, plati, ze f(a) = f(b). Potom f(b—a) =0,
tedy n;/b—a Vi = 1,...,k. ProtoZe jsou n; po dvou nesoudélnd a 0 <b—a <n—1, mame in/b—a,
tudiz b = a.

Poznamka % 5.16 : (1) ¢(p") = (p — 1)p" ! pro p prvoéislo a n € N. (2) p(n.m) =
p(m).p(n) pro n,m € N,NSD(n,m) = 1. Dikaz: (1) p(p") = (" —1) - {0 < k <
p" | NSD(k,p™) > 1}|. (2) na Z,, x Z,, definovat ndsobeni, dostanu ”soucinovy” monoid. f :
Zonw = Zp X Zp, : f(k) = (kmod n, kmod m) je homomorfismus (primo ovérit sluditelnost s
7.71), je prosté (f(k) = f(1),k <1 - k mod n =1 mod n,k mod m =1 mod m, z nesoudélnosti
n,ml = k). je i na (2 stejné velké koneéné mn.) = je izomorfismus. (a,b) € Zy, X Zp, je in-
vertibilng < a,b jsou invertibilnt v Zyy,. o(nm) =(z 5.12)|Z},,,| = (Z,, x Z,,)*| = |Z} x Z7,| =
125 - |Z2,] =(5.12)p(n) ().

Véta % 5.17 : Je-li n = p'fl.p§2 . ....pf” prvociselny rozklad ¢isla n, t.j p; jsou prvocisla,
pi #p; i #j,ki > 1, pak ¢(n) =II_; (p; — Dpf =t Diikaz: indukci z (5.16(2)), dprava vjrazu
podle (5.16(1))

Véta 5.18 : Necht T je téleso s operacemi +,-. (T —{0})(-,7%,1) je komutativni grupa
(z lin. algebry). Necht G je koneéna podgrupa (7 — {0})(-,”!,1). Pak je G cyklicka.
Dikaz: bez dikazu.

6  Okruhy a idealy

Def.: Necht R(+,-,—,0,1) je algebra, t.2. R(+,—,0) tvori komutationi grupu, R(-,1) je monoid
a plati a(b+c) = ab+ ac a (a + b)c = ac + be Va,b € R (distributivita). Pak je R okruh. Pokud
je - komutationd pak R je komutativni okruh

Pozndmka 6.1 : Pro kazdé 2 prvky a,b € R(+,-,—,0,1) plati: (1) 0Oa = a0 = 0, (2)
(—a)b = a(—b) = —(ab), (3) (—1)b = b.(—1) = —b, (4) (~a)(=b) = ab, (5) [Rl > 1 0 £ 1
Dikaz: (1) 0.a=(04+0).a=0.a+0.a=0=0.a; (2)0=0b=(a+(—a))b=ab+ (—a)b=
—(a.b) = (—a).b; (3)0=0b=(1+(-1)b=1b+ (-1).b= (-1).b = —b; (4)(—a).(-b) =
—(a.(=b)) = —(—(a.b)) = a.b; (5) predp. 26 0=1,¥r € R, r = 1.r =0.r =0, tedy R = {0}.



Def.: Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a I C R. Pak I je pravy(levy) ideal, pokud I podgrupa
R(+,—,0) (je i normdlni, protoze R je komutativni) a Vi € I,r € R : ior € I (levg ri € I)
(dusledek: uzavienost I na ndsobeni). I je idedl, pokud je pravy a zdroven levy idedl.

Def.: Idedl je netrividlni nebo vlastni, pokud I # {0} a I #R .a € R aR = {a.r|r € R} je
hlavni pravy idedl, Ra = {r.a|r € R} je hlavni levy idedl.

Véta % 6.2 : Bud R(+,:,—,0,1) okruh. Pak zobrazeni, které kongruenci p na okruhu
R prifadi [0], je izomorfismus svazu vSech kongruenci a svazu vsech idedla (tj. [0], je
idedl). Navic (a,b) € p & a+(=b) € [0],. Dikaz: z (4.14), predp. (4.14(1)) - p je kongruence i
na R(+,—,0), [0], je norm. podgrupa (z (2.6),(4.15)), ovérit Vi € [0],, Vr € R :ir € [0],,7i € [0], -
2 (4,0) € p, (r,7) € p, p sluc. s7-7. (4.14(2)) z 2.6 p kongruence na R(+, —,0), dokdzat slucitelnost
s7 7,1 -1 z reflexivity; 7 -7 ¢ (a1,a2) € p, (b1,b2) € p, (a1 —az)by € I, ag(by —bo) € I =
(a1b1) — (azb2) = (a1 — a2)b1 + az(by — b2) € I. (4.14(3)) p,n : [0], € [0, = p S 7 - plati i pro
systém kongruenci na R(+,—,0) z (4.15), ten je vétsi = plati.

Def.: Invertibilnim prvkem okruhu R(+,-, —,0,1) rozumime invertibilni prvek monoidu R(-,1).
Okruh nazvu télesem, je-li kazdy jeho nenulovy prvek invertibilni (R* = R ~ {0}). Idedl I je
maximalni, jestlize I je koatom ve svazu viech idedli.

Poznamka 6.3: R(+,-,—,0,1) je okruh a a € R, a je invertibilni < aR = Ra = R Diikaz:
Je-li Ra = R, 3c € R, Ze ca = 1. Je-li ¢ inverzni prvek a, je r =rca € Ra Vr € R

Véta % 6.4: V netrividlnim R(+,-,—,0,1) je ekvivalentni: (1) R(+,-,—,0,1) je téleso,
(2) {0}, R jsou jediné pravé idedly okruhu, (3) {0}, R jsou jediné levé idedly okruhu
Diikaz: (=) Bud I pravy idedl # {0}, tj. Ji € I i # 0. R je téleso, tedy ke kaidému prvku existuge
inverzni prvek, 1 =i.i t € I. TedyVr € R r=1.r €I a proto I = R.

(<) Overime existenci inverzniho proku pro a € R~ {0}. Vezméme pravy idedl aR a pro ten plati
0#a=alecaR #{0}. aR=R tj. 3b ab =1 (mohu predpoklddat Ze 0 # 1), b # 0 dle 6.1
Stejnyj argument znaci, Ze bR = R tj. 3¢ b.c=1. Tedya=c, tj. b=a"'.

Véta % 6.5: Je-li R(+,-,—,0,1) komutativni okruh, I je idedl, pak R/I(+,-,—,0,1) je
téleso pravé tehdy kdyz [ je maximalni. Dukaz: Je-li J idedl, pak dle véty 6.2 je oy kon-
gruence odpovidajici J. J je koatom prdvé tehdy kdyz oy je koatom. Dle véty 6.2 staci dokdzat, Ze
R/I je télesem prdvé tehdy kdyz or je koatom ve svazu kongruenci na R(+,-,—,0,1) (dle tvrzent
1.8, je-li n ekvivalence na R/or, potom o 2O o n = o/pr). Tedy a R/I x R/I jsou jediné
kongruence na R/I(+,-,—,0,1). Dle véty 6.4 je R/I(+,-,—,0,1) téleso prdvé tehdy kdyz obsahuje
pravé {[0],, }, R/I, coZ jsou jediné idedly, a tedy dle véty 6.2 za R/I mdme prdvé kongruence
Q{[O]}gl a PR/I = R/I X R/I.

——

id R/IXR/I

Def: a € Rn € Z (1) 0xa =0€ R, (2) nxa=(n-1)xa)+a Yn > 0, (3)
nxa=|n|x(—a) Yn<0

Pozndmka 6.6: Definujme zobrazeni ¢ : Z — R pfedpisem ¢(n) = n x 1. Pak ¢ je
okruhovy homomorfismus (Z(+,-,—,0,1) a R(+,:,—,0,1)), ©(Z) je nejmensi podobraz R
obsahujici 1 a existuje jednoznaéné uréené p € Ny takové, ze {n € Z|p(n) = 0} = pZ.
Dikaz: Podle 5.5 je ¢ homomorfismus grupy Z(+,—,0), R(+,—,0), navic ¢(Z) = 1. p(1) =

??

1x1=1, ¢(a).pd) =(ax1).(bx1l)=ax(bx1) = (axb)x1=p(a.b). p(Z) je podokruh dle 1.1,
tedy o(Z) je nejmensi podokruh. Bud I = {n|p(n) =0}, platin € I p(—n) = —¢p(n) = —0=0,
n+mel pn+m)=pn)+em)=0+0=0, tedy I je podgrupa Z(+,—,0). Dle tvrzeni 5.6
Ip>0 pZ=1.



Def.: Charakteristikou okruhu R(+, -, —,0,1) rozumime p z pozndmky 6.6.

Poznamka 6.7: Bud R(+,-,—,0,1) komutativni okruh, a,b € R n € N (a + b)" =
((a+b).--- (a+b) =1 (}) x a*b"* Dikaz: Stejné jako v R.

Poznamka 6.8 (dusledek) : Bud’ R(+,-,—,0,1) komutativni okruh prvoéiselné charak-
teristiky p. Pak zobrazeni R — R : a — a? je okruhovy homomorfismus (Frobeniav).

p—1
Duikaz: Plati (a + b)P = aP + (Z (i) X ak.bpk> +bP = aP + bP. Dle 5.1 je a — aP homomor-
k=1

p déli tento clen

fismus na R(+,—,0) a R(+,—,0), 1”7 =1 a (a.b)? = aP.b?.

Def.: Komutativni okruh R(+,-,—,0,1) je obor integrity pokud Va,b € R platia.b=0=a=0
nebo b=0 (a£ 0,6 #£0=a.b#0).

Poznamka % 6.9: Pro algebru F(+,-,—,0,1) (1) F(+,0), F(-,1) jsou komutativni monoidy,
(2) ~ je kongruence na algebie F(+,-,—,0,1), (3) (0,1) ~ (0,a) a (1,1) ~ (a,a) Ya € R~{0},

(4) F/ ~ (+,-,—,[0]~,[1]~) je komutativni téleso, (5) R — F/ ~:r — [(r,1)]. je prosty
okruhovy homomorfismus.

Dikaz:

Def.: Komutativni téleso F/ ~ (+,-, —, [0]~, [1]~) nazgvdme podilovym télesem, piseme § =[(a,b)]~
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