
1 Algebry, homomorfismy, kongruence

Def.: A množina, zobrazeńı α : An → A, kde n ∈ {0, 1, ...} je n-árńı operace (n je arita).
Def.: αi, i ∈ I operace na A, pak A(αi|i ∈ I) je algebra.
Def.: mn. B je uzavřená na operaci α, když ∀b1, ...bn ∈ B plat́ı α(b1, ...bn) ∈ B.
Def.: A(αi|i ∈ I) algebra, B ⊆ A. B je podalgebra A, je-li uzavřená na αi∀i ∈ I.

Poznámka 1.1 : Pr̊unik podalgeber je podalgebra. D̊ukaz: Vezmu b1, ...bn ∈ ∩j∈JAj.
Vı́m že α(b1, ..bn) ∈ Aj ∀j ∈ J .

Def.: Zobr. f : A → B je slučitelné s operaćı α, pokud a1, ..an ∈ A ⇒ f(α(A)(a1, ...an)) =
α(B)(f(a1), ...f(an)).
Def.: Algebry A a B, které maj́ı stejný počet operaćı stejné arity, jsou algebry stejného typu.
Def.: Pro algebry stejného typu je f : A → B homomorfismus, pokud je slučitelné se všemi
jejich operacemi. (∀α, a1, ..an ∈ A : f(αA(a1, ..an)) = αB(f(a1), ..f(an)))

Poznámka F 1.2 : Složeńı homomorfismů je homomorfismus. Je-li f bijekce a homo-
morfismus, je f−1 taky homomorfismus. D̊ukaz: pro 1 lib.operaci, ze slučitelnosti, z def.
bijekce.

Poznámka F 1.3 : Necht’ f : A → B je homomorfismus, necht’ C je podalgebra A, D
podalgebra B. Pak f(C) je podalgebra B a f−1(D) = {a ∈ A|f(A) ∈ D} je podalgebra
A. D̊ukaz: pro 1 lib.operaci ověřit uzavřenost, z def. homomorfismu, def. podalgebry.

Def.: Bijektivńı homomorfismus je izomorfismus(mezi množinami m̊užeme bez ztráty jakékoliv
informace přecházet), algebry stejného typu jsou izomorfńı, ∃-li mezi nimi aspoň 1 izomorfismus.

Def.: Relace na množině A je lib. podmnožina ρ ⊆ A×A. (a, b) ∈ ρ
def
≡ aρb,

ρ−1 = {(a, b)|(b, a) ∈ ρ} - opačná relace, ρ+ = {(a, c)|∃a = b0, ..bn = c ∈ A; (bi, bi+1) ∈ ρ} -
tranzitivńı obal, id = {(a, a)|a ∈ A} - identita, ρ−1 ⊆ ρ - symetrická, id ⊆ ρ - reflexivńı,
ρ+ ⊆ ρ - tranzitivńı. Reflexivńı, symetrická a tranzitivńı relace je ekvivalence.
Def.: A/ρ = {[a]ρ|a ∈ A} je faktorová množina, kde [a]ρ = {b ∈ A|(a, b) ∈ ρ} jsou tř́ıdy
ekvivalence.

Def.: f : A→ B, ker f : (a1, a2) ∈ ker f
def
≡ f(a1) = f(a2) je jádro zobr. f .

Def.: přirozená projekce mn. A podle ρ je πρ : A→ A/ρ, t.̌z. πρ(a) = [a]ρ.

Poznámka F 1.4 : f : A → B zobr., ρ ekviv. na A. (1) ker f je ekvivalence na A.
(2) f je prosté ⇔ ker f = id. (3) ker πρ = ρ. (4) zobr. g : A/ρ→ B, splňuj́ıćı podmı́nku
g ◦ πρ = f existuje ⇔ ρ ⊆ ker f D̊ukaz: (1) z def. ker f se dostane z ekvivalence ” = ”,
(2),(3) z def., (4) (⇒) vezmu (a1, a2) ∈ ρ, potom f(a1) = f(a2), tedy (a1, a2) ∈ ker f . (⇐)

a1ρa2
ρ⊆ ker f
⇒ f(a1) = f(a2)⇒ g([a1]ρ) = g([a2]ρ), tedy g je korektně definované.

Def.: ρ ⊆ σ 2 ekvivalence na A. Pak σ/ρ - faktor-ekvivalence je relace definovaná: ([a]ρ, [b]ρ) ∈

σ/ρ
def
≡ (a, b) ∈ σ.

Poznámka F 1.5 : (1) Necht’ ρ ⊆ σ jsou ekvivalence na A. Pak σ/ρ je ekvivalence
na A. (2) Necht’ η je ekvivalence na A/ρ, pak ex. právě 1 ekvivalence σ na A, t.ž.
ρ ⊆ σ a σ/ρ = η. D̊ukaz: (1) dokázat korektnost definice σ/ρ - ([a1]ρ = [a2]ρ, [b1]ρ = [b2]ρ,
(a1, b1) ∈ σ) ⇒ (z tranzitivity σ) (a2, b2) ∈ σ. d̊ukaz ekvivalence - př́ımo. (2) σ najdu podle
předpisu ([a]ρ, [b]ρ) ∈ η ⇔ (a, b) ∈ σ, σ ⊂ ρ, σ je ekvivalence (z ekvivalence η) ⇒ ex. faktor-
ekvivalence.

Poznámka F 1.6 : f : A → B je homomorfismus algeber stejného typu ⇒ ker f je
kongruence na A. D̊ukaz: ker f je ekvivalence z 1.4(1), slučitelnost př́ımo z homomorfismu f
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Def.: Relace ρ slučitelná s α, pak α na A/ρ def.: α([a1]ρ, ...[an]ρ) = [α(a1, ...an)]ρ. Kongruence
ρ na A, pak stejným zp̊usobem def. na A/ρ strukturu algebry.

Věta F 1.7 : ρ kongruence na A⇒ přirozená projekce πρ : A→ A/ρ je homomorfismus.
D̊ukaz: ∀ operaci α na A def. α na A/ρ - faktor operaci, sluč. s πρ.

Poznámka F 1.8 : Necht’ ρ je kongruence na A a σ ekvivalence na A, ρ ⊆ σ. Pak σ
je kongruence na A ⇔ σ/ρ je kongruence na A/ρ. D̊ukaz: (⇒) - z 1.5 plyne ekvivalence
σ/ρ, dokázat slučitelnost s lib. operaćı α([a1]ρ, ...[an]ρ) = [α(a1, ...an)]ρ - ze sluč. σ. (⇐) dokázat
slučitelnost - to samé naopak.

Poznámka F 1.9 (Věta o homomorfismu) : Necht’ f : A→ B je homomorfismus algeber
stejného typu a ρ kongruence na A. Pak (1) ex. homomorfismus g : A/ρ→ B, t.ž. f =
gπρ, právě když ρ ⊆ ker f . (2) g je nav́ıc izomorfismus, právě když f je na a ρ = ker f .
D̊ukaz: (1) (⇒) př́ımý d̊usledek 1.4(4), (⇐) zobr. g : g([ai]ρ) = f(ai) je dobře definované podle
1.4(4), slučitelnost př́ımo z předpoklad̊u. (2) (⇒) (a1, a2) ∈ ρ⇒ g([a1]) = f(a1) = f(a2) = g([a2])
(g prosté) ⇒ [a1] = [a2]. (⇐) dokázat prostost g: f(a1) = g([a1]) = g([a2]) = f(a2) ⇒ (a1, a2) ∈
ker f = ρ ⇒ [a1]ρ = [a2]ρ.

Věta F 1.10 (1. věta o izomorfismu) : Necht’ f : A → B je homomorfismus algeber
stejného typu, pak f(A) je algebra stejného typu a A/ker f je izomorfńı algebře f(A).
D̊ukaz: definuji ρ = ker f , z pozn. 1.9 ex. homomorfismus g : A/ker f → f(A), g je na f(A),
protože f je na f(A), ρ = ker f ⇒ g je izomorfismus.

Věta F 1.11 (2. věta o izomorfismu) : Necht’ ρ ⊆ η jsou kongruence na algebře A. Pak
(A/ρ)/(η/ρ) je izomorfńı

A/η. D̊ukaz: z 1.9 (pro f = πη) ∃ homomorfismus g : A/ρ → A/η :

g([a]ρ) = [a]η. g je (z def.) na, z 1.10 (pro g): A/η ' (A/ρ)/ker g. z def. g ker g = η/ρ.

2 Algebry s jednou binárńı operaćı

Def.: Algebra G(.) s 1 binárńı operaćı je grupoid.
Neutrálńı prvek je e ∈ G : e.g = g.e = g ∀g ∈ G. Algebra G(., e) s ∙ asociativńı je monoid.

Poznámka F 2.1 : Každý grupoid odsahuje nevýš 1 neutrálńı prvek. D̊ukaz: mějme
e, f dva neutr.prvky pak: e = e.f = f

Poznámka 2.2 : M(., e) monoid, a, b, c ∈M . Pokud (a.b = e) & (b.c = e), pak a = c D̊ukaz:
a = ae = a(bc) = (ab)c = ec = c.

Def.: M(., e) monoid, m ∈M , Pak m−1 ∈M je inverzńı prvek, pokud m.m−1 = m−1.m = e.
Prvek je invertibilńı, pokud má nějaký inverzńı prvek.

Poznámka F 2.3 : Bud’ M(., e) monoid, pak M∗ = {m ∈M |∃m−1} je jeho podmonoid.
Každý inverzńı prvek je invertibilńı. D̊ukaz: uzavřenost na e ∈ M∗ ; ∙ pro součin 2 prvk̊u
z M∗ ex. inv. prvek; inverz k inverzu je p̊uv. prvek z def.

Def.: Algebra G(∙,−1 , e) je grupa, pokud je G(∙, e) monoid a −1 je operace inv. prvku.
Def.: Normálńı podgrupa je každá podgrupa H grupy G kde ∀g ∈ G ∀h ∈ H : g.h.g−1 ∈ H.
G je komutativńı (abelovská), pokud je ∙ komutativńı.
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PoznámkaF 2.4 : M(∙, e)monoid,M∗ množ. všech jeho invertibilńıch prvk̊u. Omeźıme-
li operaci ∙ na ∙M∗ na prvky z M∗ a jako −1 vezmeme operaci inv. prvku na M∗, pak
M∗(∙M∗ ,−1 , e) je grupa. D̊ukaz: Z 2.3 je možné ∙ omezit na M∗, M∗ je podmonoid M(∙, e) z
def. je grupa.

Poznámka 2.5 : Každá podgrupa komutativńı grupy je normálńı. D̊ukaz: H podgrupa
G komutativńı, g ∈ G h ∈ H : g.h.g−1 = g.g−1.h = 1.h = h ∈ H.

Věta 2.6 : Necht’ G(∙,−1 , e) je grupa a ρ relace na G. Pak ρ je kongruence ⇔ [e]ρ
je normálńı podgrupa G a (g, h) ∈ ρ právě když g−1.h ∈ [e]ρ. D̊ukaz: ” ⇒ ” : ρ
kongruence - ověřit uz. na e (z refl.), uz. na −1: (e, h) ∈ ρ ⇒ (e−1(= e), h−1) ∈ ρ; uz. na ∙:
(e, g), (e, h) ∈ ρ⇒ (e.e, g.h) ∈ ρ; z toho [eρ] je podgrupa. (e, h) ∈ ρ, g ∈ G ⇒ (g−1(hg), g−1(eg)) =
(g−1gh, e) ∈ ρ (refl., sluč.)- normálńı podgrupa. Ověřeńı (g, h) ∈ ρ ⇔ g−1h ∈ [e]ρ: (⇒) ze

sluč., vynásobit zleva g−1, (⇐) vynásobit zleva g. ” ⇐ ” : def. ρ : (g, h) ∈ ρ
def
≡ g−1.h ∈ H,

dokázat že ρ je ekvivalence (př́ımo), [e]ρ = H (př́ımo), slučitelnost s operacemi - e plat́ı ∀
refl. relaci, −1 : g−1h ∈ H ⇒ h−1g ∈ H ⇒ h(h−1g)h ∈ H, ∙ : h̄ḡ−1 ∈ H(= ḡ(ḡ−1h̄)ḡ−1);
ḡ−1 ∙ (g−1 ∙ h.h̄.ḡ−1).ḡ = (gḡ)−1(hh̄) ∈ H.

Def.: G/H = G/ρh, kde ρh je kongruence odp. dle 2.6 normálńı podgrupě H.

3 Uzávěrové systémy na algebře

Def.: A množina, C ⊆ P(A). C je uzávěrový systém, pokud (1) A ∈ C (2) {Bi|i ∈ I} ⊆ C⇒
∩i∈IBi ∈ C.
Def.: Uzávěr je zobrazeńı clC : P(A)→ C definované clC(B) = ∩C∈C,B⊆CC
Def.: Zobrazeńı α : P(A) → P(A) je uzávěrový operátor, pokud (1) B ⊆ α(B) ∀B ∈ P(A)
(2) α(α(B)) = α(B) ∀B ∈ P(A) (3) α(B) ⊆ α(C) ∀B ⊆ C ⊆ A.

Poznámka 3.1 : Systém všech podalgeber algebry A tvoř́ı uzávěrový systém. D̊ukaz:
z 1.1 - pr̊unik podalgeber je podalgebra - vyhovuje

Věta F 3.2 : (1) Je-li C uzávěrový systém, pak clC je uzávěrový operátor. (2) Je-li
α : P(A) → P(A) uzávěrový operátor, pak množina C = {C ∈ P(A), α(C) = C} tvoř́ı
uzávěrový systém a α = clC. D̊ukaz: (1) dokázat axiomy uz. operátoru pro clC - 1. plyne z
vl. clC, 2. obě inkluze (⊆ z 1., ⊇ z 2. ax. uz. systému), 3. z teorie množin. (2) dokázat axiomy
C - 1. A a je pevný bod α, 2. α(∩i∈IBi) = ∩i∈IBi - ⊇ z 1.ax.uz.op, ⊆ z 3.ax.uz.op., dokázat
že α(B) = ∩C∈C,B⊆CC ∀B - α(B) ∈ C podle 2.ax.uz.op., B ⊆ α(B) z 1.ax. ⇒ α(B) ⊇ cl(B).
α(B) ⊆ ∩{C ∈ C, B ⊆ C}, α(B) ⊆ α(C) = C - z 3.ax.

Poznámka F 3.3 : Množina všech uzávěrových systémů na množině A tvoř́ı uzávěrový
systém na P(A). D̊ukaz: 1.ax.: A ⊆ P(A),∩Bi∈P(A)Bi ∈ P(A), 2.ax.: ∩i∈ICi uz. systém?: 1.ax.:
P(A) je uz. systém; A ∈ ∩i∈ICi, 2.: Bj ∈ ∩i∈ICi j ∈ J ⇒ ∩j∈JBi ∈ ∩i∈ICi.

Poznámka 3.4 : Necht’ A a B jsou 2 uz. systémy na A; C,D ⊆ A, t.ž. A ⊆ B a C ⊆ D,
potom clB(C) ⊆ clA(D). D̊ukaz: clB(C) ⊆ clB(D) plat́ı dle 3.2(1), clB(D) ⊆ clA(D) rozepsat
jako pr̊uniky množin, z teorie množin jako 3.2(1)-3.

Poznámka 3.5 : Množina věch reflexivńıch(symetrických, tranzitivńıch) relaćı a
množina všech ekvivalenćı na množině A tvoř́ı uzávěrový systém na A×A. D̊ukaz: pro
reflexivńı id ⊂ A×A, id ⊂ ∩iρi, kde ρi je refl. - OK, symetrická a tranzitivńı podobně, ekvivalence
z 3.3 a pr̊uniku předch.
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Poznámka 3.5 : Všechny kongruence na algebře tvoř́ı uzávěrový systém na A × A.
D̊ukaz: pro každou operaci zvl. množina sluč. relaćı Ri je uz. systém, kongruence z pr̊uniku (je
pr̊unik uz. systém?). 1.ax A×A je sluč. s č́ımkoliv, 2.ax př́ımo

Poznámka : Necht’ ρ je relace na A Je-li reflexivńı(symetrická), pak ρ+ a ρ ∪ ρ−1 je
taky reflexivńı(symetrická). D̊ukaz: př́ımo.

Poznámka 3.6 : Necht’ ρ je relace, pak ((ρ∪ id)∪(ρ∪ id)−1)+ = (ρ∪ρ−1∪ id)+ je nejmenš́ı
ekvivalence obs. ρ (uzávěr ρ v uz. systému ekvivalenćı). D̊ukaz: ekvivalence z předchoźı
pozn., minimalita zřejmá (muśım mı́t zaručenu refl., sym. i trans.)

Def.: Necht’ A je algebra, X ⊆ A, A je uz. systém všech podalgeber. Pak clA(X) je podalgebra
generovaná množinou X.

4 Svazy

Def.: Relace ≤ na mn. A je (částečné) uspořádáńı, pokud je reflexivńı, tranzitivńı a slabě an-
tisymetrická (tj. a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b).
Def.: Pro usp. ≤ na A, B ⊆ A je a ∈ B nejmenš́ı(největš́ı) prvek, jestlǐze ∀b ∈ B a ≤ b(∀b ∈
B b ≤ a). m ∈ A je infimum(supremum) množiny B, jde li o nejvěťśı prvek množiny {a ∈
A|a ≤ b ∀b ∈ B} (nejmenš́ı prvek množiny {a ∈ A|b ≤ a ∀b ∈ B}). Značeńı: inf≤B (sup≤B).
Def.: Dvojici (A,≤) nazvu svazem, je-li ≤ uspořádáńı a ∀ dvojici {a, b} ⊆ A ex. sup≤({a, b}) a
inf≤({a, b}).
Def.: O svazu (A,≤) řekneme, že je úplný, jestlǐze ex. inf≤(B), resp. sup≤(B) pro ∀B ⊆ A
(implikuje existenci nejv. a nejm. prvku)
Def.: ∀a, b ∈ A označme bin.operace spojeńı m ∨ n = sup≤({m,n}) a pr̊usek m ∧ n =
inf≤({m,n})

Poznámka F 4.1 : Bud’ A(∧,∨) svaz pak plat́ı: (1) a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a, (2)
a∨a = a = a∧a, (3) a∧(b∧c) = (a∧b)∧c (pro ∨ stejně), (4) a∧(b∨a) = a = a∨(b∧a). (pro
a, b lib. z A). D̊ukaz: (1),(2) {a,b}={b,a}, (3) z def. suprema a tranzitivity a ≤ (a∨b)∨c, stejně
pro b,c; proto pro nejmenš́ı horńı odhad {b, c}, tj. b∨ c plat́ı taky; dále nejm. odhad {a, (b∨ c)} ⇒
a ∨ (b ∨ c) ≤ (a ∨ b) ∨ c, zpět symetricky. (4) a ≤ a ∨ (b ∧ a) z def. suprema, opačně plat́ı - horńı
odhady (b ∧ a) ≤ a.

Poznámka F 4.2 : Bud’ S(∧,∨) algebra s 2 bin. operacemi pro něž plat́ı 4.1. Definu-

jme relaci ≤ na S: a ≤ b
def
≡ (a ∨ b = b). Potom (S,≤) tvoř́ı svaz, kde sup≤({a, b}) = a ∨ b,

inf≤({a, b}) = a ∧ b. Tj. můžeme ”svaz” ř́ıkat algebře S(∧,∨). D̊ukaz: a): ověřit že ≤
je uspořádáńı (př́ımo), pak a ≤ b ≡ a = a ∧ b (z def., 4.1(1)), potom inf≤{a, b} = a ∧ b:
a ∧ b ≤ a, a ∧ b ≤ b (z 4.1) ⇒ a ∧ b ≤ inf{a, b}, pak c ≤ a, b ⇒ c ≤ (a ∧ b). (pro sup symet-
ricky).

Věta F 4.3 : Každý uzávěrový systém C je úplným svazem (C,⊆), kde sup⊆(B) =
clC(∪B) a inf⊆(B) = clC(∩B). D̊ukaz: ⊆ je zjevně uspořádáńı.

⋂
B ∈ C,

⋂
B ⊆ B ∀B ∈ B,

X ⊆ B ∀B ∈ B⇒ X ⊆
⋂
B. ∀B ∈ B B ⊆

⋃
B ⊆C (

⋃
B) ∈ C.

Poznámka F 4.4 : Je-li S(∧,∨) svaz, potom je S(∨,∧) taky svaz (opačný svaz) D̊ukaz:
plyne z (4.1), (4.2) - opačný svaz s opačným uspořádáńım

Def.: Necht’ S(∧,∨) je svaz, potom a pokrývá b (b < ∙a), pokud a, b, c ∈ S : b ≤ a, b 6= a,
b ≤ c ≤ a⇒ b = c nebo a = c.
Def.: Hasse̊uv diagram svazu je graf s vrcholy z S, mezi a, b bude hrana že a bude pod b,
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pokud a < ∙b.

Poznámka F 4.5 (slabá modularita) : Necht’ S(∧,∨) je svaz, a, b, c ∈ S. Pokud a ≤ c,
potom a∨ (b∧ c) ≤ (a∨ b)∧ c) D̊ukaz: z dolńıch odhad̊u : a ≤ ((a∨ b)∧ c), b∧ c ≤ ((a∨ b)∧ c)

Def.: S(∧,∨) je modulárńı, pokud ∀a, b, c ∈ S : a ≤ c⇒ a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c.
Def.: S(∧,∨) je distributivńı, pokud ∀a, b, c ∈ S : a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Poznámka F 4.6 : S(∧,∨) distributivńı ⇔ pokud je opačný S(∨,∧) distributivńı D̊ukaz:
(⇒) (a∧b)∨(a∧c) = ((a∧b))∧((a∧b)) = a∧((a∧b)) = a∧((a∨c)∧(b∨c)) = (a∧(a∨c))∧(b∨c) =
a ∧ (b ∨ c). (⇐) to samé opačně

Poznámka F 4.7 : Každý distributivńı svaz je modulárńı D̊ukaz: a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧

(a ∨ c)
a≤c
= (a ∨ b) ∧ c

Věta 4.8 : S(∧,∨) modulárńı ⇔ obsahuje podsvaz pentagon D̊ukaz: dokážeme že pen-
tagon neńı modulárńı, S pokud je modulárńı nem̊uže obsahovat podsvaz izomorfńı s pentagonem,
pokud S neńı modulárńı...

Def.: Necht’ 0 ∈ S (1 ∈ S) je nejmenš́ı(nejvěťśı) prvek S, potom a nazveme atom(koatom)
svazu S, jestlǐze 0 < ∙a (a < ∙1). Komplement a′ ∈ S k a ∈ S je def. a ∨ a′ = 1 a a ∧ a′ = 0

Poznámka 4.9 : Každý prvek distr. svazu má nejvýše 1 komplement D̊ukaz: b,c
komplementy a. Pak b = b ∧ 1 = b ∧ (a ∨ b ∧ a) ∨ (b ∧ c) = b ∧ c. Tud́ı̌z b ≥ c. Obdobně dostaneme
b ≤ c, a tedy b = c.

Def.: Booleovou algebrou nazveme S(∨,∧, 0, 1,′ ), že S(∧,∨) je distributivńı svaz s nejv. prvkem
1 a nejm. 0 a unárńı operace ′ která přiřad́ı každému prvku komplement

Poznámka 4.10 : S(∨,∧, 0, 1,′ ) je Booleova algebra, ∀a, b ∈ S plat́ı: (1) (a′)′ = a,
(2) (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′, (3) (a ∧ b)′ = a′ ∨ b′, (4) (1)′ = 0 (0)′ = 1 D̊ukaz: (1) podle 4.9 (2)(3)
(a∧b)∨(a′∨b′) = (a∨a′∨b′)∧(b∨a′∨b′) = 1∧1 = 1.(a∧b)∧(a′∨b′) = (a∧b∧a′)∨(a∧b∧b′) = 0∨0 = 0

Def.: f : A→ B, kde (A,≤), (B,≤) jsou svazy. Pak f je monotónńı, pokud ∀a1, a2 ∈ A : a1 ≤
a2 ⇒ f(a1) ≤ f(a2) (opačné se nepouž́ıvá).

Věta F 4.11 : S(∨,∧, 0, 1,′ ) je konečná Booleova algebra a A je množina všech atomů
svazu S. Potom ϕ : P (A)→ S dané ϕ(A) = ∨B je izomorfismus bool. algeber S(∨,∧, 0, 1,′ )
a P (A)(∪,∩, ∅, X,′ ) D̊ukaz: TODO (15.2)

Poznámka F 4.12 : Homomorfismus svaz̊u je monotónńı. D̊ukaz: a ≤ b ⇒(4.2)
b = a ∨ b⇒ f(b) = f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) ⇒ f(a) ≤ f(b).

Věta F 4.13 : Bijekce svaz̊u f je izomorfismus ⇔ f i f−1 jsou monotónńı. D̊ukaz: (⇒)
zřejmé (4.12); (⇐) sluč. s ∨ (podle (4.4) plat́ı i pro ∧). Z monotonie a odhad̊u f(a)∨f(b) ≤ f(a∨b),
z monotonie f−1 a ∨ b ≤ f−1(f(a) ∨ f(b)), aplikovat f , vyjde op. nerovnost. f je bijekce, proto i
f−1 je homomorfismus.

Poznámka F 4.14 : Necht’ A je množina, e ∈ A, C je uz. systém na A×A, obsažený v
množině všech ekvivalenćı (tj. podmnožina množiny ekvivalenćı), systém podmnožin
N ⊆ P(A). Necht’ plat́ı: (1) [e]ρ ∈ N ∀ρ ∈ C, (2) ∀N ∈ N ∃ρ ∈ C : N = [e]ρ, (3) ∀ρ, η ∈ C :
[e]ρ ⊆ [e]η ⇒ ρ ⊆ η. Pak N tvoř́ı uzávěrový systém, zobrazeńı ϕ : C → N : ϕ(ρ) = [e]ρ
je svazový izomorfismus. D̊ukaz: N je usp. množina; ϕ je dobře definované, na z (1),(2);
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z (3) je prosté - ϕ(ρ) = ϕ(η) ⇒ ρ = η ⇒ je bijekce, ϕ−1([e]ρ) = ρ. Z (3) je ϕ−1 monotónńı,
ρ ⊆ η : ϕ(ρ) = [e]ρ ⊆ [e]η = ϕ(η) - ϕ je monotónńı. Mám bijekci oběma směry mezi svazem a usp.
množinou⇒ mám na N i C stejnou strukturu vzhledem k ⊆. Proto N je uz. systém, zbytek z (4.13).

Věta F 4.15 : Množina všech normálńıch podgrup grupy tvoř́ı svaz, izomorfńı svazu
všech kongruenćı. D̊ukaz: podle (4.14) - z (2.6) [e]ρ, ρ ∈ C je norm. podgrupa ⇒ (4.14(1))

OK, ∀N ∈ N : ρN : (a, b) ∈ ρN
def
≡ a−1b ∈ N je z (2.6) kongruence a N = [e]ρN ⇒ (4.14(2)) OK,

[e]ρ ⊆ [e]η z (2.6) ⇒ ρ ⊆ η ⇒ (4.14(3)) OK. ϕ(ρ) = [e]ρ je izomorfismus.

Def.: Necht’ A a B jsou množiny. Dvojici zobrazeni α : P(A) → P(B) a β : P(B) → P(A) se
ř́ıka Galoisova korespondence, jsou-li ∀A1, A2 ∈ P(A) a ∀B1, B2 ∈ P(B) splněny následuj́ıćı
podmı́nky: (1) A1 ⊆ A2 ⇒ α(A2) ⊆ α(A1) a B1 ⊆ B2 ⇒ β(B2) ⊆ β(B1), (2) A1 ⊆ βα(A1) a
B1 ⊆ αβ(B1).

Věta F 4.16 : Bud’ α : P(A) → P(B) a β : P(B) → P(A) Galoisova korespondence. Po-
tom jsou zobrazeńı βα a αβ uzávěrové operátory. Označme A a B uzávěrové systémy
př́ıslušné uzávěrovým operátor̊um βα a αβ. Pak α(A) ⊆ B a β(B) ⊆ A. Označ́ıme-li
α′ : A → B a β′ : B → A př́ıslušné restrikce zobrazeńı α a β, pak α′ a β′ jsou bijekce
a α′ = (β′)−1. Nav́ıc ∀A1, A2 ∈ A a ∀B1, B2 ∈ B plat́ı, že A1 ⊆ A2 ⇔ α(A2) ⊆ α(A1) a
B1 ⊆ B2 ⇔ β(B2) ⊆ β(B1). D̊ukaz: Z A1 ⊆ A2 ⊆ A podle (1) dostáváme α(A1) ⊇ α(A2), a
opět podle (1) βα(A1) ⊆ βα(A2). Podle 4.14 je βαβα(A1) = βα(A1). Dokázali jsme, že βα je
uzávěrový operátor. Podobně je i αβ uzávěrový operátor. Je-li A1 ⊆ A, je αβα(A1) = α(A1), a
tud́ı̌z α(A1) ∈ B. Podobně β(B1) ∈ A pro B1 ⊆ B. Pro A1 ∈ A je βα(A1) = A1 a pro B1 ∈ B
je αβ(B1) = B1 , takže α

′ a β′ jsou vzájemně inverzńı. Jsou-li A1, A2 ∈ A, tak z A1 ⊆ A2 plyne
α(A1) ⊇ α(A2) podle (1). Plat́ı-li α(A1) ⊇ α(A2), tak A1 = βα(A1) ⊆ βα(A2) = A2 .

5 Grupy

Poznámka 5.1 : Je-li zobr. f : G→ H, kde G,H jsou grupy, slučitelné s bin. operaćı ∙
, pak je homomorfismus. D̊ukaz: pro e: f(e) = f(e.e) = f(e).f(e). f(e)−1 ex. (z def. grupy),
zleva j́ım vynásobit. pro −1: e = f(e) = f(g.g−1) = f(g).f(g−1), opačné symetricky, chová se jako
inverz k f(g).

Def.: H,K ⊆ G(∙,−1 , 1), g ∈ G : HK= {h.k| h ∈ H k ∈ K}, gH = {g}H, Hg = H{g}

H podgrupa G, pak def. relace: (a, b) ∈ rmodH
def
≡ ab−1 ∈ H, (a, b) ∈ lmodH

def
≡ a−1b ∈ H.

Poznámka F 5.2 : Pro G(∙,−1 , 1), H podgrupa G a a, b ∈ G plat́ı: (1) rmodH i lmodH
jsou ekvivalence. (2) (a, b) ∈ rmodH ⇔ (a−1, b−1) ∈ lmodH (pro norm. podgrupy lmod a
rmod splývaj́ı a jsou nav́ıc kongruence). (3) |G/rmodH | = |G/lmodH |, (4) [a]rmodH = Ha,
[a]lmodH = aH, (5) |[a]rmodH | = |[a]lmodH | = |H|. D̊ukaz: (1) reflexivńı z uzavřenosti H na e,
symetrické z uz. H na −1, tranzitivńı z uz. H na ∙, detail viz (2.6) pro norm. podgrupy. (2) př́ımo
z def., symetrie lmod. (3) ex. bijekce z lmodH do rmodH : f : G→ G : f(g) = f(g−1) (involuce),
proto mám bijekci g : G/rmodH → G/lmodH : g([a]rmodH ) = [a

−1]lmodH . (4) [armodH ] = {x ∈
G|∃h ∈ H : h−1a = x} = Ha, lmodH symetricky. (5) def. zobr. b : H → Ha : b(h) = ha. zjevně
na, prosté: h1a = b(h1) = b(h2) = h2a, vynásobit a

−1 zprava.

Def.: H podgrupa G(∙,−1 , 1). Index podgrupy H v G je č́ıslo [G : H] = |G/rmodH | = |G/lmodH |.
Řád G je |G|.

Věta F 5.3 (Lagrange) : Je-li H ≤ G(∙,−1 , 1), pak |G| = [G : H] ∙ |H|. D̊ukaz: |G| =
|∪̇{A | A ∈ G/rmodH}| =

∑
A∈G/rmodH

|A|(5.2(5))=
∑
A∈G/rmodH

|H| = |H| ∙ [G : H].
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Poznámka F 5.4 (d̊usledek) : Velikost podgrupy děĺı velikost konečné grupy - |H|/|G|.
D̊ukaz: plyne z (5.3)

Def.: Grupa G(∙,−1 , 1) a a ∈ G. Definujme indukci: a0 = 1, an = an−1.a ∀n > 0, an =
(a−1)−n.a ∀n < 0,

Poznámka 5.5 : Je-li ϕ : Z → G : ϕg(n) = gn, kde g ∈ G(∙,−1 , 1), pak ϕ je grupový
homomorfismus Z(+,−, 0) do G(∙,−1 , 1) a ϕ(Z) = {gz|z ∈ Z} = 〈g〉. D̊ukaz: Podle (5.1)
slučitelnost s ∙ stač́ı. Př́ımo, zvl. př́ıpady pro ϕ(m + n), kde m,n ≥, < 0. Podle 1.3 ϕ(Z) je pod-
grupa G, g = g−1, ∀ podgrupa s g obsahuje g∙..g a g−1 ∙..g−1 (oboj́ı k-krát) ∀k ∈ N, tedy ϕ(Z) = 〈g〉.

Def.: Pro G(∙,−1 , 1), g ∈ G je 〈g〉 = 〈{g}〉 nejmenš́ı podgrupa obs. prvek g.
G je cyklická, pokud ∃g ∈ G : 〈g〉 = G. Řád prvku cyklické grupy je nejmenš́ı mocnina daného
prvku, že výsledkem je neutrálńı prvek.

Poznámka 5.6 : (1) ∀H podrupa Z(+,−, 0) ∃k ≥ 0, k ∈ Z t.ž. kZ = 〈k〉 = H (∀ podgrupa
je cyklická). (2) ∀H podrupa Zn(+,−, 0)(n ∈ N) ∃k : k = 0 nebo k|n, t.ž. kZn = 〈k〉 = H.
D̊ukaz: H = {0} triv. př́ıp., vezmu H 6= {0}. ∃k ∈ H, k > 0, vezmu nejmenš́ı takové. 〈k〉 ⊆ H,
a ∈ H lib., vyděĺım a ÷ k se zbytkem y = a + k ∙ (. − x). a ∈ H, k(−x) ∈ H ⇒ y ∈ H,
y < k ⇒ y = 0, 〈k〉 = H. Pro (2) odlǐsnosti: a = (kx)mod n + ymod n Necht’ k 6 | n:
l := NSD(k, n), ze zpětného chodu Euklidova alg. l = αk + βn(α, β ∈ Z). l mod n = (αk)mod n
⇒ l ∈ 〈k〉 ⇒ l ∈ H, ale k je minimálńı, l < k,NSD ≥ 1 - spor.

Věta F 5.7 : Necht’ G(∙,−1 , 1) je cyklická. (1) Je-li G nekonečná, pak G ' Z(+,−, 0).
(2) Je-li n = |G| konečné, pak G(∙,−1 , 1) ' Zn(+,−, 0). D̊ukaz: Necht’ 〈g〉 = G, podle (5.5)
je ϕ : Z→ G : ϕ(z) = gz homomorfismus. ker ϕ je z (2.6) kongruence v Z ⇒ jednozn. korespon-
dence s nějakou normálńı podgrupou H ≤ Z. Z (1.10) Z/ker ϕ ' G. z (5.7) ∃n ∈ Z,H = nZ
((a, b) ∈ ker ϕ ⇔ (a − b) ∈ nZ), pro n = 0 ker ϕ = id, dostanu (1), n > 0 : z (5.5) dostanu
izomorfismus ψ : Z→ Zn, z (3.4) Zn ' Z/nZ ' Z/ker ϕ ' G - dostanu (2).

Poznámka F 5.8 (d̊usledek): Každá (1) podgrupa a (2) faktorová grupa cyklické
grupy je cyklická. D̊ukaz: (1) G z (5.7) a (5.6); (2) pro g, 〈g〉 = G: 〈[g]ρ〉 = G/ρ.

Poznámka F 5.9 : Necht’ G(∙,−1 , 1) je konečná grupa, Pak ∀g ∈ G : g|G| = 1. D̊ukaz:

gk = 1, kde k = |〈g〉| (z izomorf. s Zk), podle (5.4) k | |G|, g|G| =(d̊usledek 5.5),(5.4) (gk)
|G|
k =

1
|G|
k = 1.

Věta F 5.10 : Necht’ G(∙,−1 , 1) je konečná cyklická grupa a k||G|, pak ∃!H ≤ G, t.ž.

|H| = k. D̊ukaz: k = 1 ⇒ H = {0}, k > 1 : H = 〈n
k
〉 = {0, n

k
, 2n
k
, ...
(k−1)n
k
}. Jednoznačnost:

|K| = k, ∃a : K = 〈a〉 K ' Zk(1 ↔ a, x ↔ (ax)mod n). ∃b ∈ Z : ka = bn, a = b(n
k
) ⇒ a lež́ı v

〈k〉. K a 〈k〉 jsou 2 stejně velké konečné mn. - ex. izomorfismus.

Poznámka 5.11 : (1) Necht’ n ∈ N, a ∈ Zn, k = NSD(a, n), Pak aZn = kZn. (2) aZn =
Zn ⇔ NSD(a, n) = 1. D̊ukaz: (1) k = (ax) + ny = (ax)mod n, k|a ⇒ ∃μ : (kμ)mod n = a ⇒
a ∈ 〈k〉. (2) (⇐) plyne z (1) pro k = 1. (⇒): ∃x, y : ax+ny = 1, c|a, c|n⇒ c|1, tj. NSD(a, n) = 1.

Def.: Zobrazeńı ϕ : N → N: ϕ(n) = |{k|0 < k < n,NSD(k, n) = 1}| je Eulerova funkce
(určuje počet všech nesoudělných č́ısel menš́ıch než dané č́ıslo).

Poznámka F 5.12 : ϕ(n) = |{k ∈ Zn | ∃x : x.k = 1}|, z (5.11(2)) = |{k ∈ Zn | 〈k〉 = Zn}|
= |{invertibilńı prvky monoidu Zn}|. D̊ukaz: (5.11(2)), z def.
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Věta F 5.13 (Malá Fermatova) : ∀a < n,NSD(a, n) = 1 plat́ı: (aϕ(n))mod n = 1. D̊ukaz:
a ∈ Z∗n(∙, 1), Z

∗
n je podle (2.4) grupa, podle (5.12) |Z

∗
n| = ϕ(n), z (5.9) plat́ı.

Def.: Necht’ Aj(αi|i ∈ I) jsou algebry stejného typu pro j = 1, . . . , k. Na Πkj=1Aj definujme struk-
turu algebry stejného typu na součinu.
Je-li αi n-árńı operace, definuji αi : (ΠAj)

n → ΠAj αi((a11, . . . , a1k), . . . , (an1, . . . , ank)) =
(αi(a11, a21, . . . , an1), . . . , αi(a1k, . . . , ank)).

Poznámka 5.14 : MějmeMj(∙, 1) pro j ≤ k monoidy. Pak ΠMi(∙, (1, ..., 1)) je opět monoid
a plat́ı: (1) (m1,m2, ...,mk) ∈ ΠMi je invertibilni ⇔ jsou všechny prvky mj , j = 1, ..., k
invertibilni. (2) (m1,m2, ...,mk)

n = (m1,m2, ...,mk) ⇔ mnj = mj ∀j = 1, ..., k, ∀mj ∈ Mj a
n ∈ N . D̊ukaz: Stač́ı uvážit, že (m1,m2, ...,mk) ∙ (r1, r2, ..., rk) = (m1.r1,m2.r2, ...,mk.rk) =
(1, 1, ..., 1), respektive (m1,m2, ...,mk)

n = (mn1 ,m
n
2 , ...,m

n
k ).

Věta F 5.15 (Č́ınská věta o zbytćıch) : Necht’ n1, n2, ..., nk jsou po dvou nesoudělná
kladná celá č́ısla a n = n1, n2, ..., nk, potom zobrazeni f : Zn → ΠZni dané předpisem
f(x) = (xmod n1, xmod n2, ..., xmod nk) je izomorfismus algeber Zn(+,−, 0, ∙, 1) a
ΠZni(+,−, 0, ∙, 1) D̊ukaz: Př́ımo z definice snadno vid́ıme, že je f zobrazeni slučitelne se všemi op-
eracemi. Zbyva nahlednout, že jde o bijekci. Protože jsou Zn a ΠZni stejně velké konečné množiny,
stač́ı nahlédnout, že je f proste. Necht’ pro a ≤ b ∈ Zn plat́ı, že f(a) = f(b). Potom f(b− a) = 0,
tedy ni/b−a ∀i = 1, ..., k. Protože jsou ni po dvou nesoudělná a 0 ≤ b−a ≤ n−1, mame i n/b−a,
tud́ı̌z b = a.

Poznámka F 5.16 : (1) ϕ(pn) = (p − 1)pn−1 pro p prvoč́ıslo a n ∈ N. (2) ϕ(n.m) =
ϕ(m).ϕ(n) pro n,m ∈ N, NSD(n,m) = 1. D̊ukaz: (1) ϕ(pn) = (pn − 1) − |{0 < k <
pn | NSD(k, pn) > 1}|. (2) na Zn × Zm definovat násobeńı, dostanu ”součinový” monoid. f :
Zmn → Zn × Zm : f(k) = (kmod n, kmod m) je homomorfismus (př́ımo ověřit slučitelnost s
” ∙ ”, 1), je prosté (f(k) = f(l), k ≤ l - k mod n = l mod n, k mod m = l mod m, z nesoudělnosti
n,m l = k). je i na (2 stejně velké konečné mn.) ⇒ je izomorfismus. (a, b) ∈ Zn × Zm je in-
vertibilńı ⇔ a, b jsou invertibilńı v Znm. ϕ(nm) =(z 5.12)|Z∗nm| = |(Zn × Zm)

∗| = |Z∗n × Z
∗
m| =

|Z∗n| ∙ |Z
∗
m| =(5.12)ϕ(n).ϕ(m).

Věta F 5.17 : Je-li n = pk11 .p
k2
2 ∙ ....p

kl
l prvoč́ıselný rozklad č́ısla n, t.j pi jsou prvoč́ısla,

pi 6= pj i 6= j, ki ≥ 1, pak ϕ(n) = Πli=1(pi − 1)p
ki−1
i . D̊ukaz: indukćı z (5.16(2)), úprava výrazu

podle (5.16(1))

Věta 5.18 : Necht’ T je těleso s operacemi +, ∙. (T −{0})(∙,−1 , 1) je komutativńı grupa
(z lin. algebry). Necht’ G je konečná podgrupa (T − {0})(∙,−1 , 1). Pak je G cyklická.
D̊ukaz: bez d̊ukazu.

6 Okruhy a ideály

Def.: Necht’ R(+, ∙,−, 0, 1) je algebra, t.̌z. R(+,−, 0) tvoř́ı komutativńı grupu, R(∙, 1) je monoid
a plat́ı a(b+ c) = ab+ ac a (a+ b)c = ac+ bc ∀a, b ∈ R (distributivita). Pak je R okruh. Pokud
je ∙ komutativńı pak R je komutativńı okruh

Poznámka 6.1 : Pro každé 2 prvky a, b ∈ R(+, ∙,−, 0, 1) plat́ı: (1) 0a = a0 = 0, (2)
(−a)b = a(−b) = −(ab), (3) (−1).b = b.(−1) = −b, (4) (−a)(−b) = ab, (5) |R| > 1 ⇔ 0 6= 1
D̊ukaz: (1) 0.a = (0 + 0).a = 0.a + 0.a ⇒ 0 = 0.a; (2) 0 = 0.b = (a + (−a)).b = a.b + (−a).b ⇒
−(a.b) = (−a).b; (3) 0 = 0.b = (1 + (−1)).b = 1.b + (−1).b ⇒ (−1).b = −b; (4)(−a).(−b) =
−(a.(−b)) = −(−(a.b)) = a.b; (5) předp. že 0 = 1, ∀r ∈ R, r = 1.r = 0.r = 0, tedy R = {0}.
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Def.: Necht’ R(+, ∙,−, 0, 1) je okruh a I ⊆ R. Pak I je pravý(levý) ideál, pokud I podgrupa
R(+,−, 0) (je i normálńı, protože R je komutativńı) a ∀i ∈ I, r ∈ R : i.r ∈ I (levý r.i ∈ I)
(d̊usledek: uzavřenost I na násobeńı). I je ideál, pokud je pravý a zároveň levý ideál.

Def.: Ideál je netriviálńı nebo vlastńı, pokud I 6= {0} a I 6= R . a ∈ R aR = {a.r|r ∈ R} je
hlavńı pravý ideál, Ra = {r.a|r ∈ R} je hlavńı levý ideál.

Věta F 6.2 : Bud’ R(+, ∙,−, 0, 1) okruh. Pak zobrazeńı, které kongruenci ρ na okruhu
R přǐrad́ı [0]ρ je izomorfismus svazu všech kongruenćı a svazu všech ideál̊u (tj. [0]ρ je
ideál). Nav́ıc (a, b) ∈ ρ⇔ a+(−b) ∈ [0]ρ. D̊ukaz: z (4.14), předp. (4.14(1)) - ρ je kongruence i
na R(+,−, 0), [0]ρ je norm. podgrupa (z (2.6),(4.15)), ověřit ∀i ∈ [0]ρ, ∀r ∈ R : ir ∈ [0]ρ, ri ∈ [0]ρ -
z (i, 0) ∈ ρ, (r, r) ∈ ρ, ρ sluč. s ”∙”. (4.14(2)) z 2.6 ρ kongruence na R(+,−, 0), dokázat slučitelnost
s ” ∙ ”, 1 - ”1” z reflexivity; ” ∙ ” : (a1, a2) ∈ ρ, (b1, b2) ∈ ρ, (a1 − a2)b1 ∈ I, a2(b1 − b2) ∈ I ⇒
(a1b1) − (a2b2) = (a1 − a2)b1 + a2(b1 − b2) ∈ I. (4.14(3)) ρ, η : [0]ρ ⊆ [0]η ⇒ ρ ⊆ η - plat́ı i pro
systém kongruenćı na R(+,−, 0) z (4.15), ten je věťśı ⇒ plat́ı.

Def.: Invertibilńım prvkem okruhu R(+, ∙,−, 0, 1) rozumı́me invertibilńı prvek monoidu R(∙, 1).
Okruh nazvu tělesem, je-li každý jeho nenulový prvek invertibilńı (R∗ = R r {0}). Ideál I je
maximálńı, jestlǐze I je koatom ve svazu všech ideál̊u.

Poznámka 6.3: R(+, ∙,−, 0, 1) je okruh a a ∈ R, a je invertibilńı ⇔ aR = Ra = R D̊ukaz:
Je-li Ra = R, ∃c ∈ R, že ca = 1. Je-li c inverzńı prvek a, je r = rca ∈ Ra ∀r ∈ R

Věta F 6.4: V netriviálńım R(+, ∙,−, 0, 1) je ekvivalentńı: (1) R(+, ∙,−, 0, 1) je těleso,
(2) {0}, R jsou jediné pravé ideály okruhu, (3) {0}, R jsou jediné levé ideály okruhu
D̊ukaz: (⇒) Bud’ I pravý ideál 6= {0}, tj. ∃i ∈ I i 6= 0. R je těleso, tedy ke každému prvku existuje
inverzńı prvek, 1 = i.i−1 ∈ I. Tedy ∀r ∈ R r = 1.r ∈ I a proto I = R.
(⇐) Oveř́ıme existenci inverzńıho prvku pro a ∈ Rr {0}. Vezměme pravý ideál aR a pro ten plat́ı
0 6= a = a.1 ∈ aR 6= {0}. aR = R tj. ∃b a.b = 1 (mohu předpokládat že 0 6= 1), b 6= 0 dle 6.1
Stejný argument znač́ı, že bR = R tj. ∃c b.c = 1. Tedy a = c, tj. b = a−1.

Věta F 6.5: Je-li R(+, ∙,−, 0, 1) komutativńı okruh, I je ideál, pak R/I(+, ∙,−, 0, 1) je
těleso právě tehdy když I je maximálńı. D̊ukaz: Je-li J ideál, pak dle věty 6.2 je %J kon-
gruence odpov́ıdaj́ıćı J . J je koatom právě tehdy když %J je koatom. Dle věty 6.2 stač́ı dokázat, že
R/I je tělesem právě tehdy když %I je koatom ve svazu kongruenćı na R(+, ∙,−, 0, 1) (dle tvrzeńı
1.8, je-li η ekvivalence na R/%I , potom ∃σ ⊇ %I η = σ/%I). Tedy a R/I × R/I jsou jediné
kongruence na R/I(+, ∙,−, 0, 1). Dle věty 6.4 je R/I(+, ∙,−, 0, 1) těleso právě tehdy když obsahuje
právě {[0]%I}, R/I, což jsou jediné ideály, a tedy dle věty 6.2 za R/I máme právě kongruence
%{[0]}%I︸ ︷︷ ︸
id

a %R/I = R/I ×R/I
︸ ︷︷ ︸

R/I×R/I

.

Def.: a ∈ R,n ∈ Z (1) 0 × a = 0 ∈ R, (2) n × a = ((n − 1) × a) + a ∀n > 0, (3)
n× a = |n| × (−a) ∀n < 0

Poznámka 6.6: Definujme zobrazeńı ϕ : Z → R předpisem ϕ(n) = n × 1. Pak ϕ je
okruhový homomorfismus (Z(+, ∙,−, 0, 1) a R(+, ∙,−, 0, 1)), ϕ(Z) je nejmenš́ı podobraz R
obsahuj́ıćı 1 a existuje jednoznačně určené p ∈ N0 takové, že {n ∈ Z|ϕ(n) = 0} = pZ.
D̊ukaz: Podle 5.5 je ϕ homomorfismus grupy Z(+,−, 0), R(+,−, 0), nav́ıc ϕ(Z) = 1. ϕ(1) =

1×1 = 1, ϕ(a).ϕ(b) = (a×1).(b×1) = a× (b×1)
??
= (a×b)×1 = ϕ(a.b). ϕ(Z) je podokruh dle 1.1,

tedy ϕ(Z) je nejmenš́ı podokruh. Bud’ I = {n|ϕ(n) = 0}, plat́ı n ∈ I ϕ(−n) = −ϕ(n) = −0 = 0,
n+m ∈ I ϕ(n+m) = ϕ(n) + ϕ(m) = 0 + 0 = 0, tedy I je podgrupa Z(+,−, 0). Dle tvrzeńı 5.6
∃p ≥ 0 pZ = I.
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Def.: Charakteristikou okruhu R(+, ∙,−, 0, 1) rozumı́me p z poznámky 6.6.

Poznámka 6.7: Bud’ R(+, ∙,−, 0, 1) komutativńı okruh, a, b ∈ R n ∈ N (a + b)n =
((a+ b). ∙ ∙ ∙ ∙ (a+ b)
︸ ︷︷ ︸

n

) =
∑n
k=0

(
n
k

)
× ak.bn−k D̊ukaz: Stejně jako v R.

Poznámka 6.8 (d̊usledek) : Bud’ R(+, ∙,−, 0, 1) komutativńı okruh prvoč́ıselné charak-
teristiky p. Pak zobrazeńı R → R : a → ap je okruhový homomorfismus (Frobeni̊uv).

D̊ukaz: Plat́ı (a+ b)p = ap +

(
p−1∑

k=1

(
p

k

)

× ak.bp−k
)

︸ ︷︷ ︸
p děĺı tento člen

+bp = ap + bp. Dle 5.1 je a→ ap homomor-

fismus na R(+,−, 0) a R(+,−, 0), 1p = 1 a (a.b)p = ap.bp.

Def.: Komutativńı okruh R(+, ∙,−, 0, 1) je obor integrity pokud ∀a, b ∈ R plat́ı a.b = 0⇒ a = 0
nebo b = 0 (a 6= 0, b 6= 0⇒ a.b 6= 0).

PoznámkaF 6.9: Pro algebru F (+, ∙,−, 0, 1) (1) F (+, 0), F (∙, 1) jsou komutativńı monoidy,
(2) ∼ je kongruence na algebře F (+, ∙,−, 0, 1), (3) (0, 1) ∼ (0, a) a (1, 1) ∼ (a, a) ∀a ∈ Rr{0},
(4) F/ ∼ (+, ∙,−, [0]∼, [1]∼) je komutativńı těleso, (5) R → F/ ∼: r → [(r, 1)]∼ je prostý
okruhový homomorfismus.
D̊ukaz:

Def.: Komutativńı těleso F/ ∼ (+, ∙,−, [0]∼, [1]∼) nazýváme pod́ılovým tělesem, ṕı̌seme ab=[(a, b)]∼
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