ADS2.003

e 07/10/02
e Co budeme délat
e Grafové algoritmy, toky
FFT
fetézce
geometrie
paralelni
pravépodobnostni
aproximacni (ne heuristika, ale dokazeme si, jak moc Spatné feSeni umime apod.)
trochu kryptografie
trochu NP-uplnosti
(moZna néco navic? hehe...)
e Cviceni
e Doporucuje se tam chodit kvili mechanickym dikazdm:/
e Zapocet od cvigiciho za napsani zapodtove prace.
e Vypracovani (naprogramovani) algoritmu a napsani kratkého textu o ném.
e Doporucéena literatura
® mj.ucw.cz—ads2
e CLRS
o Demel: Grafy a jejich aplikace
o Kucera a Nesetfil: Algebraické metody diskrétni matematiky
e Paralelni, FFT
e Kucharka KSP — hlavné zakladni véci a Fetézce (link z webu)
e M. M.: Krajinou grafovych algoritmu (1. kapitola, najdeme ji i na webu mij)
e Paralelni algoritmy
e hradlova sit
e booleovské obvody
e kombinacni obvody

e hradlo deterministicky pfifazuje k-tici vstupd vystup (booleovské: bool. operatory, komb.: kombinace
pismen z abecedy — pismeno z abecedy)

-

e vstupni a vystupni porty (nemaji Zadné vstupy/vystupy — prazdna kolec¢ka)
e budeme predpokladat max. 2 vstupy na hradlo (coz, jak se ukaze, staci)
o Definice:
e Booleovsky obvod je acyklicky orientovany graf s vrcholy V=1U O U H
e Vvel: degM+(v) =0
e VveO: deg”-(v) =0, degh+(v) =1
o VveH:3 f(v): {0, 1} a(v)
f: funkce vykonavana
a(v): arita
deg"+(v)=a(v), hrany vstupujici do v jsou o€islovany 1, ..., a(v)
e Navic VveH a(v) < 2. (Lze i 0 — konstanta)
e Definice:



Vypocet sité probiha po taktech. V 0. taktu jsou definované pravé vsechny vstupy. V i-tém taktu
vydaji vysledek, ktera méla def. vstupy v (i-1)-tém taktu, kdyZ jsou def. hodnoty vsech hradel a
portd, sit se zastavi a vyda vysledek.

e Definice:

i-ta vrstva = vrcholy v takoveé, Ze max d(w,v) =i, w € |

e Definice:

e Po

Casova slozitost sité = # vrstev
Prostorova slozitost sité = # hradel
dminka: Vygenerovatelné v O(n*2) vzhledem k velikosti vstupd. (Jinak je to moc dédbelské...)

e Vztah k logickym formulim

e S¢

e Pfedn
e 07/10/09

VZdy Ize udélat sit odpovidajici logické formuli, ktera ma ¢asovou sloZitost odpovidajici poctu
zavorek (i implicitnich) a prostorovou odpovidajici poc¢tu spojek.

Plati to i opa¢né (ale asi by musela byt formule pro kaZdy vystup, nebo by se muselo ,predavat*
¢islo vystupniho portu).

itaCka

s¢itam x_(n-1)..x_ 0 +y_(n-1)...y_0=2z_(n-1)...2_0

pfenos z i-tého fadu: c_i (v€. z minus prvni pozice = 0)

z_i =xi XOR yi XOR c_{(i-1)

c_i=(x_i&y_i)Vv((x.ivy_)&c_(i-1))

Sakra: Linearni ¢asova slozitost.

Podivame se na bloky (k-tice mist) vstupu, a co délaji s pfenosy:

e vzdy O

e vZdy 1

e =vystupni pfenos

e (= !vstupni pfenost (nejde))

Skladani

e p g b(slozeny)
e 0 * 0

o 1 * 1

o — 0 1

e — 1 1

o — — —

Jednoduché bloky

e 0/0 O

e 1/1 1

e 1/0 —

e 0/1 —

Pozorovani: Skladani blokd je asociativni. Proto miZeme pfenosy spoditat v O(log n).

(a,x):

(1, ) = = (kopirovani)

(0,0)=0

0,1)=1

(a, x) fii (b, y) = (c, 2)

c=&b

z=(-a &Xx) Vv (a&y)

Ouha! Potfebujeme ale O(n”2) hradel. Ale nic se nedéje, béhem poslednich pét minut si

vysvétlime jak totéZ provést s pouhopouhymi O(n) hradly!

Jak nato:

e V prvnich O(log n) hladinach O(n) hradel. Pro bloky velikosti 22k (V k €N) na pozcii délitelné 27k
vime chovani. Staéi to zahustit v O(log n) hladinach s O(n) hradly a pak pos¢itat zbytek. Trada.

Cvi¢eni do tramvaje: Namalovat schéma pro napf. 8 mist. ='

asejici: Martin Mare$ mj@ucw.cz

e Toky v sitich



e Definice: Sit je Ctvefice (G, z, s, ¢), G orientovany graf, z, s (resp. s, t) jsou vrcholy zdroj/stok, c: E(G) —
R_0MN+

e Definice: Tok je funkce E(G) — R takova, Ze
o 1)
o 2)

e Véta: Kazda sit ma maximalini tok.

e Definice:
e Rez Rvsiti (G, z, s, ) je Rc E(G), takova, Ze neexistuje cesta ze z do s, ktera by pfes néj nevedia.
e Kapacita fezu ¢(R) — soucet kapacit hran v fezu.

e Hlavni véta o tocich

o fitok
e max W(f) = min ¢(R)
e Lemma
o AcV(G), z €A, s€A, fje tok, potom: w(f) = f(A, V- A) - f(V - A, A).
e Ddkaz

e > (uyv)€Ef(uyv)- Z(V‘u) eg f(v,u) =0, VueA, uzz,s (Kirchhofovy zakony)
e NIC NECHAPU!
e KONEC
e 07/10/23
e Definice. Funkce f: E = Ry* je vina v siti (V,E,z,s,c) & VeeE f(e) < c(e) & Vvzz,s A(v) =0.
o fAA(V) je pfebytek ve v
o MANV)=-3, u ee V) -2y v e gf(VU)
® Vrcholim pfifadime vysky h: V=N
e Operace:
e Pfevedeni prebytku:
e Predpoklady
b u:fA(u) >0
e Vv: h(u) > h(v)
e r(uv)>0
® Prevedeme tok velikosti & := min (fA(u), r(uv)) z u do v. fA(u) klesne o 9, fA(v) stoupne 0 &
e Zvednuti vrcholu u: h(u)++
e Poznamka: Pfebytky z a s nas nezajimaji.
e Algoritmus:
e h(* =vSechny vrcholy) =0, h(z) := N (pocet vrchold)
e f(*) =0,V u:zue E f(zu) := c(zu)
e dokud Ju #z,s; f2(u) > 0:
e pokud Juv €E r(uv) > 0 & h(u) > h(v)
e prevedeme po uv
e jinak
e zvedneme u
e vratime f jako vysledek
e Invariant A: f je vina, Vv: h(v) neklesa, h(z) =N, h(s) =0
e Invariant S (spad): YuveE r(uv) > 0 h(u) < h(v) + 1
e Lemma K (korektnost): KdyZ se algoritmus zastavi, f je max. tok.
e Dk:
o 1)fjetok
e 2) d nenasycendacestaPzezdos
e P md spad N a < N-1 hran = 3 ecP se spaddem = 2 = spor s invariantem S

e |nvariant C (cesta domd, resp. do zdroje): Je-li v #z,s fA(v) >0, pak 3 nenasycena cesta v—z.
e Dk:

* Mgjme v: f2(v) >0



e A :={ul d nenasycend cestav — u}
e Pokuda€A b€ V-A ba €E = f(ba) =0 /*jinak by r(ab) > 0 a tedy beA */

® due AfA(u) =2ab€EN (V-A)xA) f(ab) - 2paeE ﬂ(,L\X(V_A))f(ba) < 0 (Ize snadno rozmyslet pro¢ < 0)
e = JueA: fA(u) <0 = u (nutné) = z (jinak by to nebyla vina) = ze A
e Invariant V (vyska): Vv: h(v) = 2N

® Dk (sporem): Zvedneme v: h(v) = 2N, tzn. fA(v) >0 = (podle invariantu X) 3 cesta v—z nenasycena se
spadem = N — Blé! Spor!
® [emma o zvedani: #zvednuti < 2N?
® |Lemma S (syta pfevedeni): #SP < 2NM, resp. NM (pokud predpokladame symetrii grafu, tedy zpétné

hrany)

e uveE E

h(u) > h(v): r(uv) =0
(= 2 zvednuti v)

h(v) > h(u): r(uv) >0
(= 2 zvednuti u)
h(u) > h: (?)

® Lemma N (nenasycena prevedeni): #NP = 0(N2M)
e Dukaz (archetypaini potencialovy dikaz)

e Pomoci potencialu fi =3, 44

>0, v£z,S h(V).
fi=0

na pocatku fi=0

zvednuti zvysi fio 1 x < 2N% — < 2N?
SPzwsifio<2N x<NM — < 2N2M

NP snizifio = 1 = vsech NP < 2N2 + 2N2N = O(N2M)

* Véta: Golbdbergtiv algoritmus najde maximalini tok v éase O(N2M) = 2N20(N)+O(NM)+O(N°M)
e Implementace:

® P :=seznamvSechvE€YV, v£zs: fA(v) >0
e Pfi vSech zméndch toku dokaZzeme v O(1) aktualizovat seznam.
e Diky seznamu dokazeme najit vrchol s kladnym prebytkem v O(1)
e Vv L(v):=seznam vsech vu € E: r(vu) >0 & h(u) < h(v)
e Prevedeniv O(1).
e Zvednuti v O(N)
e VylepSeni algoritmu

e Misto tohohle: dokud Ju #z,s; fA(u) >0:

® Tohle:

dokud Ju #z,s; f2(u) > 0, h(u) max:

e Pak se to zméni takhle:

® Lemma N": #NP = O(N2VM)

® Poznamka: K tomu bude potfeba jesté Sileny dikaz. Bude potfeba jinou implementaci (jiné
datové struktury?).

® Pak bude &asova sloZitost alogoritmu' O(N3).

e 07/10/30

® Lemma N" V algoritmu G' je #NP = O(N3)
® Dk:H:=max{h(v)lv£zs& fA(v) >0}
e Béh G' rozdélime na faze, faze kon¢i zménou H

e #NP v 1 fazi < velikost nejvyssi hladiny na zacatku faze (pZe nenasycené pfevedeni vynuluje
pfebytek, ¢imz vrchol ,vypadne“ a uz se jim ve fazi nezabyvame)



e Uvaha: H jako potencidl, na zaé. 0 a nikdy neklesne
® #tazi...<4N?:
® faze kondi zvyenim H (H++): < 2N?
® faze kondi snizenim H (H+=n): < 2N?
® Lemma N": #NP = O(N2vVM)
e Dk:
e Zvolime KEN
o faze:
® |aciné: #NP < K, ve vsech lacinych #NP <4AN?K
e drahé: #NP > K
e Potenciadl W=3%, fA(v) > oP(V), p(v) = #u, h(u) < h(v)
® Na zaddtku W < N2/K, stale W =0
o ... (nezapisuju, viz zapisky v TeXu) .......
e Zpatky k sitim
e Komparatorova sit je kombinacni obvod, jehoZ hradla jsou komaratory:
e in:a,b —[]— out: min, max
e A vystupy komparatoru se nevétvi
e Bubble Sort (a BS paralelng)
x1 x2 x3 x4 x5 x1 x2 x3 x4 x5

—> —>)
—> —>1
— — —
—>1 —
—>1
3 —> —>1
o L >
> >
—>
—>
—>

e Definice: Posloupnost x; ... x,,_ je

o (isté bitonicka: x0 < ... = xj= ... = xn-1

e je bitonicka: je Cisté bitonicka, kdyZ ji zrotuju o néjakych k pozic (posloupnost ,v kruhu®)
e Def: Separator S,

| >

>
b >

B

e 1 hladina: O(n) hradel

* (YiYisns2) = CMP(XXi4 /o)

Lemma: Pokud vstup SN je bit. x0 ... xn-1, pak vystup yO0 ... yn-1 splfiuje
[ ] V|, j = n/2 yI Syj+n/2

Def. Bitonicka tfidiCka Bn




i L O(log n)) hiadin
O(n log n) hradel

Sn/2 Sn

'y
UL

® Xg ... X.q Cisté bitonicka
e j = pozice maxima, buno j < n/2 (jinak zrcadlové)
o ki=min{i:X =X}
e ATD. — nepsal (a nekreslil) jsem vSe, zkusit nakreslit doma
e mergesort
e 07/11/06
e Hledani
e Priklady
e JEHLA v DRAKJEHLADOVY, VKUPCEJEJEHLA
e KOKOS v CLANEKOKOKOSU
e Chci
e Nezacinat pfi nedspéchu od zacatku. / Porovnavat fetézce pro vSechny pozice.
o Neprijit o skute¢ny vyskyt.
e Problém
e Jak moc se vracet, co zahazovat?
e Casova sloZitost pro jehlu s neopakujicimi se znaky
e O(S)
e Casova slozZitost pfi trividlnim obecném vyhleddvani
e (nejhdre) O(JS), J = délka jehly, S = délka sena
e Priklady
o AJAAJAK (Aja a jak) v AJAAJA (Aja a ja)
o AJA(AJA + (pfijde) A
o AJA(AJA + (pfijde) J
e Retézce obecné

® > abeceda (binarni, latinska abeceda par ASCII kédd, v extrémnim pfipadé slova jazyka, ale to
neuvazujeme)

2* mnoZina slov (fetézcll) nad abecedou ¥
€  prazdné slovo
lal délka slova a
apf zfetézeni
e ae=¢ega=aqa
o lapl=lal+IBI
e a[i] i-té pismeno (programatorské ¢islovani od 0)
e ali:j] podslovo z pismen i az j-1
e af[:j] = a[0:]] prefix
e ali:]=aqa]izlal] sufix
e Kazdé slovo je svym prefixem/sufixem. Vlastni *fix, znamena, Ze nejde o totéz slovo.
e Problém
e in
® | jehla, J =l
e 0 seno,S=lol
e out




o {ilofii+td] =1}

e Vyhledavaci automat (Knuth, Morris, Pratt) — KMP

orientovany graf: stavy = vrcholy = prefixy slova 1
dopfedné hrany: a = ex d(a,x)
zpétné hrany: a — nejdelsi vlastni sufix a, ktery je stavem (tedy prefixem 1)

€ A AJ JA JAA AJAAJAJAAJA |

O-an

Algoritmus vyhledavani
e SnaZim se prodluZovat slovo podle stavovych pfechodl dokud bud nenajdu slovo nebo nemam
kam dal — v tom pfipadé se pustim po zpétné hrané.
e a=¢
® proc € o postupné:
e dokud dd(a,c)&a=ze:
e a:=2z(q)
e pokud 3 d(a,c) =
e a:=d(a,c)
e pokud a = 1 => hotovo
Prakticka modifikace
e Stavy se oznaci délkami prefixu.
Algoritmus vyhledavani 2:
e k=0
e Atd.
Korektnost
e Invariant: stav po pfecteni vstupu B: a(B) = nejdelsi sufix B, ktery je sufixem 1 = korektnost KMP
Lemma: Vyhledavani dobéhne v ase O(S).
e Kroku dopfedu je max. S. Krokud zpét je max. tolik, kolik dopfedu, tedy S, tedy max 2S.
Konstrukce vyhledavaciho automatu, resp. zpétnych hran
e Lemma: z(B) ma byt a(B[1:]) (B[1:], aby to nevedlo zpét do B)
e Pustime hotovy automat na I[1:] = budeme se dozvidat postupné cile zpétnych hran.
e Figl: ZaCneme s automatem bez zpétnych hran, a jak je postupné ,nachazime®, tak je pfidavame
do automatu.
Konstrukce (pofadné)

e a:=krok(ac):{
e dokud I d(a,c)&a=ze:
e a:=2z(q)
e pokud 3 d(a,c) =
e a:=d(a,c)

}

e Algoritmus
e sestrojime d(opfedné hrany)
z(e) =, z([0] = ¢
a=¢
proi=1doJ:
e a = krok(a,[i])
e z(1[0:i+1]) :=a
e Véta. KPM hleda z v ¢ase O(IJI + ISI)
e Uloha k zamysleni



® 1 jehla : linearné vyskytd, vice jehel: vice vyskytd (musi se vypsat, bez vypisu Ize rychleji) :( —
McCorasick (?)
e Alternativni algoritmus (narychlo) Rabin a Karp:

e Naivni algoritmus (samé porovnavani) zbyte¢né ztracel ¢as — jak ho vylepsit?
e Resent:
® Mé&jme hashovaci fci: h: 3¥ =7
H = h(J)
Kontrolujeme hash aktualniho vyhledavaciho okénka.
Je tfeba zvolit hash, ktery dokaZeme v konstantim ¢ase zménit z h(x[i:j]) na h(x[i+1:j+1])
Staci bézna hashovaci fce:
o h(xo_xj_1) =(2 xipj'H) mod N
e TODO: Pro¢ &islovani v tomto sméru?
e TODO (od Marese): Kde je zadrhel? Fakt jsme si pomohli? (Asi ne.)

e 07/11/13
e Zase hledani vyskytu v fetézci, ted ale vice vyskytd
e Slova
e ara, bar, arab, baraba, barbara

o

5
e krok(s, c)
e dokud zf(s,c) & s # koren
o s:=2(s)
e pokud Tf(s,c)
e s:=1(s,c)
e vratime s
e navrh algoritmu
e s :=Kkofen
e Vc pismena o
e s =krok(s, c)
e Chceme vypsat slovo koncici na dané pozice.
e Problém: tfeba BARBAR — nenajde se BAR, BARAB — nenajde se ARAB
e Reseni 2: vraceni se pfes zpétné hrany do kofenu? ... zabere dost ¢asu, ale jde to.
e Pozorovani: Stav automatu jednoznaéné urCuje mnoZinu v ném kong¢icich slov.
e Reseni 3: pfedpoditani mnoZin konéicich slov pro kaZdy stav.
e (pry) problém: Taky muiZe zabrat az nelinearné ¢asu. TODO promyslet.
e Reseni 4:
e slovo(s) slovo koncici v s, resp. index |; nebo 0

® out(s) nejblizsi vrchol, do néjZ se z s miZeme dostat po zpétnych hrandch, a konéi tam slovo
(slovo(v) # 0)



F
3

e navrh algoritmu

e s :=koren 1
e Vcpismena o 2
e s :=Kkrok(s, ) 3
o je-li slov(s)%0 4
e vypis(slovo(s)
e Vv :=o0ul(s) 5
e dokudv =0 6
e vypis(slovo(v)) 7
e Vv :=out(v) 8

e Poznamky ke sloZitosti hledani a vypisovani:
e zpétna hrana aspon o hladinu vys
hladina nezaporna
dopfedna o hladinu nize (vlastné vySe a naopak;)...)
potencialovy argument — linearni sloZitost O(s) krokd 2-5
e kroky 6-8, sloZitost O(#vyskytd)
e Konstrukce automatu (Aho, Corasickova)
e 1. postavime strom dopfednych hran, r := kofen
e 2. spocteme slovo(*)
1.+2. - 0@),J =3y
e 3. spocteme z(*):

Nem(iZeme po slovech (budeme potfebovat alespori zacatky jinych slov). —> PO HLADINACH
3. Cast trva také O(J) viz nize

e z(r):=0,Q:={synovér}, VveQ,zv)=r
e dokud Q=9
e u:=vyberzQ
e pro syny v vrcholu u
e 7z :=Kkrok (z(u), znak na hrané uv))
e z(V)=2z
e Pokud slovo(z) #0
e out(v) =z
Jinak
e out(v) :=out(z)
A mame i Zluté hrany.

e Spravnost
e strom spravné
e Zluté hrany jsou spravné
e funguje trik z(B) = a(B[1:])



e |ze omezit hledanim vSech jehel — 3. ¢ast trva takeé O(J)

e Véta. Algoritmus Aho-Corasickova najde vSechny vyskyty slov ; ... | ve sloveé o v Case O(Z Iyl+l
ol + #vyskytd)

e Paméfova reprezentace

® Pole ukazateld ve vrcholech, pro velké abecedy hashovaci tabulka v kaZzdém vrcholu,
pfipadné jedna tabulka s kli¢em (stav, znak). VSechny moZnosti zarucuji konstantni ¢as.

e Zmeéna tématu: Polynomy
o Konec¢né polynomy nad realnymi (resp. komplexnimi) €isly
e Meéjme dva polynomy (pfedpokladejme stejny stupen, vZdycky jdou doplnit)

P(x) = Zj=on-1pjxj
Q(x) = Zj=on_1qj'xj
Vyndsobme je: R=P-Q R=3 quka"k

= zi=0l P~ skoro jako skalarni soudin, fika se tomu konvoluce (jeden vektor se otoci, ¢asteéné

se prekryji/posunou a skalarné vynasobi), podoba se to taky i pisemnému nasobeni &isel (bez
pfenosu)

8(n?)

e Jak nasobit polynomy rychleji?

e 07/11/20

Vx R(x) = P(x) - Q(x)
Véta. Jsou-li x ... x, navzajem rizna Cisla a y; ... y, nhavzajem rlzna Cisla (realna, komplexni,
dokonce jakékoli téleso), pak 3! polynom P stupné <k t.Z. Vj P(xj) =Y
Plan:
e k =2n-1 (stacilo by i 2n-2, ale my chceme (proc¢?) liché)
e Xq ... X libovolnég, ale riza
e Spocteme

o P(xp) ... P(xy)

o Q(xg) ... Q(xy)

o Vjy;=P(x)Q(x)

e najit R stupné < k: V] R(xj) =Y,

e Chceme polynom P s n koeficienty vyhodnotit v x ... X,_¢:

® Bunon=2M

e Rozdél a panu;j:

* P(x)= PoX? + pyx! +pox® + ..+ p X =

o = (pox0 + p2x2 + ...+ pn_zx”'z) + (p1x1 + p3x3 + ..+ pn_1x”'1) =
o = (pex0 +Pox® + .. + P oX2) + x(p1X0 + pgxZ + ...+ ppx™P)
* =5(x%) +xL(x?)
® P(x) = S(x°) - xL(x?)
e Polynom n koeficienty v n bodech — 2 polynomy s n/2 koeficienty s n/2 bodech.
e TakZe
e T(n)=2T(n/2) + O(n)
e T(n)=0O(nlog n)
e Ale jak tohle udélat, abychom méli takhle sparovana +-Cisla v dalsich krocich?
e Reseni: komplexni &isla
e n=2 1 -1
e n=4 1 -1 -i

e Jak nasobit polynomy rychleji? — pokra¢ovani
e Zakladni véci o komplexnich ¢islech
e (Opakovani z matefské skolky, tfeba x/y = (x*sdruz(y))/(y*sdruZ(y), nebo abs(x) = sqrt(x*sdruz(x)).)
e Goniometricky tvar:

e Xx=cos@+ising prolxl=1



e X =Ixl(cos@ +i sing), pro Vx, ¢ fikdme argument
e Exponenciaini tvar

® Eulerova formule: ¢ = cos@ +isin @
* x=Ixle' X
e Nasobeni
* xy = Ixllyl g (#X)+e())
e Umocriovani (odmocriovani)
i XCl = ...
e Nejednoznaénost n-té odmocniny.
e n-tych odmocnin z jedniCky je n, plati i pro jina ¢isla mimo 0.
Segregace odmocnin z jedni¢ky
e Neékteré odmocniny jsou lepSi (bohat$i) nez jiné.
e napf. 4. odmocniny z 1: -1 ai
e jejich mocniny (0., 1., 2., ...) davaji rizny pocet navzajem rdznych hodnot
Definice: x € C je primitivni n-tou odmocninouz 1 & x" =1, ale x', x', ..., x" 1 2 1
Pozorovani: Pokud n je sudé, pak x™2 =
2ri/n

-1 (...? dal uZ se timhle pry zabyvat nebudeme)

-2ri/n

Pozorovani: w, =€ , overline{w,} =€ = 1/w,, jsou primitivni n-t¢ odmocniny z 1.

Pozorovani: pro 0 <j <k =< n-1x = xK: jinak x*J =
Algoritmus FFT

e Vstup: n=2X (P --- Pn-1) koeficienty polynomu P, w = primitivni n-ta odmocnina 1
o Vystup: (pg' .- Pp1)s P = P(e¥)

e 0. Pokud n =1, vratime (pg)

) 1S = (po,p2,...pn_2),|:= (p1,p3,y pn_1)

.8 = FFT(s,0?), I'= FFT(, w?)
.pro0=<j=n/2T(n)=2T(n/2) + O(n) = O(n logn)

2
3
[ ] p] =Sj|+(1)j*|j
® Pinp =S/
Definice: Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
e je funkce f:C" = C", y =f(x), V| Y= Zk=0 -1y, wlk
e = fjelinearni
o =f(x)=Ox, Q= wlk
* matice: Q' =Q
Lemma: soucin fadku Qj'Qk = 0 pro jzk, jinak = n
Dk:

o soudin Fadkd Q;Qy = 30" Qoverline{Q} = 31" wl-overline{w} = 5o Tl =

* = (proj#k) = (w1 ) / (wH1)=(1-1) /1 20) =0
® = (proj=k) = Z|=0n_1 1=n
Dusledek:
e Qoverline{Q } = n-E (n na diagonale, jinak nuly)
ZBYTEK JSEM SI NEPSAL, BLA BLA BLA
Aplikace:
Spektralni rozklad signalu (zvuku) / rozklad na sinusovky. (transformace a inverzni)
Ozvéna (konvoluce)
Komprese dat JPEG (DCT je modifikovana DFT — jen na redlna cisla)
Rudzné problémy s polynomy
Necekané i nasobeni dlouhych ¢€isel v O(n log n) nebo skoro tak (?).
Kombinaéni obvod s logaritmickym poc¢tem hladin:
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e To je ale osklivy obrazek
e 07/11/27 (na papife)
e 07/12/04
e Aparat na porovnavani sloZitosti/obtiZznosti problému (jejich feSeni), pfevadéni problému jeden na druhy.
e Pro zadatek: Jen rozhodovaci problémy (Ano/Ne).
e Napfiklad:
o Existuje perfektni parovani pro dany graf? (Ne: Jaké parovani?)
e To Ize ale pouzit k nalezeni toho parovani:

e Existuje-li parovani, odebereme néjakou hranu a ptame se znova. Takhle otestujeme
vSechny hrany. Z nejvyse tolik dotazd, jako je hran, zjistime parovani, tzn. také v néjakém
polynomidlnim ¢ase.

e Takové triky jdou Casto.

e Existuje v siti tok velikosti = k?
e Definice: Rozhodovaci problém je takovy, jehoZ vystup je vZdy bud ano nebo ne.
e Definice: Jsou-li A a B rozhodovaci problémy, pak fikame, Ze A Ize redukovat na B (A—B) = d funkce f
spocitatelna v polynomidinim ¢ase takova, Ze Vx A(x) = B(f(x)).
e Pozorovani: Lze-li problém redukovat na polynomiaini, je také polynomialni.
e Pozorovani: Redukce je reflexivni a transitivni (jako uspofadani)
e Problém SAT
o satisfiability“ — splnitelnost logickych formuli
e Napf.: (x vV =y) & (y vV =X) je splnitelné
e Def.: CNF: Konjunktivni normalni forma: Konjunkce disjunkci literdld, tzn. proménnych nebo jejich
negaci.
e V/stup: Formule v CNF.
e Vystup: 3 dosazeni 0/1 za proménné takové, Ze ¢() =1
e 3-SAT: SAT, ale vSechny klauzule (tedy jednotlivé disjunkce obsahuji < 3 literaly)
e 3-SAT — SAT
e (jasné, specialni pfipad)
o SAT — 3-SAT
e Pro pfilis velkou klauzuli (avB) (lal + IBl = 4) pfepiSeme (a v x) & (B V = X)
e Zfejmé, Ze to neovlivni spinitelnost (na pfednasce se vysvétlovalo).
e Nezavisla mnozina
e Vstup: Neorientovany graf G, k € N
o Vystup: I AcC V(G):IAl=k & u,v € A, uzv, uv € E(G)
e Napfr.

e Jeden bod ze zakladd a vrcholek. (Nebo tfeba prazdna mnozina.)
e Redukce 3-SAT a nezavislé mnoZina (oba sméry)
e 3-SAT — Nez. mnoZina
e U 3-SATU hledame vlastné nekonfliktni literal a jeho hodnotu pro spinéni kazdé klauzule.
e Priklad
e (VZzdy miZu klauzule beze zmény vysledku nafouknout na 3 literaly.)
o (Xvyvz)& (X VAay Vv -z) & (-x V ay vV p)
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e Chci nezavislou mnozinu, jeZ mi vybere z kazdého trojuhelniku pravé jeden vrchol.
e A co konfliktni volby:

e Nerad bych jednou vybral x a jednou —x.

e Reseni: Pfiddm hranu mezi proménnymi a jejich negacemi.

e 1 nezavisla mnozina velikosti #klauzuli?
e Vsuvka: Problém kliky v grafu (uplny podgraf o k vrcholech)?
e To je ale nezavisla mnoZina doplriku grafu! Hotovo.
® Nezdvisla mnozina = 3-SAT
e Proménné v, ... v, pro vrcholy

e ProV hrany ijeE pfidame klauzuli -v; v v,

Jak do toho ale zakédovat pocet?

1 n
1 1
1
[ ]
y

k 1
° xij =1 = i-ty prvek mnoziny je vrchol j
e Vi, i, i, i Xjj = =X
o Vi i# X=X
[ ] V| Xi1VXi2V...V Xin

e Pak dostaneme nezavislou mnoZinu k nebo vétsi (jen implikace, viz vyse)
e ,3-D parovani“ (matching)

Adam Pavlina
Boleslav Qéta
Cipisek Radka
[ ]
+,
Q/’@,. ‘9’) Ob

e Vstup: Mnozina K, H, Z a mnozina kompatibilnich trojic
o \/ystup: Perfektni podmnoZina trojic

e 3-SAT — 3,3-SAT (kazda proménna v max. 3 literalech)

e Pokud se vyskytuje v k= 3 lit.: Nahradime vyskyty novymi proménnymi x1 ... xk a pfidame klauzule:
® Xy = Xo, Xo = Xo, wuuy Xy = Xpey X = X4

e 3,3*-SAT, ze ffi literald, kde se vyskytuje proménna asporn jeden negativni a aspori jeden pozitivni

e TODO: Zkusit prevést na SAT 3D-pdrovani.

e 07/1211
o Ke zkouskam



e Predtermin
e Posledni patek semestru 10:00 pred S322
e Nebude se zkousSet leden
e Nebude tfeba zapocet
e Zkouska (normainf)
e pisemka
e teorie
e par algoritmickych problémdu
e nasledné mozZna ustni zkouska
e Prevadeéni problému
o Definice: P je tfida (rozhodovacich) problémd, které jsou fesitelné v polynomidlnim ¢ase. (L€ P « 3
polynom f 3 algoritmus A tZ. Vx L(x) = A(x) a A(x) dobéhne v Case < f(IxI)
o Definice: NP je tfida (rozhodovacich) problémd, takovych, Ze L € NP« 3 problém K €P 3 polynom g:
(Vx L(x) =1 < Ay lyl < g(Ixl) & K(x,y)
jakoby polynomialni ,s napovédou*
e Pozorovani:
e SAT €NP
e PC NP
e Definice: Problém L je NP-téZky = V M eNP M—L
e Pokud néjaky takovy je € P = P = NP.
o Definice: L je NP-Upiny = L je NP-tézky & L € NP

e To jsou Uplné nejtézsi problémy v NP. U téch (skoro) nema smysl hledat polynomialni feseni.
o Véta: (Cook) SAT je NP-Uplny.

e Pfevody z minulé pfednasky tedy mj. plynou z této véty.
o Véticka: L je NP-uplny a LM € NP = M je také NP-uplny

o Stadi dk. pro NP-téZkost (pak uZ to z toho plyne) VQeNP: Q—L—M = Q—M

e Dusledky: Nezavisla mnoZina, klika, 3-SAT, 3,3-SAT jsou NP-UpIné

NP
NOY

MozZn4, Ze jsou vSechny mnoziny totozné, ale dost mozna taky ne:).
e Zoo NP-uplnych problému
e logické: SAT, 3-SAT, 3,3-SAT
e grafové: Nezavisla mnozina, kika, 3D parovani, 3-barveni, hamiltonovské cesta/kruZince
e Pozn: h. cesta obsahuje vsechny vrcholy (bez opakovani), obdobné kruznice
e ¢giselné: batoh, loupeznici, Ax=b (A jsou 0/1(?), specialni pfipad celoc¢iselného linearniho
programovani)
e 3D-parovani
e z3,3-SATu
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A+C x =1 zvitatka 2, 4 volna
B+D x = 0zvitatka 1, 3 volna
(k, d — Kluci, divky)

Klauzule: n: (x vy Vv =r)

max. 2 vyskyty kazdého literdlu = zvifatek je dost pro véechny klauzule
2p-k volnych zvifatek (pfidame 2p-k pard univerzalnich milovnikd zvifat)
TODO rozmyslet doma

e Véta': Obvodovy SAT je NP-uplny. (Tzn. s logickymi obvody, coZ je zobecnéni SATu.)
Lemma: O-SAT (obvodovy SAT) — 3-SAT

Pro V hradlo zavedeme proménnou, popisujici jeho vystup

X >y

(xVy), (=x v =y)

X\

—V

y

X &y =2z(zV-xvay)

& >z

X = Z ()

ay =z ()

L € P = 3 polynomialné velky boolovsky obvod, ktery pogita L

Odstranime klopné obvody (pamét, tedy ¢asovy vyvoj) konstrukci kopii obvodu pro ¢as Ty, Ty, ...

BUNO modifikace definice:

Definice: NP je tfida (rozhodovacich) problémdi, takovych, Ze L € NP« 3 problém K €P 3 polynom
g: (Vx L(x) =1 & Ty lyl = (misto <) g(Ixl) & K(x,y)

L €NP

L— O-SAT

vstup x

spocteme g(Ixl) (velikost napovedy)

vezmeme obvod pro K se vstupem velikosti Ix| + g(IxI)

do obvodu dosadime za x — splnitelnost obvodu ( — splnitelnost)

DileZité

redukce



e NP-uplnost
e umét ze zakladniho NP-U problému (splnitelnosti) dokazat NP-uplnost jinych



