Datové struktury — hasovani

I. Uvod

Zakladnim tématem této prednasky je reprezentace mnozin a operaci s nimi. V fadé uloh
a algoritmu je tento typ podproblému rozhodujici pro slozitost feseni, protoze tyto operace
se mnohokrat opakuji. Proto je tfeba navrhnout pro tyto tlohy co nejefektivnéjsi algoritmy
(kazdy usetfeny cas mnohondsobnym opakovanim zacne hrat dulezitou roli) a detailné analy-
zovat jejich slozitost v zavislosti na vnéjsich okolnostech. Ukazuje se, ze teoretickd analyza
je sice pracnéjsi, ale ¢asto efektivnéjsi nez experimenty s danou tulohou (leckdy ani ne-
jsou mozné). To motivuje detailni studium reprezentaci a jejich porovnani v konkrétnich
situacich. Nelze ale jednoznacné tict, zZe néktery algoritmus je nejlepsi, protoze za urcitych
okolnosti muze byt ‘méné efektivni’ algoritmus vyhodnéjsi.

Tato prednéaska se témto konkrétnim situacim nebude vénovat, nasim cilem je seznamit se
se zakladnimi datovymi strukturami a s metodami odhadu jejich slozitosti. Jejich rozvijeni
v konkrétnich piipadech bude na vés, bud si ho najdete v literatufe nebo si ho udéldte sami.
Porovnani datovych struktur vyzaduje velké znalosti z kombinatoriky, pravdépodobnosti,
numeriky a statistiky a jejich pouziti je probirdno na vybérovych prednaskach. V této
prednésce predpokladame jen zédkladni znalosti z pravdépodobnosti, numeriky a kombina-
toriky, coz omezuje detailnost prezentovanych metod.

Kromé popisu datovych struktur a algoritmu realizujicich operace s daty se alespon na
zakladni urovni budeme zabyvat slozitosti téchto algoritmu. Kazdy algoritmus bude doplnén
svou ¢asovou slozitost{ — bud ¢asovou slozitost{ v nejhorsim piipadé nebo ocekavanou casovou
ale abychom ziskali pouzitelné vysledky, je tieba znat rozlozeni vstupnich dat. Kdyz ho
nezname, tak ziskané vysledky mohou byt zavadéjici. Pro dlohy v davkovém rezimu ma
vétsi vypovidajici hodnotu amortizovana slozitost nez cena jednotlivé operace. Proto u
fady algoritmu uvedeme amortizovanou slozitost. Také v nékterych pripadech uvedeme
pamétovou naroénost popisované datové struktury. V konkrétni tloze na konkrétnim poéita-
¢i nas zajima presna slozitost. Bohuzel, pokud méame popisovat abstraktné algoritmus, tak
se jednotlivé implementace 1isi — zalezi na konkratni architekture pocitace, na pouziti cache-
paméti, ale i na vstupnich datech. To vede k tomu, ze obecné se udava jen asymptoticka
slozitost modulo O. Pfipomindme, ze g = O(f), kdyz existuje ¢ > 0 takové, ze g(n) < cf(n)
pro kazdé n az na konetné mnoho vyjimek, g = o(f), kdyz lim,, % =0.

Zakladnim problémem v této prednasce je slovnikovy problém: Mame univerzum U a nasim
ukolem je reprezentovat mnozinu S C U a navrhnout algoritmy pro nasledujici operace:
MEMBER(z) — zjisti, zda x € S, a nalezne jeho ulozeni,

INSERT(z) — kdyz x ¢ S, pak vlozi z do struktury reprezentujici S,

DELETE(z) — kdyz x € S, pak odstrani = ze struktury reprezentujici S.
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II. HaSovani se separovanymi retézci

Kdyz reprezentujeme mnozinu pomoci charakteristické funkce ulozené v poli s pfimym
pristupem, pak implementace operaci MEMBER, INSERT a DELETE vyzaduje O(1)
¢asu. Pro velkd univerza je okamzité vidét nevyhoda této reprezentace, nebot vyzaduje
velké mnozstvi paméti a v nékterych ptripadech je nerealizovatelnd — pole pro tuto velikost
nelze zadat do poéitace. HaSovani chce zachovat rychlost operaci, ale odstranit pamétovou
narocnost.

Prvni publikovany ¢lanek o hasovani je od W. W. Petersona: Addressing for Random Access
Storage, publikovany v roce 1957 v ¢asopise IBM Journal of Research and Development, ale
existuje starsi technickd zprava od IBM o hasovani z roku 1953.

Zakladni idea hasovéani je nasledujici: Mé&jme univerzum U a mnozinu S C U takovou, ze
|S| << |U|. Déle méjme funkci h : U — {0,1,...,m — 1}. Mnozinu S reprezentujeme
tabulkou (polem) s m tadky tak, ze prvek s € S je ulozen na fadku h(s).

Nevyhodou je, ze mohou existovat ruznéd s,t € S takova, ze h(s) = h(t) — tento jev se
nazyva kolize. Zékladni zpusob feSeni kolizi, spoc¢iva v tom, Ze pouzijeme pole o rozsahu
[0..m—1], jehoz i-t& polozka bude spojovy seznam S; obsahujici véechny prvky s € S takové,
ze h(s) = i. Toto feSeni se nazyva hasovani se separovanymi fetézci.

Piiklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141,161} a hasovaci funkce je h(x) =
x mod 10. Pak P(0) = P(2) = P(4) = P(5) = P(6) = P(8) = P(9) = NIL jsou prazdné
seznamy,

P(7)=7+ NIL, P(3) =53~ 73+ NIL, P(1) =1+ 141 — 11+ 161 — NIL.
Seznamy nemusi byt uspotfadané — jsou vysledkem konkrétni posloupnosti operaci s prvky
z dané mnoziny.

ALGORITMY

Neformélni popis algoritmu: Nejprve vypoéteme hodnotu h(z) hasovaci funkce h v argu-
mentu operace x a pak prohleddnim fetézce zacinajictho v misté h(zx) zjistime, zda x je ¢
neni prvkem tohoto fetézce, protoze pokud x patii do reprezentované mnoziny, pak nutné
musi v tomto Tetézci lezet. Tim dostaneme vysledek operace MEMBER. Operace IN-
SERT nejprve zjisti, zda z je v fetézci, a pokud neni, ptidd ho na konec fetézce (v opatném
pripadé nedéldme uz nic). Rovnéz operace DELETE vyhledd prvek x a pokud je v fetézci,
odstrani ho (v opactném piipadé nedéla nic). Podstatné je, ze fetézce jsou prosté, tj. zadny
prvek se v zadném ftetézci se nevyskytuje dvakrat.

Formalni zapis algoritm:

MEMBER (z):
i:=h(zx),t:=NIL



if S; # NIL then
t := prvni prvek S;
while t.key # = a t # posledni prvek S; do
t := néasledujici prvek 5;
enddo
endif
if t.key = = then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (z):
i:=h(x),t:=NIL
if S; # NIL then
t := prvni prvek S;
while t.key # = a t # posledni prvek S; do
t := néasledujici prvek 5;
enddo
endif
if t.key # x then vytvor prvek reprezentujici x a vloz ho do S; endif

DELETE(z):
i:=h(zx),t:=NIL
if S; # NIL then
t := prvni prvek S;
while t.key # = a t # posledni prvek S; do
t := nésledujici prvek 5;
enddo
endif
if t.key = x then odstran prvek reprezentujici z z S; endif

ANALYZA SLOZITOSTI

V nésledujici analyze predpokladdme, ze hodnota funkce h(x) je spocitatelna v case O(1).
Ziejmeé casova slozitost operaci v nejhorsim piipadé je O(|S|) (kdyz vSechny prvky jsou v
jednom seznamu) a pamétova slozitost datové struktury je O(m + |S]) (predpoklddame, ze
ulozen{ kazdého s € S vyzaduje pamét O(1)).

Pamét tedy neni efektivné vyuzita. Muze se stédt, Ze néktery seznam je prazdny (pfesto
vyzaduje pamét na svou inicializaci) a néktery seznam obsahuje vice prvki (vyzaduje O(1+
délka seznamu) pamétovych bunék).

Algoritmy zfejmeé vyzaduji cas piimo imérny délce prohleddvaného fetézce. Proto spocitame
odhad ocekavané délky fetézcl, a to za nasledujicich predpokladu:

1) h je rychle spocitatelnd — budeme predpokladat, ze vypocet h(x) vyzaduje O(1) ¢asu a
pozadovany cas je nezavisly na vstupu,

2) h rozdéluje univerzum U rovnomérné (tj. —1 < |h=(i)] — |h=1(4)| < 1 pro i,j €
{0,1,...,m —1}),

3) S je ndhodné vybrand z univerza U, tj. pro kazdé n plati, ze kazd4d mnozina S velikosti

n je vybrana s pravdépodobnosti (‘—[1”),

n

4) kazdy prvek z U ma stejnou pravdépodobnost byt argumentem operace.



Velikost S ozna¢me n, velikost tabulky (pole seznamt) ozna¢me m, délku i-tého fetézce S;

oznac¢me /(i) a faktor naplnéni (load factor) oznacme a = *

Za téchto predpokladu pro ndhodné zvoleny prvek =z € U a kazdé i € {0,1,...,m — 1}
plati, ze Prob(h(z) = i) = L. Pro mnozinu S plati, Ze i-ty seznam ma délku [, kdyz
existuje [-prvkovd podmnozina A mnoziny S (takovych podmnozin je (?)), pro vsechna
x € A plati h(z) = i (pravdépodobnost tohoto jevu je (--)") a pro viechna x € S\ A plati
h(z) # i (pravdépodobnost tohoto jevu je (1 — L)"~!). Tedy Prob({(i) = I) = pn; =

(D=

Poznamka. Vsimnéme si, ze tuto pravdépodobnost jsme odvodili za ponékud zjednoduse-
ného predpokladu, ktery plati pouze v piipadé, ze univerzum U je nekonecné a délka
jednotlivych seznamu neomezena. Ve skutecnosti, kdyz velikost univerza je N, pak z
pozadavku 2) plyne, Ze v ném pro kazdé pevné dané i existuje pouze N prvki, pro které
plati h(z) =i. Tedy pouze prvni ndhodné vybrany prvek bude patfit do i-tého seznamu S;

s pravdépodobnosti £ w1 g pozadavku 3) plyne, ze pro | < min{n, —} plati

-y ILE= [ ek
Prob(¢(i) = 1) = Lal) _ o =
(£(i) =1) (17\{ [T, (=i
n!
-1 im n—{—1 im
n! (YN - Syn HIio(L =) 1Lz (1 N(m—l)) _
I(n —1) N© o (1-4%)
-1 im n—I[(—1 im
<n)(i>l(1 1 )n_lHi:o(l — %) lizo (1=~ xn—y)
! m m H?:_ol(l - ﬁ)

Kdyz N je podstatné vétsi nez n?m, pak

B N(;T—l)>

[T—o(1— 2 TS~ (
11— 1)

je priblizné 1, a tedy muzeme pro velikost pravdépodobnosti pouzit nasi aproximaci. Navic
v limitnim pfechodu pro N +— oo (pro pevné n, m a l) se skute¢nd pravdépodobnost shoduje
s touto aproximaci.

OCEKAVANA DELKA RETEZCU

Pripomenme, ze ocekavand hodnota ndhodné proménné je soucet vSech jejich hodnot vyné-
sobenych pravdépodobnostmi, ze ndhodna proménna nabyva praveé této hodnoty. Abychom
spocitali ocekavanou délku fetézce, dosadime vypoctené pravdépodobnosti do tohoto vztahu



a upravime vyraz pouzitim definice kombinac¢nich ¢isel a binomické véty

E() Iglpmz = gl(gb)(%)l(l - %)”‘l = gl“(%im(%)l(l - %)n—l _
() e
e g s

VYPOCET ROZPTYLU

Ocekavana hodnota je dulezitou charakteristikou ndhodné proménné, ale nevystihuje tiplné
jejl chovani. Jednou z dalsich dulezitych charakteristik je vzdalenost hodnot ndhodné
proménné od jeji ocekavané hodnoty, kterou udava jeji rozptyl. Rozptyl je definovan jako
ocekavana hodnota druhé mocniny z rozdilu nahodné proménné a jeji ocekavané hodnoty.
Abychom ho spocitali, tak vypoc¢teme nejprve druhy moment, tj. ocekdvanou hodnotu
druhé mocniny samotné ndhodné proménné — délky retézce. Nejprve pouzijeme elementarni
upravu a fakt, ze soucet ocekavanych hodnot nahodnych proménnych je ocekdvana hodnota
jejich souctu. Pak dosadime spocitané pravdépodobnosti a provedeme analogické tpravy

jako v predchozim vypoctu

E(I*) =E(I(l-1))

+
1(1—1)) -n(" 1 Zyn=l
_ Z -u(" E _

?”L(";Ln; 1) Z (7:;) (%)Z—Z(l . %)(n—Z)—(l—Z) —

1=2
nin—1)'<=2 (n—2 (i)l(l B l)n—2—l _n(n—1)
m? pre l m m - om2
-1 n n n—1
Bz =" “-"n .
F)=—m—t —=—(1+—)
Nyni uz dasazenim vypocteme rozptyl délky fetézce
-1 n 1
=E(l-E0)?=E@) - (EQ)?=—0+2")—(Zp2=g-2).
var(l) = B(1 - B())* = B(@®) — (B()* = =(1+ =) — (22 = L1 )

Shrneme vysledky:

Veéta. V modelu hasovani se separovanymi retézci je ocekdvand délka tetézcu rovna
rozptyl délky retézci je 7-(1 — 1y,

m

noq
m



OCEKAVANY NEJHORSI PRiPAD

Vypocitdame EN P ocekdvanou délku maximalniho fetézce. K tomu pouzijeme nasledujici
vztah:

Prob(mzax i)=j)= Prob(mzaxf(i) >j)— Prob(mzax (i) >j+1).

Pak muzeme pocitat

ENP =) j Prob(max (i) = j) = > j(Prob(max £(i) > j) — Prob(max (i) > j + 1)) =
ijProb(mzaxﬁ(i) >j)— ijProb(mzaxﬁ(i) >j+1)=

ZjProb(mzaxﬁ(i) > j) — Z(] —1) Prob(mzaxﬁ(i) > j) =
Z(j — j + 1) Prob(max ((i) > j) = Z Prob(max £(i) > j).

Vysvétleni: Pii ¢tvrté rovnosti se ve druhé sumeé zvétsil index, pres ktery sc¢itdme, o 1, v
paté rovnosti se k sobé daly koeficienty pfi stejnych pravdépodobnostech ve dvou sumach.

Dale

Prob(max ¢(i) > j) =Prob(¢(1) > jVL(2)>jV---VLim—1)>j) <

(2

Vysvétleni: Prvni nerovnost plyne z toho, ze pravdépodobnost disjunkce jevi je mensi nebo
rovna souctu pravdépodobnosti jevu, druha nerovnost plyne z toho, ze i-ty fetézec ma délku
alesponi j, jakmile existuje podmnozina A C S takové, ze |A| = j (téchto moznosti je (7;))
a pro kazdé x € A plati h(z) = i (pravdépodobnost tohoto jevu je (%)])

Diisledek. Prob(max; £(i) > j) < min{1,n(2)~1 1},

Nyni za pfedpokladu, ze @ = 2 < 1, odhadneme hodnotu jo = min{j | n(Z)’~ 1% < 1}

n n
m m

Ukazeme, ze pro dostatecné velka n plati jo < 1§g1(1)§gnn Zr<laz(} )% j! plyne

1
min{j | n(; P75 <1} <minfj | 5 < 1) <

. N
minfj | n < (2))
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pro kazdé n > 1, kde j probihd celd ¢isla. Pro pevné n ozna¢me k41 = min{j | n < (%)%}
pak

|

) )

Nyni toto dvakréat zlogaritmujeme a protoze logaritmus je rostouci funkce (pouzivdme jen
logaritmy o zakladu vétsim nez 1), dostavame

k <n <(
2 <

k+1 kE+1
log(—— 5

k k
(3)10g(5) < logn <

5 )

k k kE+1 kE+1
log(i) + log log(i) < loglogn < log(—— 5 ) + loglog(——

5 )

Tedy loglogn < 2log(%tl) a za predpokladu, ze k > 3, dostaneme

) logn
< ’
lo g(—) loglogn

k
protoze pro k > 3 je % < ls(g)(gg).
2

Doplnujici vypocet: Ukdzeme sofistikovanéjsi metodu, kterd piimo odhaduje kg = min{j |
n < j!} a ddva lepsi odhad. Ze Stirlingovy aproximace

mt = V2" (1L o+ O(m?)

e 12m

plyne, ze logm! = (1 + o(1))mlogm. Odtud pro kazdé ¢ > 1 existuje m. takové, ze pro
kazdé m > m, plati

1
—mlogm < logm! < cmlogm.
c

Zafixujme libovolné ¢ > 1. Protoze z definice ko plyne, ze (kg — 1)! < n < kq!, dostaneme
pro dostatecné velka n, ze

1
— (ko — 1) log(ko — 1) <log(ko — 1)! < logn < logko! < ckolog k.
c
Dalsim zlogaritmovanim ziskame
log(ko — 1) — log c 4+ loglog(ko — 1) < loglogn < log kg + log ¢ + log log k.

Uvadomime-li si, ze ¢ je konstanta a kg roste nade vSechny meze s rostoucim n, pak bude
existovat n. takové, ze pro vSechna n > n. mizeme tuto nerovnost zjednodusit na tvar

log(ko — 1) < loglogn < clog ko,
protoze plati log c < loglog kg pro dostatecné velkd n. Pouzijeme, Ze

1 1 -1
lim 08 ko = lim 7og(k'0 )

_ o™ -1
kor—o00 10g<k0 — 1) kor—o00 lOg k‘o



a pomoci odvozenych nerovnosti ziskdme nasledujici odhad pro 1og)1go gn.
1 1 log(kg — 1) logn log kg 9
—(kop—1) < (ko —1 < < — < cko.
c( o—1) 02( 0= 1) log kg loglogn ¢ Olog(k:o - 1) o

Protoze pro kazdé ¢ > 1 existuje n. takové, ze toto plati pro vSechna n > n., dostavame,

ze ko = (1 + o(l))lolgolgogn. Tedy plati jo = O(lolgolgogn), protoze jo < kg.

To pouzijeme k dokonceni odhadu EN P:

1
ENP = ZProb maxﬁ )>j) < me{l n( ) _17} =
!

J

& - n - Jo!
D1+ > (n(yT <Jo+Z = 2 TS
Jj=1 Jj=jo+1 Jj= Jo+1 ‘70 j=jo+1 J:
1 . 1
] . . io+1 A .
jo+ D gV =dot =1 =Jo+ 5= Olp).
J=jo+1 Jo Jo+1 Jo

Vysvétleni: Pii druhé nerovnosti jsme pouzili, ze = < 1, pii tieti, ze 5 <1 a
m _]0!

J: fmjo B Jotl

ol L -

Zformulujeme ziskany vysledek:

Veéta. Za predpokladu, Ze a = - < 1, je pri haSovdni se separovanygmi retézci horni odhad
ocekdvané délky mazimdlniho Fetézce O(—221—).
loglogn

Kdyz 0.5 < a <1, je to zdroveri i dolni odhad (bez dikazu).

OCEKAVANY POCET TESTU

Testem budeme rozumét porovnani argumentu operace s prvkem na daném misté fetézce
nebo zjisténi, ze vySetfovany retézec je prazdny.

Pocet testu, které potirebuje algoritmus pro provedeni operace, muzeme chapat jako jiny
kvantitativni odhad efektivity dané metody.

P1i vyhledavani budeme rozliSovat dva ptipady:

uspésné vyhledédvani, kdyz hledany prvek je mezi prvky reprezentované mnoziny,
neuspésné vyhledavani, kdyz hledany prvek neni mezi prvky reprezentované mnoziny. Uka-
zeme obecnou ideu, jak za jistych predpokladu lze z ocekavaného poctu testu pri netspésném
vyhledavani spocitat ocekavany pocet testu pii uspésném vyhledavani. Nejprve ale budeme
oba pfipady analyzovat pfimo.




NEUSPESNE VYHLEDAVANT{

Ocekavany pocet testu v tomto ptipadé je

1
E(T) = Prob(¢ Z UProb(£(i) = 1) = puo+ Y Iy = (1= —)" + % ~e T +a.
l

Vysvétleni: Zjisténi, zda Tetézec je prazdny, vyzaduje jeden test, tj. Prob(¢(:) = 0) neni v
souctu s koeficientem 0, ale 1. Protoze z nasich predpokladu plyne, ze pravdépodobnost,
ze délka daného fetézce je k, je stejnd pro vSechny fetézce, nemusime specifikovat fetézec,
ktery vySetfujeme, staci psit obecné i. Soucet ), Ip, ; jsme spocitali pfi vypoctu ocekavané
délky fetézce. Uvédomme si, ze p, o = (1 — —) protoze je to pravdépodobnost, ze zadny
prvek z reprezentované mnoziny nepatii do daneho fetézce.

USPESNE VYHLEDAVANI

Zvolme jeden fetézec prvku o délce [. Pocet test pii vyhledani vSech prvkua v tomto fetézci

je
[+1
142+---4+1= ( —; )

Ocekdvany pocet testt pii vyhleddni vech prvka v daném fetézci je ), (“51) Prob(4(i) =
) = > (lgl)pn,l. Proto oc¢ekdny pocet testu pii vyhleddni vSech prvku v tabulce je
my (lzl) Dn,1, & tedy ocekdvany pocet testu pfi vyhledani jednoho prvku je

M= /1 +1 m , — "
g Z ( 2 )pn,l :% ( Z ZQPn,l + Z an,l)
1=0 1=0 1=0
m n n
5 ( ; 1l = 1)pni +2 ; Ipn1) =

m n(n—1) 2n n—1
—(— 4+ ) = 1=
Zn( m? m) 2m +
1+ 5

5"

Nyni uvedeme jinou, obecnéjsi metodu pro vypocet ocekavaného poctu testu pfi uspésném
vyhledavani. Tuto metodu lze pouzit, kdyz je splnén nésledujici predpoklad:
Testy pii uspésném vyhleddvéni prvku s € S jsou (az na ten posledni) totozné s
testy, které byly provedeny pii netdspésném vyhledavani s v okamziku, kdy se tento
prvek vkladal do tabulky. (Jediny rozdil je, Ze misto vlozeni s se provede jesté jedno
porovnani, které zjisti, ze s se v tabulce vyskytuje.)

Kdyz je splnén tento ptedpoklad, pak lze touto metodou spocitat ocekdavany pocet testu
pri dspésném vyhledavani na zakladé znalosti ocekavaného poctu testu pri netspésném vy-
hledavani.
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Pocet testu pii tspésném vyhledavani prvku x € S je 14pocet porovnani klicu pii neispés-
ném vyhleddvani = v operaci INSERT (z) (nepocita se test, ktery zjistuje, Ze fetézec byl
prazdny). Pocet porovnani klicu je délka fetézce, a proto otekdvany pocet porovnani klicu
je ocekavana délka tetézce. Tedy ocekdavany pocet testii pii uspésném vyhledavani x je
1+ocekavand délka Tetézce v okamziku vkladani x, neboli

1 i n—1
N1+ —-)=1 .
n;( +m) + 2m

Véta. V haSovdni se separovanymi Tetézci je ocekdvany pocet testu pri neuspesném vy-
hleddvani priblizné e™* + « a pri dspésném vyhleddvdni priblizné 1 + 5.

Nasledujici tabulka tvadi pirehled ocekavaného poctu testit pro rizné hodnoty «:

o 0] 0.1 0.2 0.3 04 | 0.5 0.6
neusp. vyh. |1 |1.005 |1.019 |1.041 |1.07 |1.107 |1.149
uspés. vyh. |1 | 1.05 1.1 1.15 | 1.2 | 1.25 1.3

o 0.7 0.8 0.9 1 2 3
neusp. vyh. |1.196 |1.249 |1.307 |1.368 |2.135 |3.05
uspés. vyh. | 1.35 1.4 1.45 1.5 2 2.5

Vsimnéme si, ze otekavany pocet testu pri neuspésném vyhledavani je mensi nez ocekavany
pocet testl pri dspésném vyhledavani, kdyz o < 1. Na prvni pohled vypada tento vysledek
nesmyslné, ale duvodem je, ze pocet testu pfi uspésném vyhleddvani pocitdme jako prumeér
pres n, kdezto pii netspésném vyhledavani pres m. Ilustrujeme to na néasledujicim ptikladu:
Necht n = 2 a necht polovina neprazdnych Fetézca ma délku 1 a polovina mé délku 2.
Ocekavany pocet testu pri neuspésném vyhledavani:
1 test pro prazdné tetézce a tetézce délky 1 — téchto pripadu je 577”,
2 testy pro Tetézce délky 2 — téchto piipadu je %

> ‘ , -~ o . 1 5 7
Ocekédvany pocet testlj je ~(12F* +2%) = ¢.
Ocekavany pocet testu pri uspésném vyhledavani:

, s oix v o~ < “z o . 92

1 test pro prvky na prvoim misté fetézce — téchto pripadu je 5, N
2 testy pro prvky, které jsou na druhém misté fetézce — téchto pripadu je

Ocekavany pocet testu je %(127” +23) = %.

n
3"

Pro efektivni vyhledavani je doporucovana velikost faktoru naplnéni o mensi nez 1. Duvo-
dem je, ze za tohoto predpokladu je pravdépodobnost kolizi mald. Ale hodnota o nema byt
piilis mald, protoze by pamét nebyla efektivné vyuzita.

III. Hasovani s usporadanymi fetézci

Jedinny rozdil proti predchozi metodé je, ze prvky v fetézcich S; jsou usporadany ve vzrusta-
jicim potadi. Protoze fetézce obsahuji tytéz prvky, je pocet ocekavanych testu pii uspésném
vyhledavani stejny jako v pripadé neusporadanych fetézct. Pii nelspésném vyhledavani
konc¢ime, kdyz argument operace je mensi nez vysSetfovany prvek v fetézci, tedy koncime
driv. Nasledujici véta (bez dukazu) uvadi o¢ekavany pocet testu v netspésném piipadeé.
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Véta. Ocekdvany pocet testu pri neuspésném wvyhleddvdni pro hasSovdni s usporddanymsi
separovanymi Tetézci je priblizné e”* 4+ 1+ § — é(l — e~ ). Ocekdvany pocet testi pfi
uspésném vyhleddvdni je priblizné 1 + 5.

Pro uplnost uvedeme jesté algoritmy pro operace v datové struktuie s usporddanymi sepa-
rovanymi retézci.

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmu: Algoritmy pro praci s uspotradanymi fetézci se 1is{ od algoritmii
pro separujici fetézce hlavné pii vyhledavani. V tomto pripadé skon¢ime vyhledavani, kdyz
nalezneme konec fetézce anebo nalezneme prvek vétsi nez hledany prvek. Tato zména se
projevuje jesté v operaci INSERT. Novy prvek vkladame pred misto, kde jsme skoncili
vyhledavani (tedy ptfed prvek, ktery ukoncil vyhledavéni).

Formalni popis algoritmu.

MEMBER(z):
i:=h(x),t:=NIL
if S; # NIL then
t := prvni prvek S;
while t.key < x a t # posledni prvek S; do
t := nasledujici prvek 5;
enddo
endif
if t.key = = then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (z):
i:=h(zx),t:=NIL
if S; # NIL then
t := prvni prvek S;
while t.key < x a t # posledni prvek S; do
t := nésledujici prvek 5;
enddo
endif
if t.key # x then
if x < t.key then
vytvor prvek reprezentujici x a vloz ho do S; pred prvek ¢
else
vytvor prvek reprezentujici x a vloz ho do S; za prvek ¢
endif
endif

DELETE(z):
i:=h(x),t:=NIL
if S; # NIL then

t := prvni prvek S;
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while t.key < x a t # posledni prvek S; do
t := nasledujici prvek 5;
enddo
endif
if t.key = x then odstran prvek reprezentujici =z z S; endif

Nevyhodou metody haSovani se separovanymi fetézci je neefektivni vyuziti paméti — stava se,
ze zatimco néktera mista puvodniho pole zustavaji prazdnd, musime zaroven pro kolidujici
prvky dodateéné alokovat dalsi paméf. Resenim je najit vhodny zpusob ulozeni Fetézct
kolidujicich prvkiu do puvodni tabulky. Nevyhodou je, ze pak kazdy tadek musi mit navic
polozky umoznujici praci s tabulkami. Polozky tadku tabulky jsou rozdéleny do tii skupin:
kli¢ (key), polozky pro odkaz na ulozena data a polozky pro praci s tabulkou. Predpokladé-
me, ze data jsou velkd, a v tom pripadé neni vyhodné, aby se uklddala piimo do tabulky,
protoze jejich prenos by vyzadoval hodné casu. Proto se uklddaji mimo tabulku a v tabulce
je jen odkaz na né. Protoze tyto odkazy nemaji vliv na vlastni praci s tabulkou, budeme je
pri popisu algoritmu vynechévat (tj. data budou reprezentovana pouze klicem).

Nasledujici metody ilustruji fakt, ze ¢im je sofistikovanéjsi strategie, tim vice polozek pro
praci s tabulkou vyzaduje a tim mé vétsi naroky na pamét. Nasim tkolem pii navrhu
hasovani je nalézt vhodny kompromis mezi pouzitou strategii a pamétovou narocnosti.
Pokud nechceme mit zadné polozky pro préci s tabulkou, pak pouzité strategie jsou hodné
omezené a tim je omezeno i pouziti téchto metod. Proto u kazdé popsané metody uvedeme
jeji zakladni vlastnosti urcujici slozitost a moznost jejtho pouziti.

Uvedeme nésledujici metody feseni kolizi:

hasovani s pfemistovanim, hasovani s dvéma ukazateli,

srustajici hasovani,

dvojité hasovani a hasovani s linedrnim piridavanim.

Toto nejsou vSechny existujici metody feseni kolizi. Objevuji se stale nové metody a uvést
vycerpavajici prehled neni mozné kvuli zachovani rozumné délky textu. Lze v8ak fFici, ze

vvvvvv

IV. Hasovani s premistovanim

Idea této metody je primocara, fetézce jsou implementovany jako dvousmérné seznamy a
ukazatelé na predchozi a nasledujici prvek jsou uréeny polozkami pro praci s tabulkou. Kdyz
vznikne kolize, tj. kdyz chceme vlozit prvek a jeho misto v tabulce je obsazeno prvkem z
jiného Tetézce, pak tento prvek z jiného fetézce premistime na jiny volny radek tabulky
(proto se této metodé fika hasovani s premistovanim).

Polozky pro praci s tabulkou jsou next a previous a jejich vyznam je nasledujici:
next — ¢islo fadku tabulky obsahujici nasledujici prvek retézce,
previous — ¢islo fadku tabulky obsahujici predchozi prvek tetézce.

Pitklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141, 161} a h(z) = 2 mod 10,
Neprazdné seznamy jsou P(1) =1+ 141 — 11 +— 161 — NIL, P(3) = 73 — 53 +— NIL,
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P(7) =7+ NIL.

radek |key |next |previous
P(0)

P(1) |1 9

P(2)

P(3) | 73 6

P(4)

P(5) |161 8
P(6) | 53 3
P |7

P(8) |11 5 9
P9) (141 | 8 1

Tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),
INSERT(161).

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmu: Algoritmy jsou zaloény na praci s dvousmérnymi spojovymi
seznamy. Algoritmus pro operaci MEMBER se nelisi od algoritmu pro separované retézce,
jen misto ukazatele na dalsi prvek pouzijeme hodnotu v polozce next. Pii popisu ideje
metody jsme popsali operaci INSERT. Pii operaci DELETE, kdyz se odstranuje prvni
prvek fetézce, je tieba premistit druhy prvek fretézce (pokud existuje) na jeho misto.

Formalni popis algoritmi:

MEMBER(z):
i:= h(z)
if 1.previous # prazdné nebo i.key = prazdné then
Vystup: x ¢ S, stop
endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (x):
i:= h(z)
if 1.previous #prazdné nebo i.key =prazdné then
if 1.previous #prazdné then
if neexistuje volny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fddek tabulky
J.key :=1.key, j.previous := i.previous
j.next := i.next, (j.previous).next := j
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(j.next).previous := j, i.next := i.previous :=prazdné
endif
endif
1.key := x, stop
endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fddek tabulky
t.next := 3, j.key := x, j.previous := 1, stop
endif
endif

DELETE(z):
i:= h(z)
if 1.previous #prazdné nebo i.key =prazdné then stop endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key = x then
if i.previous #prazdné then
(i.previous).next := i.next
if 7.next #prazdné then
(i.next).previous := i.previous
endif
i.key := i1.next := i.previous :=prazdné
else
if 7.next #prazdné then
i.key := (i.next).key, i.next := (i.next).next
if (i.next).next #prazdné then
((i.next).next).previous := i
endif

(i.next).key := (i.next).next := (i.next).previous :=prazdné

else
i.key :=prazdné
endif
endif
endif

Pro ilustraci provedeme INSERT(28) do predchozi tabulky. Kolidujici prvek vlozime na 4.

radek tabulky. Vysledkem této operace je nasledujici tabulka.

OCEKAVANY POCET TESTU

Ocekavany pocet testu je stejny jako pro hasovani se separovanymi fetézci, tj.:

g_:nl + 1~ 1+ § pro tuspésné vyhledavéni,
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(1- %)” + -~ e + a pro neuspésné vyhledavani,

kde m je velikost tabulky, n je velikost reprezentované mnoziny S a o = > je faktor naplnéni.

rfadek |key |next |previous
P(0)

P(1) |1 9

P(2)

P3) | 73 6

P4) |11 5 9
P(5) |161 4
P(6) | 53 3
P |7

P(8) |28

P©) (141 | 4 1

V. Hasovani se dvéma ukazateli

Nevyhoda hagovani s premistovanim je v operacich INSERT a DELETE, protoze piemis-
implementaci separovanych fetézcii. V nésledujici metodé implementujeme fetézec jako
jednosmérny seznam, ktery ale nemusi zac¢inat na svém misté. PTesnéji, fetézec S; obsahujici
prvky s € S takové, ze h(s) = j, nemusi zaCinat na j-tém Fadku. Misto ukazatele na
predchozi prvek zde budeme pouzivat polozku, kterd udava, kde zacina tetézec prislusny
danému radku.

Polozky pro préci s tabulkou tedy budou next a begin, kde
next — ¢islo fadku tabulky obsahujicitho néasledujici prvek tetézce,
begin — ¢islo fadku tabulky obsahujicitho prvni prvek fetézce piislusného tomuto mistu.

Nasledujici hasovaci tabulka pro metodu haSovani se dvéma ukazateli reprezentuje stej-
nou mnozinu jako v ptrikladu metody hasovani s premistovanim a pouziva stejnou hasovaci
funkeci.

rfadek |key |next |begin
P(0)

P(1) | 1 9 1
P(2)

P(3) |73 7 3
P(4)

P(5) |161

P@®6) | 7

P(7) |53 6
P@®) |11 5

PO) |141 | 8
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Tabulka vznikla posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),
INSERT(161).

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmu: Je tieba si uvédomit, ze polozka begin v j-tém tadku je
vyplnéna pravé tehdy, kdyz reprezentovana mnozina S obsahuje prvek s € S takovy,
7e h(s) = j. Algoritmy jsou podobné algoritmim pro hasovdni s premistovanim, jen
pfemistovani prvki je nahrazeno odpovidajicimi zménami v polozce begin danych Fadki.

Formalni popis algoritmi:

MEMBER(z):
i:= h(z)
if i.begin = préazdné then Vystup: = ¢ S, stop else i := i.begin endif
while i.next # prazdné a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x):
i:=h(x)
if i.begin =prazdné then
if i.key =prazdné then
i.key := x, i.begin =1
else
if neexistuje prazdny tadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fddek tabulky
J.key = x, i.begin == j
endif
endif
stop
else
1 :=1.begin
endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
t.next := 7, j.key ==z
endif,
endif
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DELETE(z):
i:=h(x)
if 1.begin =prazdné then stop else j := 1, i := i.begin endif
while i.next #prazdné a i.key # x do j := i, 1 := i.next enddo
if i.key = x then
if 1 = j.begin then
if 7.next #prazdné then
j.begin := i.next
else
7.begin :=prazdné
endif
else
j.next := i.next
endif
i.key := i.next :=prazdné

endif

Pro ilustraci v predchozi hasovaci tabulce provedeme pitkaz INSERT(28) a jako novy radek
zvolime 4. Ttadek tabulky. Nasledujici obrdzek predstavuje vyslednou hasovaci tabulku.
Operace DELETE pracuje velmi podobné jako v jednosmérnych seznamech.

radek |key |next |[begin
P(0)

P(1) |1 9 1
P(2)

P(3) | 73 7 3
P(4) |28

P(5) |161

P®6) | 7

P(7) |53 6
P8) |11 5 4
P(9) (141 | 8

OCEKAVANY POCET TESTU

Algoritmus je diky praci s polozkami rychlejsi nez haSovani s pfemistovdnim, ale zacatek
fetézce v jiném misté tabulky ptidava navic jeden test. To méni slozitost algoritmu.
Vysledky uvedeme bez odvozovani:

Ocekavany pocet testu v hasovani se dvéma ukazateli je

14 (n—ézr(lg—% + ”2;11 ~ 1+ %2 + § v Uspésném piipade,

~1+ 0‘72 + a4+ e %2+ a) — 2 v nedspésném piipadé.
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V1. Srustajici hasovani

Déle uvedeme nékolik verzi metody, kterd se nazyva srustajici hasovani. Tato metoda
pouziva jedinou polozku pro praci s tabulkou, a to ukazatel jednosmérného spojového sez-
namu. Na rozdil od pfedchozich metod nejsou fetézce separované, v jednom fetézci mohou
byt prvky s ruznymi hodnotami hasovaci funkce. Kdyz mame pridat prvek s, pak ho
zafadime do fetézce, ktery obsahuje h(s)-ty tddek tabulky. Jinymi slovy, Fetézce v této
metodé srustaji (odtud nézev srustajici hasovéni). Ruzné verze této metody se lisi podle
mista v Tetézci, kam pridavame novy prvek, a podle prace s paméti — déli se na standardni
hasovadni bez pomocné paméti a na hasovani pouzivajici pomocnou pamét (kuriézné tato
druhd metoda nemd zadny piivlastek, nazyva se jen srustajici hasovéni).

Popiseme nésledujici metody:
standardni srustajici hasovani LISCH a EISCH
a srustajici hasovaniLICH, VICH a EICH.

Vsechny metody pro praci s tabulkou pouzivaji jen polozku next — ¢islo radku tabulky
obsahujiciho nasledujici prvek tretézce.

METoDpY LISCH A EISCH

Metody LISCH a EISCH se lisi pouze mistem, kam se pfidava novy prvek, jak ukazuje jejich
nazev:

LISCH — late-insertion standard coalesced hashing (pfiddva se za posledni prvek fetézce),
EISCH - early-insertion standard coalesced hashing (ptidédva se za prvni prvek Fetézce).

RA4dek tabulky mé dvé polozky — key a next a vechny fadky jsou piistupné pomoci hasovaci
funkce. Prvky s € S takové, ze h(s) = i, jsou umistény v fetézci od i-tého fadku, i kdyz
fetézec je delsi (muze zacinat difv).

Piiklad: U ={1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141,171} a h(x) =  mod 10

Nasledujici hasovaci tabulka muze slouzit jako piiklad pro obé uvedené metody.

radek |key |next
P(0)

P(1) 1 9
P(2)

P(3) |73 6
P(4)

P(5) 7

P(6) |53

P(7) |161 | 5
P@8) |11 7
P(9) |141 | 8

Pro metodu LISCH vznikla posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
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INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EISCH tabulka vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(161), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),
INSERT(141).

Provedeme INSERT(28), novy prvek pridavame do ¢vrtého fadku. Vlevo je vyslednd
tabulka pro metodu LISCH a vpravo pro metodu EISCH.

fadek |key |next radek |key |next

P(0) P(0)

P(1) 1 9 P(1) 1 9

P(2) P(2)

P(3) | 73 6 P(3) | 73 6

P(4) |28 P(4) |28 7

P() |7 4 P(5) 7

P(6) |53 P(6) |53

P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5

P(8) |11 7 P(8) |11 4

P9) (141 | 8 P(9) (141 | 8
ALGORITMY

Neformalni popis algoritmu: Algoritmus pro operaci MEMBER je pro obé metody stejny
a je prakticky stejny jako algoritmus pro predchozi metody — hasovéni s pfemistovinim
a hasovani se dvéma ukazateli. Také algoritmus pro operaci INSERT je jednoduchy a
prirozeny a pro obé metody se lisi teprve v okamziku zafazeni nového radku do fetézce. V
metodé LISCH se zatadi novy fadek pfirozené na konec tetézce. V metodé EISCH, kdyz
vkldddme prvek x a h(z)-ty Fadek je prazdny, pak vlozime prvek x do tohoto fadku. Kdyz
h(x)-ty fadek je obsazen, pak nalezneme volny fadek, ktery bude reprezentovat x, a tento
fadek vlozime do fetézce za h(x)-ty Fadek (to znamend, ze h(x)-ty tddek v polozce next
bude mit ¢islo nového fadku a polozka next nového fadku bude obsahovat puvodni hodnotu
polozky next h(z)-tého radku).

Formalni popis algoritmu:

MEMBER(z):
i:= h(z)
while i.next #prazdné a i.key # = do
1 :=1t.next
enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

Metoda LISCH — INSERT(z):
i:=h(x)
if i.key = prazdné then i.key := x stop endif
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while i.next # prazdné a i.key # = do 7 := i.nexrt enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
J.key :=x, i.next :=j
endif
endif

Metoda EISCH — INSERT (z):
k:=1i:=h(x)
if 1.key = prazdné then i.key := x stop endif
while i.next # prazdné a i.key # = do 7 := i.nexrt enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny tadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
jJ.next := k.next, k.next .= j, j.key :=x
endif
endif

Prirozena efektivni operace DELETE pro standardni srustajici hasovani neni znama. Na
druhou stranu i primitivni algoritmy pro operaci DELETE maji rozumnou oc¢ekavanou
casovou slozitost.

Nahodné uspoiddani prvki v Fetézcich (s rovnomérnym rozdélenfm) zajistuje efektivni
chovani algoritmu pro srustajici hasovani. Hlavni problém, ktery omezuje algoritmy pro
operaci DELETE, je, aby zachovaly ndhodné usporaddni prvku v fetézcich. Poruseni
vénovana celd kapitola v monografii Vittera a Chena. Uvadéji jednak algoritmus, ktery za-
chovava nahodnost za cenu presunt prvku a ¢astecného prehasovani fetézcu. Dale prezentuji
jednodussi algoritmus, ktery nahodnost nezachovava. Konecné se zabyvaji moznosti prvky
z tabulky fyzicky neodstranovat, ale pouze je oznacit jako smazané, s tim, ze jejich pozice
se mohou pozdéji vyuzit pro vkladani novych prvku. Vyhodou tohoto piistupu (s kterym
se setkdme i u dalsich metod) je jednoduchy algoritmus, nevyhodou je naopak to, ze takto
“smazané” prvky zpomaluji vyhledavani.

Dalsi otazka je, pro¢ pouzivat metodu EISCH, kdyz programy pro metodu LISCH jsou
jednodussi. Odpovéd je na prvni pohled dost piekvapujici. Pfi tspésném vyhleddvani
je metoda EISCH rychlejsi nez metoda LISCH. Zduvodnéni tohoto jevu spociva v tom,
ze je pravdépodobnéjsi prace s novym prvkem (neformdlné feceno pravdépodobnost akci
s puvodnimi prvky se zmensi a u nového prvku se stane nenulovou, to znamend vyrazné
naroste.) Ocekavany pocet testu pro nespésné vyhledavani je pro obé metody stejny. Dalsi
fakta spojena s timto jevem se studuji v samoupravujicich strukturach v letnim semestru.
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ANALYZA SLOZITOSTI

Popiseme analyzovanou situaci: Mame ulozenou mnozinu S = {s1, s2,...,8,} C U do ta-
bulky velikosti m a je dan prvek s,.1. Nasim ukolem je zjistit, zda s,4+1 € S. Oznac¢me
a; = h(s;) proi=1,2,...,n+ 1, kde h je pouzitd hasovaci funkce.
Analyzu provedeme za pfedpokladu, ze vSechny posloupnosti adres aj,as,...,a,+1 jsou
stejné pravdépodobné. Daile predpoklddame deterministicky zpusob vybéru prazdnych
radku pii operaci INSERT nezavisly na reprezentované mnoziné.

NEUSPESNE VYHLEDAVANT

Pocet testu pii neuspésném vyhledavani prvku s,+1 v S oznacime C(ay,az,...,0n;Gni1).
Na zékladé predpokladu plati, ze ocekavany pocet testi pii neuspésném vyhledavani v
mnoziné S je

Y. Clay,az, ..., 605 0541)

mn+1 )
kde se séité pies vechny posloupnosti ay, as, . .., a,,1, kterych je m™+1,
Retézec délky | v mnoziné S je maximélni posloupnost adres (b1,ba,...,b;) takovd, ze
b;.next = b;yq proi = 1,2,...,1 — 1. Kdyz adresa a,,y1 je i-ty prvek v fetézci, pak pocet

provedenych testi je [—i+1. Retézec délky [ tedy piispivéa k souctu S Clar, as, ..., ap; Gpi1)
pottem 1 4+2+---+1=1+ (é) testu.

Oznacme ¢, (l) pocet vsech tetézcu délky [ ve vsech reprezentacich n-prvkovych mnozin
(ztotoznujeme dvé mnoziny, které mély stejnou posloupnost adres pii ukladani prvka). Pak

> Clar,as, ... an; ang1) =cn(0) + > (14 (;) Yen(l)

— )+ Y lea )+ Y (é) en(l),
=1 =1

kde ¢, (0) je pocet prazdnych fadku ve vSech reprezentacich.
Reprezentace S ma m — n prazdnych fadku, posloupnosti vsech moznych adres vlozenych
prvku je m™, proto

cn(0) = (m —n)m™.

Soucet délek vsech fetézcu ve vsech tabulkach reprezentujicich vSechny n-prvkové mnoziny
je Yo, len(l), a proto

Zlcn(l) =nm".
=1

Vypocteme S, = Y -, (é)cn(l) Nejprve odvodime rekurentni vztah pro c¢,(l). Kdyz k
mnoziné S pridame novy prvek s adresou a,41, pak fetézec délky [ v reprezentaci S se
nezveétsi, kdyz adresa a,,41 nelezi v tomto fetézci, v opacném piipadé se délka fetézce zvétsi
na [ + 1. Proto pridani jednoho prvku vytvoii z fetézce délky [ celkem m — [ fetézcu délky
[ al tetézct délky [ + 1. Vyscéitanim ptes vSechny n-prvkové posloupnosti adres dostaneme

Cnr1(l)=(m—=1Dep () + (1 —1e, (1 —1).



kde jsme pouzili, ze ¢,—1(n) = 0, a identitu
[ [+1 1
(m—l)(z) +l( ; > :§(Z2m—lm—l3+l2+l3+l2) =

1
%(Fm —Im +20%) = 5(z2m —Im+2* =) +1=
l
(m+2) (2) + 1L

Rekurence pro 5,, dava

Sp=(m+2)S,_1+(n—1)m" 1 =
(m+2)%2S,_o+ (m+2)(n—-2)m" 2+ (n-1)m" ! =
(m+2)3S, 3+ (m+2)%(n—3)m" >+ (m+2)(n—2)m" 2+ (n—1)m"*

n—1

= (m+2)""'S) + Z(m +2)(n—1—i)ym" 17" =
=0

(m+2)"~! ;(n —1- z’)(m)”‘ o

s S

kde jsme vyuzili, ze Sy = 0. _
Nyni provedeme pomocny vypocet. Spocitdme soucet T = S0 ic' pron = 1,2,... a
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c#1. Z T =3%"  ict! plyne

n+1 n n
(c—=DTI =cI? —=T" = Z(z — 1)’ — Zici =nc" + () ((i—1)" —ic")) —c=
i=2 i=1 i=2
n
nc" T 4 (Z ') —c=
i=2
- A"t —c  ne"?—(n+ 1) 4

nc" Tt — E ¢t =nc" Tt — =
— c—1 c—1
1=

Tedy plati

" =
‘ (c—1)

Cm _ y
Protoze %5 # 1, dostavame, ze

7’L+1 n
Sp =(m + 2)"—1 (n )(m+2z - _”1()7;+2) m+2 _

m—+2
(m+2)n+1 [(n_l)(mlm)n-i-l _n(ml_{—z)n mLH] _

I R N

[(n = 1)m™* —n(m+2)m™ + m(m +2)"] = i(m(m +2)" = m" T —2pm™").

Ocekavany pocet testi pti neuspésném vyhledavani je

(m —n)m™ +nm" + 3 (m(m +2)" — m" ! — 2nm™)

mn—|—1
mntl 4 i(m(m +2)" — mn T — 2nm”)
mn—|—1 =
1 2 2n 1
I+ - (1 + )" —1—- ) ~ 1+ —(e®* —1—20).
+((0+—) —) ~ 14 (e a)

Tento odhad je stejny pro obé metody — LISCH i EISCH, protoze maji stejné posloupnosti
adres (lis{ se jen poradim prvku v jednotlivych fetézcich).

USPESNY PRIPAD

Ocekavany pocet testu pii ispésném vyhledavani v modelu LISCH vypocteme stejnou meto-
dou jako pro hasovani se separovanymi tetézci. VSimnéme si, ze tam uvedeny predpoklad
je pro metodu LISCH splnén (metoda EISCH ho nespliiuje). Pro vyhledani prvku s, € S
je pocet testu roven 1+pocet porovnéani klicu pii operaci INSERT (s,,41). Kdyz s,41 je
vlozen na misto h(s,11), nebyl porovnavan zadny kli¢ a test bude jeden. Kdyz h(s,t1) je
na na i-tém misté v fetézci délky [, pak bylo pti operaci INSERT (s,,41) pouzito [ —i + 1
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porovnani klicu a testu tedy bude [ —i+2. Ocekavany pocet porovnani klict pti netspésném
vyhledédvani je

et O+ () en) = + G mm 4 2)" = — 2 =
=1

1 2 2n

- ((14+—=)"=-14+—).

(=) =14 =0)

Tedy ocekavany pocet testu pti uspésném vyhledavani v n-prvkové mnoziné je podle pred-
chozi analyzy roven 14+ n-tina souc¢tu ocekdvaného poc¢tu porovnani klict pii netspésném
vyhleddvani v i-prvkové mnoziné, kde ¢ probiha ¢isla 0,1,...,n — 1. Podle piedchozich
vysledkt je hledany soucet

— 1 2. 1(1+2)"—1 "
Z_ 1.{__2}:_( 7712) _E+Q:
P 4 m 4 1+ = — 1 4  2m
m 2 2n n? —n
—~((1 B
8 (( + ) m) + 4m
a ocekdavany pocet testu v uspésném piipadé pro n—prvkovou mnozinu je
m 2 2n n—1 1 «
1+ —((1 —1-— ~1+— —1-2 —
+871(( + ) m)+ dm +8oz( a)+4
Pro metodu EISCH je ocekdvany pocet testu v uspésném piipadé
m 1 1
—((14+—=)"—=1) ~ —(e* =1
o ()" = 1)~ (e — 1),

vvvvvv

je O(m).

Shrneme ziskané vysledky:

Véta. Za predpokladu rovnomérného rozdélenidat plati:

(1) v metodé LISCH je ocekdvany pocet testu pri neuspésném vyhleddvdni v n-prvkové

mnoziné
1 2 2n 1
1+-((1 —1- )=l (e —1-2
P+ =12 s 1 (e 0)
a pri Uspesném vyhleddvdnz’ v n-prvkové mnoziné je
2 2n n—1 1

m (6%
1+ —((1 —-1-= ~l4+—(e*—1-2 —
+8n(( + ) m)+ + —(e a)+4,

dm S8
(2) v metodé EISCH je ocekdvany pocet testi pri neuspésném vyhleddviani v n-prvkové
mmnoziné
1 2 2n 1
1+ =((1 —1——")=1+-

P+ =12 s 1 (e

a pri Uspesném vyhleddvdnz’ v n-prvkové mnoziné je
1 1

%((H —)" =1 (e~ 1),

*—1-2a)

Chyba aproximace pro tyto odhady je O(%)
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MeTopy LICH, EICH, VICH

Nyni se budeme zabyvat srustajicim haSovanim s pomocnou paméti. V této metodé je
pouzivana pamét rozdélena na dvé ¢ésti, na ¢ast piimo adresovatelnou a na éast pomocnou.
V paméti je ulozena tabulka tak, ze v adresovaci ¢asti jsou radky, které jsou piistupné pomoci
hasovaci funkce (ma m fadku, kdyz hasovaci funkce mé hodnoty z oboru {0, 1,...,m —1}),
v pomocné casti jsou tadky, ke kterym neméame piistup pies hasovaci funkci. Kdyz pii
pridavani nového prvku vznikne kolize, tak se nejprve vybere volny fadek z pomocné casti,
a teprve, kdyz jsou fadky z pomocné ¢asti zaplnény, pouziji se k ukladani kolidujicich prvkua
radky z adresovaci ¢asti. Tato strategie oddaluje srustani fetézcu. Proto chovani srustajiciho
hasovani, dokud neni naplnéna pomocna ¢ést, se podoba chovani hasovani se separovanymi
fetézci. Budeme prezentovat tii varianty, které se lisi mistem v fetézci, kam se pridava novy
prvek. Jsou to:

LICH - late-insertion coalesced hashing,

EICH - early-insertion coalesced hashing,

VICH - varied-insertion coalesced hashing.

Pti dspésné operaci INSERT metoda LICH vklada novy prvek vzdy na konec tetézce,
metoda EICH vklad4 novy prvek = bud do fadku h(z), pokud byl prazdny, nebo do fetézce
vzdy hned za prvek na Ffddku h(x), a metoda VICH vklddd novy prvek x za posledni prvek
fetézce, ktery je jesté v pomocné casti, a kdyz retézec neobsahuje zadny radek z pomocné
¢éasti, je novy prvek vlozen do Fetézce za prvek na tadku h(xz). D4 se tict, ze VICH je
kombinaci obou pfedchozich metod — v pomocné ¢asti se chova jako LICH, v adresové ¢asti
jako EICH.

Tyto metody nepodporuji prirozené efektivni algoritmy pro operaci DELETE.

Piiklad: U ={1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141,161} a h(x) = = mod 10.
Hasovaci tabulka ma 12 7adkd a ma tvar

radek |key |next
P(0)

P(1) 1 10
P(2)

P@3) |73 | 11
P(4)

P() | 7

P(6)

P(7) |161 | 5
P(8) | 11 7
P(9)

P(10) | 141 | 8
P(11) | 53

Pro metodu LICH vznikla posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(161), INSERT(7).
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Pro metodu EICH vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(161), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(141), INSERT(7).

(Zde vsak nebyl dodrzen pozadavek, ze se nejprve zapliuji fadky z pomocné asti. Pri
dodrzeni tohoto pravidla by tato tabulka metodou EICH nemohla vzniknout.)

Pro metodu VICH vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

Aplikujme operace INSERT(28) a INSERT(31). Radky, kam budeme pfidivat nové
prvky, budou 4. a 9. tadek tabulky. Tabulka vytvofend pomoci metody LICH je vlevo,
pomoci metody VICH je uprostied a pomoci metody EICH je vpravo

fadek |key |next | Tadek |key |next | Tadek |key |next
P(0) P(0) P(0)

P(1) 1 10 P(1) 1 10 P(1) 1 9
P(2) P(2) P(2)

P3) |73 | 11 P@3) |73 | 11 P@3) |73 | 11
P(4) |28 9 P(4) |28 7 P(4) |28 7
P(B) | 7 4 P(k) | 7 P(5) |7

P(6) P(6) P(6)

P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5
P() | 11 7 P(8) | 11 4 P@®) |11 4
P9) |31 P9) |31 8 PO) |31 |10
P(10) | 141 | 8 P(10) | 141 | 9 P(10) | 141 | 8
P(11) | 53 P(11) | 53 P(11) | 53

Vsimnéme si, ze strategie EICH je rozporuplnd, vkladani prvku na druhé misto fetézce jde
proti strategii pomocné pameéti. Jak vSak uvidime, tento rozpor se neprojevuje, protoze
fetézce jsou kratké.

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmt: Algoritmus operace MEMBER je pro tyto metody stejny jako
pro metody LISCH a EISCH. Algoritmus operace INSERT je pro metody LICH a EICH
stejny jako pro metody LISCH a EISCH s jedinym doplitkem, a to, ze pokud existuje prazdny
radek v pomocné casti, pak novy radek je vybran z pomocné ¢asti. Tento predpoklad plati i
v algoritmu INSERT pro metodu VICH. V této metodé je vsak jind strategie pii zatazovani
nového radku do tetézce. Pokud prvek x vkladdme na h(z)-ty Fadek nebo pokud je novy
radek z pomocné ¢asti, tak postupujeme stejné jako v metodé LICH. Jind situace je, kdyz
novy fadek je z adresovaci ¢asti, ale je rizny od h(x)-tého radku, pak ho vlozime do fetézce
pred prvni fddek z adresovaci ¢asti, ktery nasleduje za h(z)-tym fddkem. To znamend, Ze
za h(x)-tym fadkem presko¢ime vSechny fadky z pomocné ¢asti.

Formalni popis algoritmu:
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MEMBER(z):
i:=h(x)
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

Metoda LICH — INSERT(z):
i:=h(x)
if 1.key = prazdné then i.key := x, stop endif
while i.next # prazdné a i.key # = do ¢ := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
J.key == x, i.next :=j
endif
endif

Metoda EICH — INSERT (x):
k:=1i:= h(x)
if 1.key = prazdné then i.key := x, stop endif
while i.next # prazdné a i.key # = do ¢ := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni, stop
else
necht j je volny fadek tabulky
jJ.next := k.next, k.next .= j, j.key :=x
endif
endif

Metoda VICH — INSERT (z):
i:=h(x), k:=0
if i.key = prazdné then i.key := x, stop endif
while i.next # prazdné a i.key # = do
if (¢ > m nebo i = h(x)) a i.next < m then k := i endif
1 :=1.next
enddo
Komentai: & = 0, kdyz nenastane kolize nebo fetézec zustava v pomocné ¢asti tabulky,
jinak k je ¢islo tadku posledniho prvku v tetézci, ktery je jesté v pomocné c¢asti, a pokud
fetézec neobsahuje zadny fddek v pomocné ¢ésti, pak je to hodnota h(z).
if i.key # x then
if neexistuje prazdny rfadek then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
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if j > m then
Komentéi: Tedy j je v pomocné ¢éasti
i.next := j
else
jJ.next := k.next, k.next .= j
endif
J.key :=x
endif
endif

Mechanismus vybéru volnych rfadku v téchto algoritmech sdm zarizuje, ze pokud pomocna
cast tabulky obsahuje volny tadek, pak j-ty fadek je vybran z této pomocné casti paméti
(napf. se vybird vzdy volny fadek s nejvyssim poradovym ¢islem).

SLOZITOST ALGORITMU

V nésledujici vété pouzivame toto znaceni:
n — velikost ulozené mnoziny,
m — velikost adresovaci ¢asti tabulky,
m’ — velikost celé tabulky,
a = - — faktor zaplnéni,
B = % — adresovaci faktor,
A — jediné nezdporné feeni rovnice e + \ = %
Veéta. Ocekavany pocet testu pro metodu LICH
neuspésny pripad: e~ 7 + F, kdyz o < AB,

2(2—)\ .
5+1(e (5 )—1)(3—%+2)\)—%(%—)\), kdyz o > \3
uspésny pripad: 1+ 55, kdyZ o < AB,
L+ 2 (@F N 1228 = A)B-2+20) + 1§+ N + 21— 22), kdyz a > AB.
Ocekdvany pocet testu pro metodu EICH
neuspesny pripad: e~ 5 + %, kdyz o < A3,
FFNE+3 - +eF NG D+ G-+ 5) kdyza> A8
uspéesny pripad: 1 + %, kdyz o < A3,

a_ ) .

L+ 25+ 2((eF =11+ = (5 =)+ 35+ 5)), kdyz a > AB.
Ocekdvany pocet testu pro metodu VICH
neuspésny pripad: e~ 7 + F, kdyZ o < AB,

2(2—)\ .
5+1(e (3 )—1)(3—%+2)\)—%(9—)\), kdyz o > \3

B
uspésny pripad: 1+ 55, kdyZ o < AB,
T+ 25+ 2 =1 (1+X) = (5 =)+ 3+ 55+ 52 (5 —A—eF A 41), kdyz a > AS.

Chyba aproximace pro vsechny tyto odhady je O(log L\/m—/,)

Vsimnéme si, ze kazdy vyraz ma dvé c¢asti. Prvni ¢ast, kdyz a < A\G, odpovidd tomu, ze
neni zaplnéna pomocna ¢ast paméti, a analyza a i jeji vysledky jsou blizké analyze hasovani
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se separovanymi fetézci. Druha ¢ast odpovida situaci, kdy uz zacinaji fetézce srustat, a jeji
analyza je velmi slozitd (jak dokumentuji vysledky). Proto ji vynechdvame.

VII. HaSovani s linearnim pridavanim

Nyni popiseme dvé metody, které nepouzivaji zadné polozky pro praci s tabulkou. To zna-
mend, ze zpusob nalezeni dalsitho fadku Tetézce je zabudovan pfimo do metody a urcuje
hledani volnych fadku. Prvni a nejjednodussi metoda je haSovani s linedrnim pridavanim.
Idea je, ze kdyz mame ptidavat prvek x operaci INSERT (x) a vznikne kolize, pak nalezneme
prvni nasledujici volny tddek a tam prvek z ulozime. Pftedpokladame, ze radky jsou
¢islovany modulo m, tj. tvoii cyklus délky m.

RAadek tabulky mé tedy jedinou polozku — key.

Tato metoda vyzaduje minimalni velikost paméti. V tabulce se vsak vytvareji shluky
obsazenych radku, a proto pii velkém zaplnéni vyzaduje velké mnozstvi ¢asu (musi se projit
vSechny Fadky ve shluku). Metoda nepodporuje efektivni implementaci operace DELETE.
Zde neplati podobna poznamka jako pro srustajici hasovani, metody jsou skutecné neefek-
tivni, jejich provedeni odpovida velikosti shlukt.

Pro zjisténi preplnéni je vhodné mit ulozen pocet vyplnénych fadku a nebo pii vyhleddavani
testovat, zda nevysetiujeme podruhé prvni vySetfovany radek. Jind moznost je, ze v tabulce
je vzdy alespon jeden prazdny tadek, ktery slouzi pii vyhleddvanijako zarazka.

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmu je uveden pii popisu metody.

Formalni popis algoritmi:

MEMBER(z):

i:=h(z), h:=1

if 1.key = x then Vystup: = € S, stop endif

if i.key = prazdné then Vystup: = ¢ S, stop endif

1:=14+1

while i.key # prazdné a i.key # x a i # h do
t:=1+1modm

enddo

if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (z):
i:=h(x),j:=0
while i.key # prazdné a i.key # x a j < m do
t:=1+1modm, j:=75+1
enddo,
if j = m then Vystup: preplnéni, stop endif
if i.key =préazdny then
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i.key :=x

endif

Pitklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141,161} a h(z) = 2 mod 10.

Mnozina je ulozena v tabulce vlevo. Tabulka vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(53), INSERT(7). Tabulka vpravo vznikne z tabulky vlevo provedenim operace
INSERT(35).

radek | key radek | key
P(0) P(0)

P(1) |1 P(1) |1
P(2) |11 P(2) |11
P(3) |73 P(3) |73
P(4) (141 P(4) (141
P(5) |161 P(5) |161
P(6) |53 P(6) |53
P(7) |7 P(7) |7
P(8) P(8) |35
P(9) P(9)

OCEKAVANY POCET TESTU

Na zavér uvedeme slozitost této metody.

Véta. Ocekdvany pocet testi v metodé hasovdani s linedrnim priddvdnim je v neuspésném
Ay > > N | 1 2 ’ v~ 7 v’ . .- e 1 1
pripadé pribliné 5(1 + (E) ) a v uspésném pripade priblizné 5(1+ =2).

Analyza viz D. E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol. 3: Sorting and
Searching, Addison Wesley, 1973 (je ¢asti letni pfednasky).

VIII. Dvojité hasovani

Zakladni nevyhodou ptedchozi metody je zpusob vybéru volného fadku. Je stejny pro
vSechny fadky a dusledkem toho je velmi brzky vznik shluku radku, ktery vede brzy k
vyraznému zpomaleni algoritmu. Nésledujici metoda se snazi tento nedostatek odstranit
tim, ze vybér dalsich radku je zavisly na vklddaném prvku (idedlem je, aby pro ruzné prvky
pii kolizi byly posloupnosti adres, na nichz se hledd volny fadek, ruzné) a je rovnomeérné
rozprostfen po celé hasovaci tabulce. Toho dosdhne pouzitim dvou hasovacich funkci hy
a hy. Pii operaci INSERT(x), kdyz x neni jesté ulozen v tabulce, se nalezne nejmensi
i=0,1,... takové, ze (hi(z) + iha(x)) mod m je prazdny Fadek, a tam se prvek z vlozi.
Pozadavek na korektnost je, ze pro kazdé x musi byt ho(z) a m nesoudélné (jinak prvek x
nemuze byt ulozen na libovolném fadku tabulky).

Realizace ideje této metody je zalozena na predpokladu: pro kazdé x € U je posloupnost
{hy(z)+iha(z)}"," ndhodnd permutace mnoziny fadki tabulky. To sice v praxi nelze tiplné
presné realizovat, ale v kazdém piipadé je alespon nutné, aby z hy(x) = hq(y) plynulo, ze



31

posloupnosti {h (z) + iha(2)}75" a {h1(y) + iha(y)}1," budou dosti odligné.

Nevyhodou metody je fakt, ze nepodporuje operaci DELETE. Duvody jsou analogické jako
v hasovani s linedrnim pridavanim.

Pteplnéni se fesi stejnym zpusobem jako v hasovani s linedrnim pfiddvanim.

Zaludnost metody dvojitého hasovani nejlépe ukazuje fakt, ze hasovani s linearnim pridava-
nim je specidlnim piipadem dvojitého hasovani, kde funkce hs je konstantni s hodnotou
1. To jen ukazuje na nutnost provérovani predpokladi. Nasledujici analyza ukazuje, ze
dvojité hasovani je za urcitych predpokladu podstatné vyhodnéjsi nez hasovani s linedrnim
pridavanim. Vychazi pritom z teoretického predpokladu, ze pro kazdé x € U je posloupnost
{hy(z) + iha(x)}™ ' ndhodnou permutaci fadki tabulky. Experimenty ukazuji, ze i kdyz
teoreticky predpoklad nelze splnit, tak pii sikovné volbé funkce hy (viz predchozi poznamky)
se praktické vysledky blizi vysledkiim teoretické analyzy. Problém je vSak v zadani funkce
hs a v ¢asu potfebném pro vypocet hodnoty hs(x).

RAadek tabulky mé jedinou polozku — key.

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmu: Algoritmy jsou prakticky stejné jako pro hasovani s linedrnim
priddvanim. Jedina zména je pti hledani dalsiho fadku, v hasovani s linedrnim pfidavanim
jdeme na nésledujici v rddek a v této metodé jdeme na fadek s ¢islem o ho(x) vétsim
(pochopitelné modulo m). Pochopitelné hodnota ho(x) se pocita jen jednou, po spocitani

ey s

Formalni popis algoritmi:

MEMBER(z):
1= h1<£€), h:= hQ(ZE)
=0

while i.key #prazdny a i.key # z a j <m do
t:=t+hmodm, j:=75+1

enddo

if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (x):
1= h1<£€), h:= hQ(ZE)
7j:=0

while i.key #prazdny a i.key # z a j < m do
t:=t+hmodm, j:=j5+1

enddo

if j = m then Vystup: preplnéni, stop endif

if i.key =prézdny then i.key := x endif

Piiklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73,141,161}. HaSovaci funkce jsou hi(z) =
x mod 10 a hy(z) = 1 + 2(x mod 4), kdyz = mod 4 € {0,1}, ho(z) = 3 + 2(x mod 4), kdyz
x mod 4 € {2,3}. Mnozina je ulozena v tabulce vlevo, ktera vznikla posloupnosti operact:
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INSERRT(1), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7). Aplikujme operaci INSERT(35). Pak hy(35) = 9, tedy
posloupnost moznych adres pro ulozeni z = 35 je

(5,4,3,2,1,0,9,8,7,6).

Vysledek je ulozen v tabulce vpravo.

radek | key radek | key
P(0) |11 P0) |11
P(1) |1 P(1) |1
P(2) P(2) |35
P(3) |73 P(3) |73
P(4) (141 P(4) (141
P(5) | 7 P(5) | 7
P(6) |53 P(6) |53
P(7) (161 P(7) (161
P(8) P(8)

P(9) P(9)

ANALYZA

Nejprve provedeme analyzu vyhleddvéani v nedspésném piipadé. Oznacme g¢;(n, m) pravde-
podobnost toho, ze kdyz tabulka ma m fadku, z nichz n je obsazeno, pak tadky hq(x)+jha(z)
pro j = 0,1,...,9 — 1 jsou obsazené. Pak gy(n,m) = 1 a na zakladé predpokladu plati

q1 (n7m> = %7 QQ(”a m) = :LE:L,L__ll)) a obecné

[T)—o(n — )
IT=o(m—j)

qi(n,m) =

Odtud dostavame rekurentni vztah:

g;j(n,m) = Zq;_1(n—1,m — 1) pro véechna j,n > 0 am > 1.

Daéle pro tabulku, kterda mé m tddku a n z nich je obsazeno, ozna¢me C(n, m) ocekdvany
pocet testu pti neuspésném vyhledavani. Podle definice plati

n

C(n,m) =Y _(j + 1)(gj(n,m) — gj41(n,m) qu (n,m)

J=0

Ziejmé pro kazdé m plati C(0,m) = 1 a dosazenim rekurentniho vztahu pro pravdépodob-
nosti dostaneme

n
qunm—l—F qu 1,m—1):1+EC(n—1,m—1).
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Indukci ukézeme, ze C(n,m) = mTZ-lH' Kdyz n = 0, pak C(0,m) = m”ig}rl
plati. Predpokladejme, ze plati pro n —1 > 0 a pro kazdé m > n — 1, a dokazme, ze pak
plati pro n. Plati

=1 a tvrzeni

M nm-D+1)
Cln,m) =L+ 20 —1m—1) =1+ N =) +1)

n B m-+1
m—-n+1 m-n+1"

1+

Ocekavany pocet testti pti neuspésném vyhledavani v tabulce s m fadky, z nichz n je ob-

sazeno, je tedy mTLl_l.

Nyni vypocteme ocekavany pocet testii v ispésném piipadé. Pouzijeme metodu z analyzy
separovanych Tetézci. Pocet testi pii vyhledavani x € S je stejny, jako byl pocet test pti
vklddani z do tabulky. Tedy ocekavany pocet testu pri uspésném vyhledavani v tabulce s
m Tadky, z nichz n je obsazeno, je

1 ) 1 m—+1 m—+1 1 1
EZC(Z’m):E m—i—}-l: o ( - = —,)%
=0 ]:1‘] j=1 J

1 1 1 1
— In( m )~ — In( ).
a m—-—n-+1 a 11—«

Nasledujici tabulka ukazuje tyto hodnoty v zavislosti na velikosti a.

hodnota o« [ 0.5 0.7 0.9 ]0.95 [0.99 [0.999
— 2 |33 |10 |20 |100 | 1000
IIn(+X) [1.38 [1.70 |2.55 [3.15 [4.65 | 6.9

IX. Shrnuti

POROVNANI EFEKTIVITY

Uvedeme poradi metod hasovani podle ocekavaného poctu testu.
Netuspésné vyhledavani:

Hasovani s usporadanymi separovanymi fetézci,

Hagovani se separovanymi fetézci=HaSovani s pfemistovdnim,
Hasovani se dvéma ukazateli,

VICH=LICH,

EICH,

LISCH=EISCH,

Dvojité hasovani,

Hasovani s linedarnim ptridavanim.
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Uspééné vyhledévani:

Hasovani s usporadanymi sep. fetézci=Hasovani se sep. fetézci=Hasovani s piemistovanim,
Hasovani se dvéma ukazateli,

VICH,

LICH,

EICH,

EISCH,

LISCH,

Dvojité hasovani,

Hasovani s linedarnim ptridavanim.

Poznamka: Metoda VICH pfi netspésném vyhledavani pro a < 0.72 a pii uspésném vy-
hledavani pro a < 0.92 vyzaduje mensi ocekavany pocet testii nez metoda s dvéma ukazateli.
Pf#i nedspésném vyhleddvani md VICH a LICH stejnou slozitost a je o 8% lepsi nez EICH
a 0 15% nez LISCH a EISCH, které maji stejnou slozitost. Pfi dspésném vyhleddvani je
VICH nepatrné lepsi nez LICH a EICH, o 3% lepsi nez EISCH a o 7% lepsi nez LISCH.

Ocekavany pocet testt pti zcela zaplnéné tabulce:

Metoda s premistovdnim: neispésné vyhleddvani 1.5, ispésné vyhleddvani 1.4.
Metoda se dvéma ukazateli: tispésné i neispésné vyhledavani 1.6.

VICH: neuspésné vyhledavani 1.79, tispésné vyhledavani 1.67,

LICH: neuspésné vyhledavani 1.79, ispésné vyhledavani 1.69,

EICH: netspésné vyhledavani 1.93, uspésné vyhledavani 1.69,

EISCH: netspésné vyhledavani 2.1, dspésné vyhledavani 1.72,

LISCH: netspésné vyhledavani 2.1, ispésné vyhledavani 1.8.

Hasovani s linedrnim priddavanim je dobré pouzit jen pro a < 0.7, dvojité hasovani pro
a < 0.9. Pak jiz cas pro netspésné vyhledavani velmi rychle narusta.

Vliv g = % pii srustajicim hasovani.

P1i tspésném vyhledavéani je optimélni hodnota 8 = 0.85, pii neuspésném vyhledavani je
optimélni hodnota # = 0.78. V praxi se doporucuje pouzit hodnotu 5 = 0.86 (vyse uvedené
vysledky byly poéitdny pravé pro tuto hodnotu ).

Komentéar: Metody se separovanymi fetézci a srustajici hasovani pouzivaji vice paméti (pfi
sriistajicim haSovan{ soucet adresovaci a pomocné ¢asti tabulky). Metoda s pfemistovanim
a metoda dvojitého hasovani vyzaduji vice ¢asu — na premisténi prvku a na vypocet druhé
hasovaci funkce. VSechna tato fakta je tfeba vzit v ivahu pti rozhodovani, kterou metodu je
vhodné pouzit. Napt. pii velkém zaplnéni tabulky se muze ukazat vyhodnéjsi a i rychlejsi
pouzit standardni srustajici hasovani nez srustajici hasovani s pomocnou paméti. Veétsi
pamétové naroky mohou zapiicinit pouziti pomalejsi oblasti paméti a tim se metoda stane
nevyhodnou.

DALST OTAZKY

Jak nalézt volny radek?

Za nejlepsi metodu se povazuje mit seznam (zdsobnik) volnych Fddku, pfi operaci INSERT
z jeho kraje (vrcholu) vzit volny fddek a po uspésné operaci DELETE tam zase fadek
vlozit (pozor pii operaci DELETE ve strukturach, které nepodporuji DELETE).
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Jak Tesit pfeplnéni?

Standardni model: Pfti zakladni velikosti tabulky m se pracuje v zavislosti na poctu vloze-
nych prvki s tabulkami s 2'm fddky pro vhodné i = 0,1,.... Vhodné i znamena, ze faktor
naplnéni « je v intervalu < i, 1 > (s vyjimkou ¢ = 0, kde se uvazuje pouze horni mez). Pfi
prekroceni meze se zvétsi nebo zmensi ¢ a vSechna data se prehasuji do nové tabulky.

Po ptrehasovani do nové tabulky je pocet operaci, které vedou k novému pfehaSovavani,
vzdy roven alespon poloviné velikosti ulozené mnoziny.

V praxi se nedoporucuje striktné se drzet mezi. Pti preplnéni je napt. vhodné pouzivat pro
nové prvky malé pomocné tabulky a posunout velké prehasovani na dobu klidu (aby systém
nenechal uzivatele v dobé normélniho provozu ¢ekat).

Jak tesit operaci DELETE v metodach, které DELETE nepodporuji?

Jednou z moznosti je pouziti tzv. ‘falesného DELETE’. Tato idea navrhuje odstranit
prvek, ale fadek neuvolnit (v kli¢i nechat néjakou hodnotu, ktera bude znamenat, ze radek
je prézdny, a polozky podporujici praci s tabulkami neménit). Rédek nebude v seznamu
volnych tadku, ale operace INSERT, kdyz tento fadek testuje, tam muze vlozit novy
prvek. Kdyz je alespon polovina pouzitych radku takto blokovana, je vhodné celou strukturu
prehasovat. Pravdépodobnostni analyzu tohoto modelu nezname. Pro srustajici hasovani
neni potfeba tento postup pouzit (v takto pitimocaré podobé). Tam existuji metody zarucuji-
ci ndhodnost Tetézcu.

Podle nasich znalosti je otevienym problémem, jak vyuzit ideu hasovani s usporadanymi
separovanymi fetézci pro ostatni metody Feseni kolizi (jmenovité pro srustajici hasovani).

Jak se vyrovnat s teoretickymi predpoklady?

Pripomenme si predpoklady pro predchozi analyzy hasovani:

1) Hasovaci funkce se rychle spocitd (v case O(1)).

2) HaSovaci funkce rovnomérné rozdéluje univerzum (to znamend, ze pro dvé ruzné hodnoty
i a j hasovaci funkce plati —1 < |[h71(3)| — |h71(5)] < 1).

3) Vstupni data jsou rovnomeérné rozlozena.

Predpoklad 1) je jasny a dé se jednoduse splnit.

Predpoklad 2) neni tak striktni. Dokonce je vyhodné, kdyz rozdéleni univerza haSovaci
funkci kopiruje znamé rozlozeni vstupnich dat. Tato idea byla pouzita pti navrhu prekladace
pro FORTRAN (Lum 1971). Fortran byl vyvinut pro védecké vypocty a byl a je pouzivan
numerickymi matematiky. O nich je znamo, ze obvykle pouzivaji identifikdtory ve tvaru
i1, i2, j1, x1 atd., kdezto identifikatory ve tvaru xyz, ijk se prakticky nevyskytuji. Toto
bylo vyuzito v navrhu hasovaci funkce pro ukladéani identifikdtoru pti prekladu programu.
Tato funkce nerozdélovala univerzum rovnomeérné, zato se snazila, aby pro bézné tvary
identifikatoru nedochézelo ke kolizim. Takto navrzeny piekladac byl testovan a ziskané
vysledky byly porovnany s teoretickymi vypocty. Porovnéni vysledku (byla aplikovana
metoda separovanych fetézci) je v nésledujici tabulce:

hodnota o« | 0.5 0.6 [0.7 108 |0.9
experiment |1.19 |1.25 |1.28 |1.34 |1.38
teorie 1.25 | 1.30 |1.35 |1.40 | 1.45
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Ukézalo se, ze prakticky dosazené vysledky jsou lepsi. Protoze vSak obvykle neni pfedem
znéamo rozlozeni vstupnich dat, nelze uvedeny fakt pouzit. Proto je pozadavek 2) formulovan
pro rovnomérné rozdéleni (vychdzi se z predpokladu, ze obecné bude nejvice vyhovovat) a
1ze jej dobie splnit.

Zéaveér: Podminky 1) a 2) muzeme splnit a kdyz zndme rozlozeni vstupnich dat, muzeme
dosahnout jesté lepsich vysledku, nez dava analyza.

Hlavni problém pfi pouziti téchto metod tedy je, Ze nezndme rozlozeni vstupnich dat a
nemuzeme ho ani ovlivnit. Pfitom tento predpoklad je pro uvedené metody a jejich analyzu
hasovaci funkci. Dusledkem tohoto faktu bylo, ze na pocatku 70. let se zac¢alo od hasovani
ustupovat.

V nésledujicim odstavci uvedeme metodu navrzenou Carterem a Wegmanem v roce 1977,
ktera obchazi predpoklad 3) a nahrazuje ho predpokladem, ktery muzeme ovlivnit. To vedlo
k novému zajmu o hasSovani a dusledkem bylo a je jeho hojné pouzivani v praxi.

X. Univerzalni haSovani

Tato metoda je zalozena na nasledujici ideji. Misto pevné hasovaci funkce méjme mnozinu
H funkci z univerza do tabulky velikosti m takovych, ze pro kazdou mnozinu S C U, |S| < m
se vétsina funkei chova dobfe vuci S v tom smyslu, ze je mélo kolizi. Pozadavek 3) je pak
nahrazen tim, ze se ndhodné zvoli funkce h € H (s rovhomérnym rozdélenim) a pomoci ni
se pak haSuje. Protoze funkci volime my, tak muzeme pozadavek rovnomeérného rozdéleni
zajistit. Nasledujici analyza je platna pro vSechny mnoziny S C U. Je délana nikoliv ptes
vSechny mnoziny S C U, ale pfes vSechny funkce h € H (tj. mnozina S je vzdy pevné dana,
funkce h € H se voli).

Pti navrhu formalizace se vSak objevily technické potize. Pozadavek, aby funkce h € H
byly rychle spocitatelné, vede k tomu, aby byly zadané analyticky. Jak uvidime dale, forma-
lizace vyzaduje znat velikost H, jeji stanoveni je ale obecné pro takto zadané funkce prob-
lematické. Jednoduché teSeni tohoto problému je nasledujici. Ptedpokladame, ze méame
mnozinu indexovanych funkci a misto s funkcemi budeme pracovat s jejich indexy. Dvé
funkce budeme povazovat za ruzné, pokud maji ruzné indexy (i kdyz jsou to stejné funkce).
To znamend, ze H = {h; | i € I}, kde pro kazdé i € I je h; funkce z univerza U do
mnoziny {0, 1,...,m —1}. Za velikost této mnoziny budeme povazovat mohutnost mnoziny
I. Pii aplikaci metody budeme vybirat prvek ¢ € I (s rovhomérnym rozdélenim) a jako
hasovaci funkci pak pouzijeme funkci h;. V tomto ptipadé bude ocekdvand hodnota ndhodné
proménné prumeér pies I, presnéji, kdyz ¢ je ndhodnd proménnd z mnoziny I do realnych

Do 00

¢isel, pak jeji ocekavana hodnota je ]

Formalné: Necht U je univerzum. Systédm funkci H = {h; | i € I} z univerza U do mnoziny
{0,1,...,m — 1} se nazyvé c-univerzélni (c je kladné reilné ¢islo), kdyz

I
Vo, € U, £y plat [{i € T | ha(w) = haw)}] < L.

m
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Nasim cilem bude napred ukédzat existenci c-univerzalnich systému, pak nalézt jejich vlast-
nosti a zjistit, zda pro kazdou mnozinu S C U je ocekavana délka fetézcu skutec¢né imérna
faktoru naplnéni (pouzijeme metodu separovanych fetézcu).

EXISTENCE UNIVERZALNICH SYSTEMU

Bez ijmy na obecnosti budeme predpoklddat, ze univerzum je tvaru U = {0,1,..., N — 1}
pro néjaké prvocislo N. To lze, protoze vime, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje prvocislo
p takové, ze n < p < 2n. VysSetiime mnozinu funkci H = {hqy | (a,b) € U x U}, kde
hap(z) = ((azx + b) mod N) mod m.

Protoze soubor H obsahuje jen linearni funkce, 1ze kazdou funkci z H rychle vycislit. Tedy
pozadavek na rychlou vy¢islitelnost hasovaci funkce je splnén.

Zvolme z,y € U takova, ze x # y. Chceme nalézt vSechna a a b z U takovd, ze hyp(z) =
ha,b(y>~

Kdyz hgp(2) = hap(y), pak musf existovat i € {0,1,...,m—1} ars€ {0,1,...,[2] -1}
tak, ze plati

(ax +b =i+ rm)mod N

(ay +b =i+ sm) mod N.

Povazujme z, y, i, r a s za konstanty a a a b za neznamé. Pak fesime systém linearnich
rovnic v télese Z/ mod N, kde Z jsou celd ¢isla. Matice soustavy

z 1

y 1
je regularni, protoze x # y. Tedy pro fixovand z, y, i, r a s existuje jediné feSeni této
soustavy. Ptitom pro dana x a y muze ¢ nabyvat m hodnot, r a s nabyvaji (%} hodnot.

Lze tedy shrnout, ze pro kazda z,y € U takovd, ze x # y, existuje m((%})z dvojic (a,b) z
U x U takovych, ze hqp(x) = hap(y).

Véta. Systém H je c-univerzdlni pro

Diikaz. Velikost U x U je N2, protoze velikost U je N. Pro riznd z,y € U je pocet
(a,b) € U x U takovych, ze hqp(x) = hap(y), roven

m(rY QZMN_Q_U%W)Q\UXW
(1) A m ) m

Kdyz polozime
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pak je systém c-univerzalni.

Zaver: Dokazali jsme existenci c-univerzalnich systému pro c¢ blizké 1 pro vSechna univerza
(viz komentar k predpokladu na univerza).

Vsimnéme si, ze kdyz b = b mod m, pak hop = hop, a proto pocet ruznych funkei v
systému H je mensi nez N2. Na druhé strané nelze vylepsit odhad poétu funkei, pro které
plati, ze hqp(x) = hap(y) pro libovolné z,y € U, x # y. Proto, kdyz bychom v definici c-
univerzalniho systému pouzili skutec¢nou velikost H misto velikosti mnoziny indexi, dostali
bychom horsi vysledky, tj. vétsi hodnotu c.

VLASTNOSTI UNIVERZALNT{HO HASOVANT

Nyni budeme predpoklddat, ze mame c-univerzalni systém funkei H = {h; | i € I}.
Pro kazdé i € I a pro prvky x,y € U definujme

i\ T, -
Y 0, kdyz x =y nebo h;(x) # hi(y).
Pro mnozinu S C U, z € U a i € I definujme
yes

Pro fixovanou mnozinu S C U a pro fixované x € U sec¢teme §;(z, S) pres vSechna i € I:

el i€l yes yes icl yES ytT
I y

M { (18| -1l kdyzazes,
I y

yeSy#ta \S|C‘—m‘ kdyz x ¢ S.

Z toho plyne, ze horni odhad o¢ekavané hodnoty §;(z, S) (ktera je hornim odhadem ocekava-
né délky tetézce na adrese h;(x)) pocitany pro fixovanou mnozinu S C U a fixované z € U
pres vSechny indexy funkci ¢ € I s rovnomérnym rozdélenim, je

IS kdyz  z € S,

ﬁZéi(m,S): { ¢ m

el c‘—i' kdyz x¢S.

Veéta. Ocekavany cas operaci MEMBER, INSERT o DELETE v c-univerzdlnim haso-
vani je O(1 4 ca), kde a je faktor naplnéni (tj. a = ‘—i')

Ocekdvany ¢as posloupnosti n operaci MEMBER, INSERT o DELETE aplikovanich
na prdazdnou tabulku v c-univerzdlnim hasovdni je O(n(1 + §a)).

Vyznam vysledku: Vzorec se lisi jen o multiplikativni konstantu ¢ od vzorce pro hasovani
se separovanymi fetézci. Pfitom ¢ muze byt jen o mdalo mensi nez 1 a ve vSech znamych
prikladech je ¢ > 1. Takze, ¢eho jsme dosahli? Rozdil je v predpokladech. Zde je predpoklad
3) nahrazen predpokladem, ze index i je vybirdn z mnoziny I s rovnomérnym rozdélenim, a
neni kladen zadny predpoklad na vstupni data. Vybér indexu i mtizeme ovlivnit, ale
vybér vstupnich dat nikoliv. Muzeme zajistit rovnomérné rozdéleni vybéru i z I nebo
se k tomuto rozdéleni hodné ptiblizit.
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MARKOVOVA NEROVNOST

Ukéazeme dalsi vlastnosti c-univerzdlnich systému. Predpokladejme, Zze je ddna mmnozina
S CU aprvek z € U. Oznaéme p otekdvanou hodnotu proménné é6;(x,.S) (tedy otekavané
délky tetézce v S, ktery obsahuje x), a méjme ¢ > 1.

Vysetiime, jaka je pravdépodobnost, ze pro ¢ € I je hodnota §;(z,S) alespon tu. Nasim
cilem je shora odhadnout tuto pravdépodobnost ¢islem % (predpokladame opét, ze i je z I
vybran s rovnomérnym rozdélenim).

Oznaéme I' = {i € I | §;(z,S) > tu}. Pak plati

_ Yier%i(@, 5) > >icr 0i(%,5) > 2iertn ||

p= > = oty
1] 1] 1] 1]
Odtud ;
<2
t
a tedy . ,
Prob(d;(x,S) > tu) = H <37

Veéta. Pro kazdy c-univerzdlni systém H, pro kaZdou mnoZinu S C U a kaZdy prvek x € U
plati: Kdyz ocekdvand velikost 0;(x, S) je pu, pak pravdépodobnost, Ze d;(x,S) > tu, je mensi
nez %

Poznamka: Toto tvrzeni plati v teorii pravdépodobnosti obecné a nazyva se Markovova
nerovnost. Uvedeny dikaz ilustruje jeho jednoduchou ideu pro kone¢ény piipad.

PROBLEMY

Hlavni problém pro praktické uziti univerzalniho hasovani je zajiSténi rovnomérného rozdé-
leni pti vybéru indexu ¢ z I.

Postup, jak provést tento vybér, je jednoduchy. Zakédujeme indexy z mnoziny I do mnoziny
¢isel 0,1,...,|I| — 1. Zvolime ndhodné ¢islo ¢ z intervalu {0, 1,...,|I| — 1} s rovhomérnym
rozdélenim a pak pouzijeme funkci s indexem, jehoz kéd je i. Protoze ale velikost I muze
byt obrovska (jak jsme vidéli, mtize byt i N2, kde N je velikost univerza), nelze tento vybér
obvykle jednoduse provést jednim zavoldnim bézného ndhodného generdtoru. Lze ho napi.
realizovat takto:

Nalezneme nejmensi j spliujici 2/ — 1 > |I| — 1. Pak é&fsla v intervalu {0,1,...,27 — 1}
jednoznacné koresponduji s posloupnostmi 0 a 1 délky j. Takze staci vybrat ndhodné
posloupnost 0 a 1 délky j. K tomu pouzijeme ndhodny generator 0 a 1 s rovhnomérnym
rozdélenim.

Uvedeny postup je jednoduchy, ma vsSak jednu zavadu. Skutecny nahodny generator pro
rovnomeérné rozdéleni je prakticky nedosazitelny (zda se, ze to jsou nékteré fyzikdlni pro-
cesy). K dispozici je pouze pseudondhodny generator. Jeho nevyhoda je v tom, Ze ¢im je
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generovana posloupnost delsi, tim je pravidelnéjsi a tedy vzdalenéjsi od skutecné nahodné
posloupnosti.

Tato fakta motivuji nase dalsi cile. Chceme zkonstruovat co nejmensi c-univerzalni systémy
(bez néjakych pozadavku na velikost ¢) a zaroven nalézt dolni odhady velikosti c-univerzél-
nich systému.

DOLNf ODHADY NA VELIKOST

Predpokladejme, ze U je univerzum velikosti N aze H = {h; | i € I} je c-univerzalni systém
funkei hasujicich do tabulky velikosti m. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze

I=1{0,1,...,|I] - 1}.

Indukci definujme mnoziny Uy, Uy, ... tak, ze Uy = U a déle:

Necht U je nejvétsi podmnozina Uy vzhledem k poétu prvki takova, ze ho(Uy) je jedno-
prvkova mnozina.

Necht Us je nejvétsi podmnozina Uy vzhledem k poétu prvki takova, ze hi(Uz) je jedno-
prvkova mnozina.

Necht Us je nejvétsi podmnozina Us vzhledem k poctu prvki takova, ze ha(Us) je jedno-
prvkova mnozina.

Obecné, necht U; je nejvétsi podmnozina U;_; vzhledem k poétu prvki takova, ze hi—1(U;)
je jednoprvkova mnozina.

Protoze hasujeme do tabulky velikosti m, plati |U;| > [%] Jelikoz |Up| = N, dostavame
indukcf, ze |U;| > [£5] pro kazdé i. Zvolme i = [log,, N] — 1. Pak i je nejvétsf piirozené
c¢islo takové, ze % > 1. Tedy U; mé alesponn dva prvky. Zvolme tedy z,y € U; tak, ze

x #y. Pak h;j(x) = hj(y) pro j =0,1,...,7i— 1. Takze dostavame

i< |G e | hy(e) = hy(w)) < 9L,

m

Véta. Kdyz H = {h; | i € I} je c-univerzdlni systém pro univerzum U o velikosti N haSujici
do tabulky s m radky, pak
m
11> ™ (log,, N - 1)

Posloupnosti 0 a 1 pi ndhodné volbé i z I musi mit proto délku [(logm —logc+loglog N —
loglogm)].

Ve vyse uvedené vété jsou vSechny logaritmy o zékladu 2, posledni ¢len jsme ziskali z prevodu
log,, N na log, N.

Tato véta tedy iika, ze ¢im vétsi je univerzum, tim vétsi musi byt c-univerzalni systém.
Podle naseho odhadu velikost c-univerzalniho systému roste imérné alespon s logaritmem
velikosti univerza (nasledujici konstrukce ukéze, ze muzeme této velikosti dosdhnout az na
multiplikativni konstantu).
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Pouzijeme-li tuto metodu, tak nam nahodna volba indexu hasovaci funkce nemusi dat dobry
vysledek, ale v takovém ptipadé muzeme volbu indexu hasovaci funkce opakovat a splnéni
predpokladu, ze indexy jsou vybirdny s rovnomérnym rozdélenim, ndm zarucuje dobry
vysledek pfi malém poctu voleb. To vSak neplati pro obrovska univerza, protoze nemame
nahodny, ale jen pseudonahodny generator. To nas varuje, abychom byli pfi obrovskych
univerzech opatrni.

MALY UNIVERZALNI SYSTEM

Zkonstruujeme c-univerzalni systém takovy, ze logaritmus velikosti jeho indexové mnoziny
pro velkd univerza je az na aditivni konstantu mensi nez 4(logm + loglog N), kde N je
velikost univerza a m je pocet fadku v tabulce. To znamend, ze délka posloupnosti 0 a 1
pro ndhodnou volbu funkce i € I je az na multiplikativni konstantu rovna jejimu dolnimu

odhadu.

Necht pq, po, ... je rostouci posloupnost vsech prvoéisel.
Predpokladame, ze univerzum je tvaru U = {0,1,..., N — 1}, kde N je pfirozené ¢islo, a ze
je ddno ¢&islo m. Necht ¢ je nejmensi pfirozené éislo takové, Ze tlnp; > mln N. Definujme

Hy ={gcalhe) |t <l <2t,¢c,de{0,1,...,p2r — 1}},
kde h¢(z) = z mod py a g¢,q(x) = ((cx + d) mod py¢) mod m.
Ukézeme, ze H; je 3.25-univerzalni systém.

Indexové mnozina systému H; je mnozina I = {(c,d,l) | ¢,d € {0,1,...,por—1}, t <1 < 2t}
a jeji velikost je |I| = tp3,.

Pripomeneme si odhady velikosti prvocisel.

Véta. Pro i > 6 plati
i(lni+Inlné) > p; > ilni.

Zde Ini znamend prirozeny logaritmus, tj. logaritmus o zdkladu e. Tuto vétu lze nalézt
v zékladnich monografiich o teorii ¢isel, napt. Algorithmic number theory od E. Bacha a
J. Shallita, ktera vysla v MIT Press v roce 1996.

7 predchozi véty plyne, ze p; < 2iIni pro kazdé i, tedy poy < 4tIn2t. Odtud |I| < 16t In? 2¢.
7 toho dostavame

log(|I]) < 4+ 3logt + 2loglogt.

Pro dostatecné velké t (takové, ze logt > 2loglogt) plati, ze log(|I]) < 4(1 + logt). Z
definice ¢ plyne, ze t < mIn N (kdyz p; > 3, pak Inp; > 1).
Zaver: log(|I]) < 4(1 + logm + loglog N).

Tedy je splnén pozadavek na odhad velikosti I a dale budeme dokazovat 3.25-univerzalitu.



42

UNIVERZALITA MALEHO SYSTEMU

Zvolme riznad x a y z univerza U. Oznacime

G1={(c,d, 0) | ge.a(he(x)) = ge.alhe(y)), he(z) #
Gy = {(c,d, 0) | ge.a(he()) = ge.alhe(y)), he(z) =

a odhadneme velikost G a Gs.

Odhad velikosti G;. Kdyz (¢,d,f) € Gy, pak existuji i« € {0,1,...,m — 1} a r,s €
{0,1,...,[B2] — 1} takova, ze

(¢(z mod pg) + d =i+ rm) mod pyy
(¢(y mod py) + d =i + sm) mod pay.

Kdyz c a d povazujeme za neznamé, pak je to soustava linearnich rovnic s regularni matici
(protoze z mod py # y mod p;) v télese Z/ mod pos, a tedy pro kazdé ¢, i, r a s existuje
pravé jedna dvojice (¢, d), kterd je jejim feSenim. Proto

Dot tp%t m o |I|
G| <tm —=(1+ — 1+ —
‘ 1‘ ((mD m ( 'pgt) m( 'pgt)

Odhad velikosti G3. Ozna¢me L = {¢ | t < £ < 2t, z mod p; = y mod p;} a polozme
P = Tl,cp pe- Protoze x mod p, = y mod p; je ekvivalentni s tvrzenim, ze p, déli |z — g,
tak P déli |z — y|. Odtud plyne, ze P < N, protoze |z —y| < N. Z faktu, ze p; < py pro

kazdé ¢ € L, dostavame, ze P > p|L| Z definice t déle plyne, ze |L| < lnN - < t . Protoze
(¢,d,?) € Gy, pravée kdyz £ € L a ¢,d € {0,1,...,pa — 1}, shrneme, ze

2
Gal < (L2, < P2 — 1]
m m

Nyni spocitdme odhad vyrazu (1 + %)2. Ztejme, bez jakychkoliv predpokladu, plati, ze

(1+ < 4, protoze m > po; implikuje

P2t>
tlnp; <tlnpy <mlnm <mlnN

a to je spor. Nejprve za piedpokladi, ze t > 6 a mInmInlnm < N ukazeme, ze m < £4.
Skutecné, z predpokladu plyne

Inm+Inlnm+Inlnlnm < InN.

Kdyby m > {4, pak z Véty o velikosti prvocisel dostaneme m > £4 > tILntt t a odtud
plyne, ze

tlnp; <t(lnt+Inlnt+Inlnlnt) <m(lnm+Inlnm +Inlnlnm) < mIn N
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a to je spor s definici t. Tedy m < {£5. Odtud plyne

m £y t(ntlnlnt) 1
— < < < =
p2r  2tIn2t 2tIntln 2t 2

pomoci Véty o odhadu velikosti prvocisel a faktu, ze
In2¢ > Int > Inlnt pro vSechna t > 1.
Kdyz toto shrneme, dostaneme, ze (1 + 1%>2 < 1.52 = 2.25, a odtud plyne

|1

m

{i € 11 hia) = )} = |G| +1Gsl < a4 M2 1 o

— <
D2t m

(1+2.25) =3.25

Shrnuti:

Véta. KdyzmlnmInlnm < N aIn N > 13, pak Hy je 3.25-univerzdlni systém hasovacich
funkci a bez jakychkoliv predpokladu Hy je 5-univerzdlni systém hasovacich funkci. Velikost
jeho indexové mnoZiny je

[I| = O(m?®In® N(Inm 4 Inln N)?).

Na zavér této ¢asti odvodime dolnf odhad na velikost c.

Véta. Meéjme univerzum U o wvelikosti N a necht H je c-univerzdini systém hasovacich
funkct do tabulky o velikosti m. Pak

S N—m o1 m
C _— —
- N-1 N
Nejprve dokazeme technické lemma.
Lemma. Méjme redlnd ¢isla b; proi =0,1,...,m —1 a necht b= Z:’i—ol b;. Pak plati

m—1 b
> bi(bi — 1) = b(— —1).
1=0 m

Dikaz lemmatu. Podle Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti plati

m—1 m—1 m—1
2 2
(Zm1y1> S( mz)(zy'L)
i=0 i=0 i=0
pro kazdé dvé m-tice redlnych ¢isel g, x1,...,Zm_1 & Yo, ¥Y1,---,Ym—_1. Polozime-li x; = b;
a y; = 1, pak dostaneme
m—1 m—1

bi)2 = b’ < m(Z bg)?

1=0 i=0
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atedy © < S Tp2. Odtud

m—1 —12 m—1 m—1 b2 b
;bzb—l ;bi—Zbi:Zb —b>——b=b(-——1). O

1=0 1=

Dikaz Vety. Méjme funkci f: U — S, kde U ma velikost N a S ma velikost m. Oznac¢me
A mnozinu uspotadanych dvojic u,v € U takovych, ze u # v a f(u) = f(v). Kdyz pro s € S
oznatime ks = |f~1(s)|, pak |[A] = 3", g ks(ks — 1). Z lemmatu plyne, ze

A=Y k(k 1) 2 NG - =N,
s€eS

protoze ) . gks = N.
Kdyz H = {h; | i € I'} je c-univerzalni systém funkci z univerza U o velikosti N do tabulky
o velikosti m, pak pomoci lemmatu dostavame

N—m

TN ( )<Y H(x,y) €U X U | h(z) = h(y), z # y}| =
iel
> W{ieI|h(z)=h(y)}

(z,9)EUXU, z#y

1| 1|
< Z CE:N(N—l)c—.

m
(z,y) €U XU, x#y
Odtud plyne, ze N —m < ¢(N — 1), a tedy

N—m N-—-m
c> > =1-

m
- N—-1 N N’ =

PROBLEMY UNIVERZALNTHO HASOVANT

Lze pouzit i jiné metody na feSeni kolizi nez separované fetézce. Jak to ovlivni pouzitelnost
univerzalniho hasovani? Plati podobné vztahy jako pro pevné danou hasovaci funkci? Jaky
vliv na efektivnost ma neptitomnost operace DELETE?

Existuje c-univerzalni hasovaci systém pro ¢ < 1?7 Jaky je vztah mezi velikosti c-univerzal-
niho hasovaciho systému a velikosti ¢? Lze zkonstruovat maly c-univerzalni systém pro
¢ < 3.257 Zde hraje roli fakt, ze pii ¢ = 3.25 se ocekavana délka fetézce muze pohybovat az
kolem hodnoty 7.

Pouzitim Cebysevovy nerovnosti misto Markovovy dostaneme horni odhad ‘2—22 pro pravdé-
podobnost, ze délka fetézce je o t vétsi nez jeji ocekdvand hodnota (o2 je rozptyl). Za jakych
okolnosti je to lepsi odhad? Lze pouzit i momenty vyssich radu?
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Uvazujme nasledujici model:

Je dana zakladni velikost tabulky m a déle pro j = 0,1, ... ¢isla (parametry) [; a c-univer-
zaln{ hasovaci systémy H; = {h; | i € I;} z univerza do tabulky s m27 radky.

Mnozina S C U je reprezentovana nasledovné: je dano j takové, ze kdyz j > 0, pak
m27=2 < |S| < m2/, kdyz j = 0, pak |S| < m, a je zvolen index i € I;. Dale mdme
prosté fetézce ro,7r1,...,7m2i—1, jejichz délky jsou nejvyse [;, a fetézec 1, obsahuje prvky
{s €S| hi(s)=k}.

Operace INSERT () prohledd fetézec 74,5y a kdyz tento fetézec neobsahuje prvek z, pak
ho pfidd. Kdyz m27=2 < |S| < m2/ a délka Tetézce rp,(x) je nejvyse l;, pak operace koni.
Kdyz |S| > m27, tak se nejdiive zvéts{ j o 1. Pak se ndhodné zvoli i € I; a zkonstruuji
se Tetézce reprezentujici S. Kdyz néktery z nich ma délku veétsi nez [;, tak se volba a
konstrukce fetézcu opakuje tak dlouho, dokud se nepovede zvolit 7 € I; takové, ze vSechny
zkonstruované fetézce maji délku nejvyse [;. Operace DELETE se fesi analogicky.
Problém: Jak volit parametry [;?

Jak pouzit Markovovu nerovnost a ocekavanou délku maximalniho retézce pro odhad oceka-
vaného poctu voleb hasovaci funkce?

V pripadé teseni kolizi dvojitym haSovanim nebo haSovanim s linearnim ptriddvanim jsou
zapottebi silnéjsi podminky na velikost S. Jaké?

S jakou pravdépodobnosti se pfepocitava ulozeni S s novou hasovaci funkei?

XI. Perfektni hasovani

Jiny zpusob feSeni kolizi predstavuje perfektni hasovani. Idea je nalézt pro danou mnozinu
hasovaci funkci, kterd nepfipousti kolize.

Nevyhodou této metody je, ze pfi ni nelze prirozenym zptusobem realizovat operaci IN-
SERT (pro novy vstup nemuzeme zarucit, ze nevznikne kolize). Metodu lze prakticky
pouzit pro ulohy, kde lze ocekavat hodné operaci MEMBER, zatimco operace INSERT
se témér nevyskytuje (pak se kolize muze fesit pomoci malé pomocné tabulky, kam se
ukladaji kolidujici data).

Zadéni ulohy: Pro danou mnozinu S C U chceme nalézt hasovaci funkci h takovou, ze

1) pro s,t € S takové, ze s # t, plati h(s) # h(t) (tj. h je perfektni hasovaci funkce pro 5);
2) h hasuje do tabulky s m Fadky, kde m je piiblizné stejné velké jako |S| (neni prak-
tické hasovat do prilis velkych tabulek — ztraci se jeden ze zakladnich duvodu pro pouziti
hasovéni);

3) h musi byt rychle spocitatelna — jinak hasovani neni rychlé;

v evs

h bude vyzadovat ptiliS mnoho paméti, napt. kdyz by byla dana tabulkou, pak se ztraci
duvod k pouziti hasovani stejné jako v bodeé 2).

Jedna z vyhod této metody je, Ze nalezeni perfektni hasovaci funkce nevyzaduje velkou
rychlost. Na jeji nalezeni muzeme spotiebovat vice ¢asu, protoze se provadi jen na zacatku
ulohy.

Uvedené pozadavky motivuji zavedeni néasledujictho pojmu:
Mgjme univerzum U = {0,1,..., N — 1}. Soubor funkei H z U do mnoziny {0,1,...,m—1)
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se nazyva (N, m, n)-perfektni, kdyz pro kazdou mnozinu S C U takovou, Ze |S| = n, existuje
h € H perfektni pro S (tj. h(s) # h(t) pro kazda dvé ruznd s,t € .5).

Tento pojem je sice zjednoduSenim nasi ulohy, ale ddvd nam dobrou pfedstavu o jeji
obtiznosti. Nevime totiz, zda vibec pro kazdou mnozinu existuje jeji perfektni hasovaci
funkce splnujici dalsi nase pozadavky. Proto nejprve vySetiime vlastnosti (N, m, n)-perfekt-
nich souboru funkei.

DOLNf ODHADY NA VELIKOST

Méjme funkei h z U do mnoziny {0, 1,...,m —1}. Nejprve odhadneme pocet mnozin S C U
takovych, ze h je perfektni hasovaci funkce pro S a |S| = n. Funkce h je perfektni pro
mnozinu S C U, pravé kdyZ pro kazdé i = 0,1,...,m —1 je |h=1(i) N S| < 1. Odtud plyne,
ze pocet téchto mnozin je

n—1
ST IR G0 <ig <iy <+ <ip_y <m}.
j=0

Vysvétleni: Kdyz h je perfektni pro mnozinu S, pak h(S) ={i; | j =0,1,...,n — 1}, kde
0<ip<ip < - <in_1 <m. Protoze |SNh~1(i;)| =1 pro kazdé j = 0,1,...,n — 1, tak
téchto mnozin je H;:& |h=1(i;)|. VysEitdnim ptes h(S) dostaneme nés vyraz.

7. Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti plyne, ze velikost tohoto vyrazu je maximalni, kdyz

pro kazdé i plati |h='(i)] = &. Tedy h mize byt perfektni nejvyse pro (') (£)" mnozin
(¢islo (TZ) urcuje pocet posloupnosti 0 < ip < i3 < -+ < 7,1 < m). Protoze n-prvkovych

o . . N s 2 .~
podmnozin univerza je (n), dostavame, ze

()

()

| >

3=
=

Pouzijeme jesté jinou metodu k dolnimu odhadu velikosti H. Tato metoda je zalozend
na stejné ideji jako je dolni odhad velikosti c-univerzalnich systému. Predpokladejme, ze
H ={hy,...,h} je (N, m,n)-perfektni soubor funkci. Indukei definujme mnoziny U;:

Uy = U a pro i > 0 je U; nejvétsi (co do poctu prvkia) podmnozina U;_; takovd, ze h; je
konstantni na U;. Pak |U;| > Wi—,ﬂ;l‘ pro viechna i > 0. Z |Up| = N plyne, ze |U;| > 2.
Pro kazdé i = 1,2,...,t a kazdé j < i je h;(U;) jednobodova mnozina. Proto zadna h;,
kde j < i, neni perfektni pro mnozinu S C U takovou, ze |S N U;| > 2. Protoze H je
(N, m,n)-perfektni, musi byt |U] < 1, a tedy % < 1. Odtud plyne, ze t > %ggﬁ Shrneme
uvedené odhady:

Véta. Kdyz H je (N, m,n)-perfekini soubor funkct, pak

(Y)  logN
() (5 logm

|H| > max{

}.
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EXISTENCE (N, m,n)-PERFEKTNIHO SOUBORU

Mégjme univerzum U = {0,1,..., N — 1} a soubor funkci H = {hy, ha,...,h} z univerza
U do mnoziny {0,1,...,m — 1}. Reprezentujeme tento soubor pomoci matice M (H) typu
N x t s hodnotami {0,1,...,m — 1} tak, Zze prox € U ai=1,2,...,t je v z-tém Fadku a
i-tém sloupci této matice hodnota h;(z). Pak pro mnozinu S = {s1, s2,...,s,} C U plati,
ze zadna funkce h € H neni perfektni pro mnozinu S, pravé kdyz podmatice M (H) tvofrena
radky si, So,..., s, a vSemi sloupci nemé prosty sloupec. Pocet matic typu NV x ¢ takovych,
ze zadna z reprezentovanych funkci neni perfektni pro fixovanou mnozinu S C U takovou,
ze |S| = n, je nejvyse
n—1
(m™ = [ (m—0)'mN =",

i=0

Vysvétleni: m™ je pocet vsech funkei z S do {0,1,...,m—1}, H?:_()l (m—1) je pocet prostych
funkei z S do {0,1,...,m — 1}, a tedy pocet vSech podmatic s n fadky takovych, ze zaddny
jejich sloupec neni prosty, je (m™ — H;'.L:_Ol(m —1))t. Tyto podmatice muzeme libovolné
doplnit na matici typu N x n a pro kazdou matici je téchto doplnéni mN—")t,

Podmnozin U velikosti n je (]X ), tedy pocet vSech matic, které nereprezentuji (N,m,n)-
perfektni systém, je mensi nez

Vsech matic je m™?* a kdyz
N n—1
) (M) om = TLm =yttt < m,
n
i=0

pak nutné existuje (N,m,n)-perfektni systém. Vydélime nerovnost ¢islem m™!, pak ji
zlogaritmujeme a vycislime odhad velikosti ¢. Tim dostaneme, ze nasledujici vyrazy jsou
ekvivalentni s nerovnosti (x):

Cwu_mﬁm—%uﬂ o > In ;)

n n—1 m—i N
Protoze In (JX) < nln N a protoze
n—1 . n—1 . . . " .
“In(1— M) > T - 1) = edoino =) > o) In(1- &)de.
m" , m

kde integral je roven
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’n2 . . e
dostavame, ze kdyz t > n(ln N)e , pak (*) plati, a tedy existuje (N, m, n)-perfektni soubor
funkei.

Existence (N, m,n)-perfektniho souboru funkei ale nezarucuje splnéni pozadavka 3) a 4).
Abychom uspéli i v ostatnich pozadavcich, pouzijeme ideu z metody univerzalniho hasovani
ke konstrukci perfektni hasovaci funkce.

KONSTRUKCE PERFEKTNI HASOVAC FUNCE
Predpokladejme, ze univerzum je tvaru U = {0,1,..., N — 1}, kde N je prvocislo. Méjme
mnozinu S C U o velikosti n. Budeme uvazovat funkce
hi(x) = (kx mod N) mod m prok=1,2,....N —1.
Proi=0,1,.... m—1ak=1,2..., N — 1 oznacme
=|{z € S| (kr mod N) mod m = i}|.

Vyznam b¥: Hodnoty b¥ lze povazovat za veliciny, které ukazuji odchylku funkce hj od
perfektnosti (udavaji pocet prvka mnoziny S, které se zobrazily na i-ty fadek tabulky).
Vsimnéme si, ze

kdyz bF > 2, pak (b¥)? — b > 2,
protoze plati a®> — a > 2, kdyz a > 2. Na druhou stranu

bF < 1 implikuje (bF)? — ¥ = 0.
Tedy dostavame
Véta. Funkce hy, je perfektnd, prave kdyz Y -, 1(bk) —n < 2.
Diikaz. Kdyz hy je perfektn{ funkce, pak b¥ < 1 pro kazdé i = 0,1,...,m — 1, a tedy

m—1 m—1
D= tF=n<n+2
i=0 i=0

KdyZ hi neni perfektni, pak existuje ig € {0,1,...,m — 1} takové, ze bfo > 2. Protoze
(b5)2 > bF pro kazdé i = 0,1,...,m — 1 a protoze (be)Q > bfo + 2, dostdvame

3

m—
Z bf+2=n+2 O
i=0

I
=

%

Nynf odhadneme vyraz S n " (X7 (65)%) —n). Metoda pouzitd k odhadu je modifikaci
dukazu z predchozi sekce, ze systém je c-univerzalni:

> (S 0h) —m = Y ( Z_ {z eS| h(x) = i}]*) —n) =

H(z,y) |2,y €S, x#y, hi(z) = he(y)} =

e
I
—

. Hk[1<k <N, hi(z) = he(y)}]-

x,y€S,x#Y
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Zvolme x,y € S takové, ze x # y, a predpokladejme, ze pro k € {1,2,..., N — 1} plati
hi(z) = hy(y). To znamend, ze existuji i € {0,1,...,m —1} ar,s € {0,1,..., 2]} tak,
ze kx =i+ rmmod N a ky =i+ smmod N. Z toho plyne, ze k(y — x) = ky — kx =
(s — r)m mod N. Rozdil proti metodé z predchozi sekce spoc¢ivé ve faktu, ze muze byt
s—r < 0. Je viak ziejmé, ze —|X] < (s —r) < [X], a protoze x # y, je s — 1 # 0.
Dale, protoze celd ¢isla modulo N tvoii téleso (predpokladdame, ze N je prvocislo), tak
pro kazdé celé eslot € {—| 2], — &) +1,...,-1,1,2,..., [ 2|} existuje pravé jedno k €
{1,2,..., N — 1} takové, ze k(y — x) = tmmod N (kdyz t < 0, pak to odpovida rovnici
k(z—y) = —t(N —m) mod N). Odtud dostdvéme, ze existuje nejvyse 2| & | = 2| X=1 ] ¢isel
k€ {1,2,...,n— 1} takovych, Ze hi(z) = hi(y) (rovnost 2| & | = 2| X=1 ] plati, protoze N
je prvocislo a m < N).

Efektivita tohoto postupu zavisi na poc¢tu k takovych, ze hi(x) = hi(y), a nas postup dava,
oproti vysledkum v pfredchozi sekci, jen horni odhad. Vznika otézka, jestli jsme nebyli ptilis
opatrni a jestli ve skutecnosti neplati rovnost, tj. jestli jsme nespocitali vSechna takova k,
ze hi(x) = hi(y). Ukazeme, ze ne. Zvolme t, x a y a naleznéme k, ze k(y —x) = tm mod N.
Predpokladejme déle, ze k(x) = i+rm mod N. Pak se lehce spocita, ze hy(x) = hi(y), pravé
kdyz 0 <r+t < L%J Budeme to ilustrovat na ptikladech. Predpokladejme, ze N = 13,
m =9 ay—ax = 1. Pak t muze nabyvat jen hodnot t = —1 a t = 1, a tedy v prvnim
ptipadé £ = 4 a v druhém pripadé £ = 9. Kdyz z = 1 a y = 2, pak rutinnim vypoctem
zjistime, ze hi(1) # hi(2) pro vSechna k, a kdyz x =6 ay = 7, pak hy(6) = hye(7) =2 a
hg(6) = hg(7) = 2. Kdyz zménime hodnotu m na 5, pak ¢ muze nabyvat hodnot —2, —1,
1 a 2 a tomu odpovidaji hodnoty £k =3, k =8, k=5ak =10. Proz =1 a y = 2 plati
hs(1) = hs(2) = 0, hg(1) = hs(2) = 3 a pro k # 5,8 plati hi(1) # hi(2). Tedy se jedna
skutecné jen o odhad a nelze ho jednoduchym zptusobem vylepsit.

Jelikoz pro riznd z a y existuje nejvyse 2| & | = 2| X=1 | riznych k € {1,2,..., N — 1}, pro
néz plati hy(z) = hi(y), dostdvame

N—1 m-—1
SO =)= Y {ke{l,2,....N—1}| hp(z) = ()} <
k=1 =0 T, YyES, r#£y
> ﬂgiijgmN—mﬁﬁiﬁ.
T, yeS,xFYy

Tedy existuje k takové, ze > o' (bF)? < M +n.

Nynf ukdzeme, 7e existuje vice nez L= takovych k, ze 37 (bF)2 < W +mn, a tento
fakt bude zdkladem pro pravdépodobnostm algoritmus. Skutecné, kdyz existuje alespon
3(N Y takovych k, ze 3270 (bF)2 > 3n(;2—1) + n, pak

-1 m-1

Z (05Y2) = ) = 3n(n—1)3(N —1) _ 9n(n—1)<N_1> >2(N_1)n(n—1)

m 4 4 m m

k=1 1=0

a to je spor. Tedy pii rovnomérném vybéru k plati

m—1
3n(n—1)
Prob{k e {1,2..... N -1 Y2 0 >
rob{k € {1,2,..., }Ig_(ﬁ < +n} >



50

Pro nalezeni perfektni hasovaci funkce pouzijeme pravdépodobnostni algoritmus. Jeho
vypocet kromeé vstupnich dat zavisi i na nahodné zvolenych hodnotach jistych proménnych
(v nasem piipadé na volbé k). Algoritmus bud skonéi s pozadovanym vysledkem (v nasem
pripadé s hasovaci funkei spliujici dané podminky) nebo opakuje vypocet pro jinou volbu
nahodnych hodnot (v nasem piipadé opakuje volbu k). Jeho slozitost je popsdna dobou
vypoctu a ocekavanym poctem opakovani, nez se ziska pozadovany vysledek.
Tvrzeni. Kdyzn =m, pak

(a) existuje deterministicky algoritmus, ktery nalezne k takové, Ze Y ", "(bF)2 < 3n, v

case O(nN);

(b) ezistuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery nalezne k takové, Ze Zm 1(bk) < A4n,
v oéekdvaném éase O(n). Ocekdvany pocet iteraci vypoctu k je nejvyse 4.

(c) existuje deterministicky algoritmus, ktery pro m = n(n—1)+1 v ¢ase O(nN) nalezne
k takové, Ze hy je perfektni;

(d) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery pro m = 2n(n — 1) v ocekdvaném case
O(n) nalezne k takové, Ze hy je perfektni. Ocekdvany pocet iteraci vypoctu k je
nejvyse 4.

Diikaz. Méjme n = m. Protoze vypocet Z;'Z_Ol(bf)z pro pevné k vyzaduje ¢as O(n), pak
systematickym prohleddnim nalezneme k takové, ze Z;n:gl(bf)Q < W—I—n =3n—2 < 3n,
v ¢ase O(nN). Tim je dokdzano a). Pro nahodné zvolené k vime, ze plati

e

m—1
3 —1
Prob(Z(bf)2 < % +n=4n—3 <4n) >
i=0

Tedy algoritmus voli k& ndhodné s rovnomérnym rozdélenim a volbu opakuje, dokud ne-
dostane pozadovanou funkci. Ovéfeni, ze pro zvolenou funkci hy plati Z:nol(bk) < 4n,
vyzaduje ¢as O(n), a protoze pravdépodobnost, Ze tato nerovnost neni splnéna, je mensi
nez %, tak ocekavany pocet iteraci je omezen shora odhadem

=1
Zde jsme pouzili zndmy vztah pro mocniné fady, ze pro |z| < 1 plati

11
4(1—3)2

=4.

»Moo

»Jkloo
»Jkl»—'

= = / 1
Y= (o) = () =

=1 =1

Protoze ocekavany cas algoritmu je soucin casu, ktery potiebuje iterace, s ocekdvanym
poctem iteraci, je tvrzeni b) dokazano.

Kdyz m = n(n — 1) + 1, pak systematickym prohleddanim vsech moznosti nalezneme v Case
O(nN) takové k, ze

m—1

2 —1
nn—1)+1
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a c) plyne z predchozi véty. Kdyz m = 2n(n—1), pak pro ndhodné zvolené k s pravdépodob-
2 3n(n—1)
< Zn(noT)

stejné jako v pfipadé b). Voli k ndhodné s rovnomérnym rozdélenim, dokud neziska perfektni
hasovaci funkci. Odhad poétu iteraci je stejny jako v piipadé b). Nyni d) plyne z predchozi
vety. [

nosti alespon i plati, ze Z:’i—ol(bf) +n < n+ 2. Tedy algoritmus postupuje

Takto zkonstruované perfektni hasovaci funkce nesplituji pozadavek 2), protoze m = O(n?).
Tento nedostatek odstranime nasledujicim postupem:

1) Nalezneme k takové, ze pro m = n plati Z;'Z_Ol (b5)2 < 3n (v pravdépodobnostnim piipadé

Z:.i_ol(bf)Q <4n). Proi=0,1,...,m — 1 nalezneme mnoziny S; = {s € S | hp(s) =i}.

2) Pro kazdé i = 0,1...,m — 1 takové, ze S; # 0, nalezneme pro ¢; = |S;|(|S;| — 1) + 1 (v
pravdépodobnostnim piipadé ¢; = 2|59;((]S;] — 1)) takové k;, ze hy, je perfektni funkce pro
Si do tabulky velikosti ¢;. Polozme ¢; = 0, kdyz S; = 0.

3) Proi=0,1,...,m definujeme d; = Z;;E ¢; a pro x € U oznacime hy(z) = [. Polozime
g(x) = di + hy, ().

Véta. Zkonstruovand funkce g je perfekini a hodnota g(x) se pro kazdé x € U spocitd v
case O(1). V deterministickém pripadé funkce hasuje do tabulky velikosti < 3n a je nalezena
v ¢ase O(nN), v pravdépodobnostnim pripadé hasuje do tabulky velikosti < 6n a je nalezena
v éase O(n). Pro jeji zakodovani jsou potieba hodnoty k a k; proi =0,1,...,m —1. Ty
gsou v rozmezi 1,2,..., N — 1, a tedy vyZaduji O(nlog N) paméti.

Dikaz. Protoze g(S;) jsouproi = 0,1,..., m—1 navziajem disjunktni a hy, je perfektni na .S;,
dostavame, ze g je perfektni. Pro vypocet hodnoty g(z) jsou zapotiebi dvé nésobeni, dvoji
vypocet zbytku pti déleni a jedno séitani (hodnoty d; jsou ulozeny v paméti). Proto vypocet
g(z) vyzaduje ¢as O(1). Déle d,, je horni odhad na pocet fadku v tabulce. Protoze pro
S; # 0 mame |S;|(|S;] — 1) +1 < |S;|? = (bF)?, dostdvadme v deterministickém piipadé d,,, =
S e < SOTH0F)? < 3n a k nalezneme v ase O(nN). Protoze kazdé k; nalezneme v
case O(|S;|N), lze g zkonstruovat v ¢ase

O(nN —I—mz_ |Si|V) = O(nN + Nmz_ |Si]) = O(2nN) = O(nN).
i=0 =0

V pravdépodobnostnim ptipadé je

m—1 m—1 m—1
dp =Y i =2(>_(F)? =D (b}) <2(4n—n) = 6n
i=0 i=0 i=0
(zde jsme pouzili, ze |S;| = b¥, ¢; = 2(]S;]? — |Si]) a Z?:Ol b¥ = n), k nalezneme v case

O(n) a k; v case O(]S;|). Protoze pocet iteraci je nejvyse 4 a protoze o¢ekdvand hodnota
souctu je soucet oc¢ekavanych hodnot, dostdvame, ze g nalezneme v case O(n). Zbytek je
jasny. [

Poznamka: Pravdépodobnostni verze této metody byla pouzita pti hledani ‘perfektniho
hasovani’, které by umoznovalo operace INSERT a DELETE. Tato metoda bude ori-
entacné popsana v dalsim textu.
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Zkonstruovana hasovaci funkce tedy spliuje pozadavky 1), 2) a 3), ale nikoli pozadavek 4).
Tento nedostatek se nyni budeme snazit odstranit.

Méjme piirozené ¢&islo m a necht ¢ je pocet vSech prvocisel, ktera deli m (pi,p,... je
rostouci posloupnost vSech prvoéisel). Pak

q . q
m>]]pi>q = i i s [ mede a1 (4ya.
: e
=1
Zlogaritmovénim dostaneme Inm > ¢ln(q) — g, a tedy pro vhodné ¢ > 0 plati Inm > cqlngq.
Protoze z Inx je spojita rostouci funkce, existuje q; > q takové, ze Inm = cq; Ing; > cqlngq.
Nyni Inlnm =Inec+1Ing +Inlng; <lnc+2Ingq, a tedy ¢ < ¢ = 2™ 2lnm

clngy — c¢(Inlnm—Inc)"

Proto existuje konstanta c takova, ze ¢ < clﬁgnm. Plati tedy:

Véta. Necht §(m) =pocet prvocisel, kterd déli m. Pak 6(m) = O(lolgoiglm).

Méjme S = {s1 < so < --- < s,} CU. Ozna¢me d;; = s, —s; prol < i < j < n.
Pak s; mod p # s; mod p, pravé kdyz d; ; # 0 mod p. Dale oznacme D = H1<i<j<n di; <

N®) . Pak pocet prvociselnych délitelu c¢isla D je nejvyse chll‘f HDD, a tedy mezi prvnimi
1+ clrlﬁ HDD prvocisly existuje prvocislo p takové, ze s; mod p # s; mod p pro kazdé 1 <i <

J < n amezi prvnimi QClrﬁ nDD prirozenymi ¢isly mé alespon polovina prvocisel tuto vlastnost.

To znamend, ze funkce ¢,(x) = x mod p je perfektni pro S. Podle véty o rozlozeni prvocisel
plati p; < 2tInt pro kazdé t > 2 (vime, ze p; < t(Int+1Inlnt) prot > 6, protoze Int > Inlnt
pro t > 6, tak vztah plati pro ¢ > 6, pro ps =5, py = 7 a p; = 11 se pozadovany vztah oveéri
primym vypoctem, pro p; = 2 a po = 3 vztah neplati). Tedy

<2<1+ InD )l (1+ InD )<4 InD 5 InD )<
P> ‘oD’ ™ T hmmDp’ T mmb mmbD’ =
InD InD InD
4eln2c———— + 4 1 =O(InD) = O(n?In N).
e ClnlnD+ clnlnD Il(lnlnD) (n ) (n n )

Shriime ziskana fakta.

Véta. Pro kazdou n-prokovou mnozinu S C U ezistuje prvocislo p o velikosti O(n?In N)
takové, Ze funkce ¢p(x) = x mod p je perfekini pro S.

Test, zda funkce ¢,(z) = z mod p je perfektni pro S, vyzaduje ¢as O(nlogn) (setiidénim
vSech z; mod p, kde z; € §). Tedy systematické hledani nejmenstho p, pro které ¢, je
perfektni pro S, vyzaduje ¢as O(n3lognlog N). Toto nejmens{ p je prvocislo. Navrhneme
pravdépodobnostni algoritmus pro jeho nalezeni.

Mezi prvnimi 4cn? In N pfirozenymi ¢isly je alespoii polovina takovych prvocisel p, ze ¢, je
perfektni pro S. Algoritmus pak opakuje nasledujici krok, dokud nenalezne perfektni funkeci:

vyberme ndhodné &islo p o velikosti nejvyse 4cn? In N a otestujme, zda p je prvoéislo
a zda ¢, je perfektni.

Odhadneme ocekavany pocet netdspésnych krok.

Néhodné zvolené &slo p < 4en?InN je prvoéislo s pravdépodobnosti @(m) a
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pro prvocislo p je ¢, perfektni s pravdépodobnosti > 1 Tedy ndhodné zvolené &islo

2
p < 4en?In N splituje test s pravdépodobnosti O( L

In(4en?In N) g
nedspésnych testtt je O(In(4en?In N). Pro test, zda p je prvoéislo, mtizeme pouzit bud Er-
atostenovo sito nebo pravdépodobnostni Rabin-Millertuv algoritmus (jeho o¢ekdvany cas je
O(log® p)). Tedy otekévany ¢as algoritmu je O(nlogn(logn + loglog N)).

), a proto otekdvany pocet

Véta. Pro danou mnozinu S C U takovou, Ze |S| = n, nalezne deterministicky algorit-
mus prvocislo p = O(n?log N) takové, %e ¢,(x) = z mod p je perfekini pro S, v éase
O(n3lognlog N). Pravdépodobnostni algoritmus nalezne prvoéislo p = O(n?log N) takové,
Ze ¢p je perfektnt, v ocekdvaném case O(nlogn(logn + loglog N).

Deterministicky algoritmus nalezne nejmensi prvocislo s pozadovanou vlastnosti. Pravdépo-
dobnostni algoritmus nalezne prvocislo, které muze byt podstatné vétsi, ale jehoz velikost je
omezena 4cn?log N (pro deterministicky algoritmus by byla konstanta ptiblizné poloviéni).

Nyni navrhneme postup na konstrukei perfektni hasovaci funkce pro mnozinu S C U.

1) Nalezneme prvoéislo gy € O(n?log N) takové, ze ¢4, () = z mod qo je perfektni funkce
pro S. Polozime S = {¢4,(s) | s € S}.

2) Nalezneme prvocislo ¢; takové, ze n(n — 1) < ¢1 < 2n(n — 1) + 2. Pak existuje | €
{1,2,...,q0—1} tak, ze hy(z) = ((lz) mod qp) mod ¢ je perfektni pro S; C {0,1,...,q0—1}.
Polozime Sy = {hi(s) | s € S1}.

3) Podle ptedchozi véty zkonstruujeme perfektni hasovaci funkci g pro podmnozinu Ss uni-
verza {0,1,...,¢q1 — 1} do tabulky s méné nez 3n fddky. Polozime f(x) = g(hi(¢q(z))).
Vysledna perfektni hasovaci funkce je f.

Ovéreni: f je perfektni hasovaci funkce pro S, protoze slozeni perfektnich hasovacich funkei
je opét perfektni funkce, a tedy pozadavek 1) je splnén.

f hasuje S do tabulky s méné nez 3n radky, a tedy spliuje pozadavek 2).

Protoze kazda z funkci g, hy, ¢q, se vycisli v ¢ase O(1), i vy¢isleni funkce f vyzaduje cas
O(1) a pozadavek 3) je splnén.

Funkce ¢,, je jednoznaéné uréena &islem gy € O(n?log N). Funkce h; je uréena &isly ¢ €
O(n?) al € O(qp). Funkce g je uréena n + 1 &fsly velikosti O(q1). Tedy zadani f vyzaduje
pamét o velikosti

O(logn + loglog N + nlogn) = O(nlogn + loglog N).

Lze Fici, ze pozadavek 4) je také splnén.

Nalezeni ¢,, vyzaduje ¢as O(n3lognlog N). Nalezeni h; vyzaduje €as O(n(n?*logN)) =
O(n3log N) (pouzité univerzum je {0,1,...,qo}). Nalezeni g vyzaduje ¢as O(nn?) = O(n?)
(zde univerzum je {0,1,...,q;}). Celkové vypocet f vyzaduje ¢as O(n3lognlog N).

Lze pouzit i pravdépodobnostni algoritmy pro nalezeni g, h; a ¢4,. Pak hasujeme do tabulky
s méné nez 6n tadky, ale ocekdvany cCas pro nalezeni f je O(nlogn(logn + loglog N)).

Tuto metodu navrhli Fredman, Komlés a Szemerédi.
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DYNAMICKE PERFEKTNI HASOVANT

Jedna z velkych nevyhod perfektniho hasovani je nemoznost efektivnich aktualizacnich ope-
raci. Existuji sice obecné metody na dynamizaci deterministickych operaci (viz pokracovani
prednasky v letnim semrstru), ale ty v tomto piipadé neposkytuji efektivni dynamizaéni ope-
race, protoze deterministicky algoritmus pro feseni perfektniho hasovani je pro aktualizacni
operace prilis§ pomaly. To vedlo k navrhu, ktery kombinuje pravdépodobnostni algoritmus
pro perfektni hasovani s obecnou metodou dynamizace a tyto metody jsou upraveny pro
konkrétni situaci perfektniho hasovani. Vysledkem je metoda, kterd se pro operaci MEM-
BER chova jako perfektni hasovani a umoznuje operace INSERT a DELETE s malou
ocekdvanou amortizovanou slozitosti.

Nejprve popiSeme reprezentaci, ktera je zalozena na modifikaci predchozich vysledku. Pred-

pokldddme, ze univerzum mé tvar U = {0,1,..., N — 1}, kde N je prvocislo. Pro libovolné
¢islot =1,2,..., N—1, ozna¢me H; mnozinu funkei z univerza U do mnoziny {0, 1,...,t—1}
tvaru hg(x) = (kz mod N) mod ¢ pro k = 1,2,..., N — 1. Reprezentace je urcena Cislem

s, které budeme specifikovat pozdéji. Predpokladejme, Zze mame reprezentovat n-prvkovou
mnozinu S C U. Jednoducha modifikace predchozich vysledki iika, ze kdyz volime nahodné
k=12 ...,N —1 s rovnhomérnym rozdélenim, pak funkce hy € Hs s pravdépodobnosti
alespon % splnuje

s—1 8n2
=0
Budeme predpoklddat, ze mame takové k, ze (1) plati. Pro kazdé i =0,1,...,s—1 ozna¢me

S; ={t € S| hg(t) = i}. Kdyz volime ndhodné j(i) z mnoziny {1,2,...,N — 1}, pak s
pravdépodobnosti alespon % je funkce hj(;) € Hz(bf)z perfektni na mnoziné S; (viz predchozi
postup). Ptredpokliadejme, ze pro kazdé i = 0,1,...,s — 1 takové j(i) mame. Narozdil od
predchozi metody bude nyni kazdd mnozina S; reprezentovdna pomoci funkce hj(;) ve své
tabulce T; pro i = 0,1,...,s — 1 a tabulky budou ulozeny v seznamu 7. Duvod je, ze
kdyz si aktualiza¢ni operace INSERT nebo DELETE vynuti opravu tabulky T;, tak se
nemusi pracovat s hodnotami v jinych tabulkach. Proto jsou tabulky nezavisle ulozeny.
Kdyz vybrané ¢&islo spliuje s = O(|S|), pak tato metoda vyzaduje O(|S|) paméti. Zbyvé
urcit ¢islo s. Zafixujeme ¢ > 1 (jeho velikost by se méla urcit podle zkuSenosti s fesenou
tlohou) a pak polozime s = ¢(|S]), kde o(n) = 3v6(1 + ¢)n pro kazdé n. Nyn{ popiSeme
algoritmy.

ALGORITMY

Neformalni popis algoritmi:

Algoritmus pro operaci MEMBER je jasny. Algoritmus pro operaci INSERT(x) nejprve
zjisti, zda = € S. Kdyz = ¢ S, pak pomoci daného k uréi, do které tabulky T; se = m4
ulozit (ma byt v tabulce T;, kde i = (kx mod N) mod s), a zkusi ho ulozit. Kdyz po
vlozeni x je hasovaci funkce stale perfektni, algoritmus skonéi. V opaéném pripadé zkon-
troluje, zda k spliiuje podminku (1). Pokud ano, spo¢itd novou perfektni hasovaci funkci
pro novou mnozinu S; a vytvoii tabulku 7;. Kdyz k nespliuje podminku (1), tak po-
mocné podprocedura RehashAll zkonstruuje celou novou reprezentaci mnoziny S U {x}.
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Tato podprocedura nejprve spoc¢itd novou hodnotu s, pak nalezne k spliujici podminku (1).
Pomoci hy € Hg rozdéli reprezentovanou mnozinu do jednotlivych mnozin S;. Pro kazdé
i = 0,1,...,5 — 1 nalezne j(i) takové, Ze h;;) € Hy(s,2) je perfektni na mnoziné S;, a
pomoci této hasovaci funkce vytvoii tabulku 7; pro mnozinu S;. Operace DELETE(x) po
pripadném odstranéni prvku x zjisti, zda je splnéna podminka (1). Pokud ne, zavold pod-
proceduru RehashAll. Hledani kazdé hasovaci funkce pouziva pravdépodobnostni postup.
To znamend, ze jsou ndhodné voleny hodnoty k a j(i), a tato volba se opakuje do té doby,
nez jsou splnény pozadavky na k nebo j(i). V nésledujicim algoritmu proménné m, s a m(z)
proi=0,1,...,s nastavuje podprocedura RehashAll. Plati, ze m = (14 ¢)|S|, s = o(m),
m(i) = |S;|, kde hodnoty |S| a |S;| jsou aktudlni v okamziku volani RehashAll. Aktudlni
velikost S je v proménné n.

Formalni popis algoritmu.

MEMBER (z):

1= hk (SIZ')

if 2 je na h;(;)(x)-té pozici v tabulce T; then
Vystup: z € S

else
Vystup: = ¢ S

endif

INSERT (x):
if x € S then stop endif
n:=n+1
if n < m then
i:= hg(x), |Si| == 15|+ 1
if |S;| < m(i) a pozice h;(;)(x) v T; je prazdnd then
vloz x do tabulky T; na pozici hj;)(z)
else
if |S;| < m(i) a pozice hj(;)(x) v T; je obsazend then
vytvor seznam S; prvku z tabulky 7; spolu s z
vyprazdni tabulku T;
repeat zvol nahodné funkci hj;y € Hom ()2
until ;) neni prostd na mnoziné S;
for every y € S; do vloz y do T; na pozici hj(;)(y) enddo
else
m(i) := 2m(i)
if neni dost prostoru pro tabulku 7; nebo

o(m)—1 2

S 2m(i)? 2 o

+2m
P a(m)

then
RehashAll
else
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alokuj prostor pro novou prazdnou tabulku 7T;

vytvor seznam S; prvku ze staré tabulky 7; a zrus ji
repeat zvol nahodné funkci 1y € Hom(i)2

until /;;) neni prostd na mnoziné S;

for every y € S; do vloz y do T} na pozici hj(;)(y) enddo

endif
endif
endif
else
RehashAll
endif
RehashAll:
projdi tabulku 7" a tabulky T; a vytvof seznam prvku z mnoziny S
m = (1+¢)|S|
repeat zvol ndhodné hy € Hy(m)
for every i =0,1,...,0(m) — 1 do
Sii={x €S| hg(x) =1}
enddo
until Y7001 2(b8)? < B2 4o

Komentéf: zde b¥ jsou hodnoty vzhledem k nadhodné zvolené funkci hy
n:=0
for every i =0,1,...,0(m) —1do
m(i) := S|, Si := 10,
Ry € Hom(i)2 je ndhodné zvolena funkce
enddo
for every =z € S do INSERT(z) enddo

DELETE(2):
if x ¢ S then stop endif
i:=hg(x), n:=n—1,|5;|:=15;] -1
odstran x z pozice hj;(z) v tabulce T;, pozice bude prazdnd

if n < 1_7;126 then RehashAll endif

V prezentované verzi algoritmi INSERT a DELETE znamena test, zda x € S, provedeni
operace MEMBER(z), i kdyz to tak neni zapsano. Upravit algoritmy na standardni tvar
je jednoduché technické zalezitost.

SLOZITOST

Uvedeme slozitost této metody bez dikazu.

Véta. Popsand metoda vyZaduje linedrni velikost paméti (neuvazujeme pamét pro zakédovd-
ni hasovacich funkci), operace MEMBER. v nejhorsim pripadé vyZaduje cas O(1) a
océekavand amortizovand sloZitost operacit INSERT o DELETE je také O(1).

Toto zobecnéni metody Fredmana, Komldse a Szemerédiho navrhli Dietzfelbinger, Karlin,
Mehlhorn, Meyer auf der Heide, Rohnert a Tarjan.
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Dalsi nevyhoda metody Fredmana, Komlése a Szemerédiho je v tom, ze se hasuje do ta-
bulky velikosti m < 3n, nikoli do tabulky velikosti n. Vznikla otézka, zda pro mnoziny
o velikosti n nelze najit ptrirozené hasovaci funkce, které by hasovaly do tabulky velikosti
n. 7Z vysledku pro (N, m,n)-perfektni soubory funkei plyne existence (N, n,n)-perfektniho
souboru pro nN > """ In(N). Zminfme se jen orientaéné o parametrizované metodg,
kterda navrhuje perfektni hasovaci funkci pro mnozinu S C U do tabulky velikosti m = |S]|.
Parametrem bude pfirozené ¢islo r, které urcuje, jaké hypergrafy jsou uzity pii konstrukci
funkce. Proto nejprve pfipomeneme nékolik definic.

Dvojice (X, E), kde X je mnozina a E je systém r-prvkovych podmnozin X, se nazyva
r-hypergraf. Prvky v E se nazyvaji hrany r-hypergrafu. Cyklus je hypergraf (X, F), kde
kazdy vrchol lezi alespon ve dvou ruznych hrandch. Naopak r-hypergraf (X, E') se nazyva
acyklicky, kdyz zadny jeho podhypergraf neni cyklus.

Nyni popiseme metodu, kterd je rozdélena do dvou kroku. Je ddno S C U takové, ze |S| = n.

Krok 1):

Méjme r-hypergraf (V, E), kde |E| = n. Nalezneme zobrazeni g : V. — {0,1,...,m — 1}
takové, ze funkce h : E — {0,1,...,m — 1} definovana pro e = {vy,vs,...,v,} vztahem
h(e) = >_i_, g(v;) mod m, je prostd (misto séitdn{ modulo m muzeme pouzit libovolnou
grupovou operaci na mnoziné {0,1,...,m — 1}). Pro acyklicky r-hypergraf 1ze funkci g
zkonstruovat ndsledujicim postupem. Zvolime bijekci h : E — {0,1,...,m — 1} a pak
definujeme g nésledovné: kdyz e = {vy,va,...,0,.} a g(v;) je definovéno pro i = 2,3,...,r,

pak g(v1) = h(e) — >_i_, g(v;) mod m. Protoze pro kazdy acyklicky r-hypergraf existuje
vrchol, ktery lezi v jediné hrané, 1ze tento postup pouzit ke konstrukci g pomoci indukce (a
tedy mdme algoritmus pro konstrukci g).

Krok 2):

Nalezneme r funkci f1, fa,..., fr : U — V takovych, ze (V| E), kde

E = {f(2), f2(2),..., fr(2)} | & € S},

je acyklicky r-hypergraf. Pak hasovaci funkce f je definovdna jako f(z) =>"._, gfi(x) pro
kazdé x € U. Z konstrukce vyplyva, ze je perfektni na mnoziné S.

Autofi dokazali, ze nejvhodnéjsi alternativa je, kdyz zobrazeni fi, fa, ..., f jsou ndhodna
zobrazeni nahodné zvolena. Bohuzel takova zobrazeni neumime zkonstruovat, ale autofi
ukéazali, ze pro tyto ucely lze pouzit ndhodny vybér funkci z néjakého c-univerzalniho
souboru funkeci.

Déle dokazali, ze jejich algoritmus vyzaduje O(rn—+|V|) ¢asu a O(nlogn+rlog|V|) paméti.
Tento metapostup navrhli Majewski, Wormald, Havas a Czech v roce 1996.

Pro praktické pouziti je problematickd reprezentace r-hypergrafu a i ndhodna volba funkei
f1, f2y -+, fr (viz ptedchozi diskuze o c-univerzalité). Z pozadavku na perfektni hasovaci
funkci je opét problémem splnéni pozadavku 4). Nevim, jak je uvedend metoda prakticky
pouzitelna a zda se nékde pouziva.

XII. Externi hasovani
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Posledni problém spojeny s haSovanim je odliSného charakteru. Chceme ulozit data na
externi medium a protoze piistup k externim mediim je o nékolik fadi pomalejsi nez prace
v interni paméti, bude nasim problémem minimalizovat pocet komunikaci s externi paméti.

Popiseme nasi tlohu podrobnéji. Externi pamét je rozdélena na stranky, kazdd stranka
obsahuje b prvku (pfedpokldddme, ze b > 1, jinak to nemd smysl). Vzdy v jednom kroku
nacteme celou stranku do interni paméti nebo celou stranku z interni paméti v jednom
kroku zapiSeme na externi medium. Tyto operace jsou fadové pomalejsi nez operace v
interni paméti, a proto je chceme minimalizovat. Jinymi slovy, nas cil je nalézt datovou
strukturu na externi paméti a algoritmy pro operace MEMBER, INSERT a DELETE,
které by pouzily pokud mozno co nejmensi pocet komunikaci mezi interni a externi paméti.

Piedpokladejme, ze h : U — {0,1}* je prostd funkce takova, ze délka h(u) je stejnd pro
vSechny prvky univerza U. Ozna¢me k délku h(u) pro u € U. Pak h je hasovaci funkce pro
nasi ulohu, ale bude hrat jinou roli nez v klasickém hasovani. Predpokladejme, ze S C U je
mnozina, kterou chceme ulozit v externi paméti. Pro slovo a délky mensi nez k definujme
hg'(a) = {s € S| a je prefix h(s)}. Rekneme, ze « je kritické slovo, kdyz 0 < |hg'(a)| < b
a pro kazdy vlastni prefix o’ slova a plati |h§1(o/ )| > b. Pro kazdé s € S existuje prave
jedno kritické slovo «, které je prefixem h(s). Definujme d(s) pro s € S jako délku kritického
slova, které je prefixem h(s), a

d(S) = max{délka(a) | « je kritické slovo} = max{d(s) | s € S}.

Mnozinu S reprezentujeme tak, ze je jednoznacnd korespondence mezi kritickymi slovy a
strankami externi paméti slouzicimi k reprezentaci S. Na strance ptislusejici kritickému
slovu « je reprezentovan soubor hg' ().

Prvni problém je, jak nalézt stranku odpovidajici kritickému slovu a. K tomu pouzijeme
pomocnou strukturu nazyvanou adresar. Adresar je funkce, ktera kazdému slovu a o délce
d(S) prifadi adresu stranky predpisem:
kdyz kritické slovo 3 je prefixem «, pak k a je pfitazena stranka korespondujici s 3,
jinak je k « prifazena stranka NIL — nazev prazdné stranky.
Abychom se presvédéili o korektnosti tohoto pfifazeni, v§imnéme si, ze pro ruzna kriticka
slova 3 a 7 platf hg'(8) Nhg'(vy) = 0. Tedy pro kazdé slovo a délky d(S) existuje nejvyse
jedno kritické slovo, které je prefixem «. Kdyz « je slovo délky d(S), pak nastane jeden z
téchto t¥i pripadu:
(1) hg'(a) # 0, pak 0 < |hg'(a)| < b a existuje pravé jedno kritické slovo 3, které je
prefixem «;
(2) hg'(a) = 0 a existuje prefix o/ slova a takovy, ze 0 < |hg'(a/)| < b, pak existuje
praveé jedno kritické slovo, které je prefixem o’ (a tedy také prefixem «);
(3) hg'(a) = 0 a pro kazdy prefix o/ slova a plati bud hg'(a’) = @ nebo |hg'(a’)| > b,
pak k «a je pritazena stranka NIL.

Méjme slovo a o délce d(S). Oznacme c(«) nejkratsi prefix o/ slova « takovy, ze stranka
prifazend slovu 3 o délce d(5), které ma o’ za prefix, je stejnd jako stranka prirazend k a.
Vsimnéme si, ze kdyz hg'(a) # 0, pak c(a) je kritické slovo. Plati silngjsi tvrzeni, které
tvrdi, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) stréanka prifazend slovu « je ruzna od NIL;
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(2) () je kritické slovo;
(3) ngjaky prefix « je kritické slovo.
Daéle si vsimnéme, ze znalost adresafe umoznuje nalézt slovo ¢(«) pro kazdé slovo o délce

d(s).

Linearni usporadani na slovech délky n nazveme lexikografické, kdyz a < (3, pravé kdyz
a =~0a" a 8 =~18" pro néjakd slova v, o a 3'. Lexikografické usporadani vzdy existuje a
je jednoznacné.

Dalsim problémem je, jak reprezentovat adresaf. Zfejmé si ho muzeme predstavit (a i
reprezentovat) jako seznam adres stranek o délce 24(5) takovy, ze adresa na i-tém misté je
adresa stranky odpovidajici i-tému slovu délky d(S) v lexikografickém usporadani. NIL
povazujeme za adresu fiktivni prazdné stranky.

Piiklad: U je mnozina vSech slov nad {0,1} o délce 5, h je identickd funkce a b = 2.
Reprezentujme mnozinu S = {00000, 00010, 01000, 10000}. Pak d(00000) = d(00010) =
d(01000) = 2, d(10000) = 1, kriticka slova jsou 00, 01 a 1 a adresér je

00 — {00000,00010}, 01 — {01000}, 10 — 11— {10000}

(misto adresy stranky uvddime mnozinu, kterd je na této strance ulozena). Tedy ¢(00) = 00,
c(01) =01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. Kdyz odstranime prvek 10000, pak 1 prestane byt kritickym
slovem a adresar bude mit tvar

00 — {00000,00010}, 01 — {01000}, 10+ 11 — NIL.
Opét plati ¢(00) = 00, ¢(01) = 01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. V adresaii je také ulozeno d(.5).
ALGORITMY

Nyni slovné popiSeme algoritmy realizujici operace MEMBER, INSERT a DELETE.
Predpokladame, ze adresar je ulozen také v externi paméti na jedné strance. V algoritmech
je kazda akce spojena s externi paméti vytisténa tuénym pismem.

MEMBER(z):
1) Vypocteme h(z) a nacteme adresat do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(x) o
délce d(S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k ae. Kdyz je to stranka NIL, pak x ¢ S
a konec, jinak pokracujeme krokem 2).
2) Nacteme stranku piislusejici k o do interni paméti. Prohleddme ji, a pokud neobsahuje
x, pak * ¢ S a konec. Kdyz obsahuje x, pak provedeme pozadované zmény a stranku
ulozime do externi paméti na jeji puvodni misto. Konec.

INSERT (z):
1) Vypocteme h(z) a nacteme adresat do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(x) o
délce d(S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k « a slovo ¢(a). Kdyz stranka pfirazenda
k a je NIL, pokra¢ujeme krokem 3), v opacném piipadé pokracujeme krokem 2).
2) Nacteme stranku piifazenou slovu a. Kdyz x je uloZeno na této strance, pak skonéime.
Kdyz x neni na této strance, pak ho tam pfiddme. Pokud je na strance nejvyse b prvku,
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ulozime stranku na jeji puvodni misto a skon¢ime. Kdyz je na strance vice nez b prvku, pak
nalezneme nova kritickd slova, ktera nam stranku rozdéli, a vytvoirime dvé stranky — jednu
ulozime na misto puvodni stranky a druhou ulozime na novou stranku. Pokracujeme
krokem 4).

3) Vytvoiime v interni paméti novou stranku, ktera obsahuje z, nalezneme novou stranku v
externi paméti a tam ulozime vytvorenou stranku (vSem slovium, kterd maji c(«) za prefix,
bude pfifazena tato stranka) a pokracujeme krokem 4).

4) Naéteme opét adresar do interni paméti, aktualizujeme adresy prirazenych stranek a
pripadné adresar zvétsime. (To nastane, kdyz néjaké nové kritické slovo ma délku vétsi nez
d(S). Pak nové d(S) je pravé délka tohoto slova — obé kriticka slova vznikla v kroku 2) maji
stejnou délku.) Aktualizovany adresai ulozime do externi paméti. Konec.

DELETE(x):
1) Vypocteme h(z) a nacteme adresat do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(x) o
délce d(S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k « a slovo ¢(a). Kdyz stranka pfirazenda
k a je NIL, pak skonéime. Oznacme ' slovo, které ma stejnou délku jako c(«) a 1isi se od
c(a) pouze v poslednim bitu. Kdyz existuje slovo 3 délky d(S) takové, ze c¢(3) = (', pak
stranka prifazend k (3 je kandidat na spojeni stranek.
2) Nacteme stranku piislusnou k slovu « do interni paméti. Kdyz tato stranka neobsahuje
x, pak skonc¢ime. Kdyz tato stranka obsahuje x, pak ho z této stranky odstranime. Kdyz
neexistuje kandidat nebo kdyz nova stranka a stranka kandidata dohromady obsahuji vice
nez b prvki, pak nac¢tenou stranku ulozime na jeji puvodni misto a skonéime.
3) Kdyz nova stranka a stranka kandidata maji dohromady b prvku, pak nac¢teme stranku
kandidata do interni paméti. V interni paméti obé stranky spojime do jedné a tuto stranku
pak ulozime do externi paméti.
4) Nacteme adresar, kde zaktualizujeme adresy stranek. Pokud jsme slouéili dvé stranky,
musime nalézt nové c(«) (je to nejkratsi prefix o’ slova a takovy, ze ke kazdému slovu 3 o
délce d(S), které ma o’ za prefix, je prirazena jedna z téchto adres: adresa stranky pritrazend
k «, adresa stranky kandiddta, NIL) a kazdému slovu o délce d(S), které ma nové c(«) za
prefix, bude pfifazena adresa nové (spojené) stranky. Otestujeme, zda se adresai nemuze
zkratit. (To nastane, kdyz adresy stranek pfifazené (2¢ + 1)-imu slovu a (2i 4 2)-ému slovu
o délce d(.S) jsou stejné pro vsechna i. Pak se tato slova spoji a d(S) se zmensi o 1. Tento
krok se muze nékolikrat opakovat.) Upraveny adresai ulozime. Konec.

SLOZITOST
Nasledujici véta ukazuje, ze jsme nas hlavni cil splnili.

Véta. Operace MEMBER. vyZaduje nejuiyse ti operace s externi paméti. Operace IN-
SERT o DELETE wvyZaduji nejvyse Sest operaci s externi paméti.

V nasem piikladu provedeme operaci INSERT(00001). Po pfiddni prvku stranka ptvodné
prifazend k slovu 00 vypadd takto: {00000,00001,00010}. Tuto stranku rozdélime na strén-
ky {00000,00001} a {00010}. Pfitom kritické slovo prvni stranky je 0000 a druhé stranky
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0001. Takze d(S) = 4 a adresafr vypada nasledovné:

0000 — {00000, 00001}, 0001 — {00010}, 0010 ~— 0011 — NIL,
0100 — 0101 — 0110 — 0111 — {0100},
1000 — 1001 +— 1010 — 1011 > 1100 — 1101 — 1110 — 1111 — {10000}.

To znamena, ze kromé adresy 00 se ostatni slova rozdélila na ¢tyti slova, ale adresy zustaly
stejné. Jen u slova 00 vznikla slova dostala rizné adresy.

V puvodnim piikladu provedeme operaci DELETE(01000). Pak kandidat je 00 a po
odstranéni prvku 01000 nastane spojeni téchto dvou stranek. Po aktualizaci adres dostane
adresar tvar

00 — 01 — {00000, 00010}, 10 — 11 — {10000},

tj. k prvnimu a druhému slovu je prifazena stejnd stranka a stejné tak k tfetimu a ctvrtému
slovu. Takze muzeme adresai zmensit. Pak bude d(S) =1 a adresai bude mit podobu

0 — {00000, 00010}, 1 — {10000}.

Vznik4 otdzka, jak je tato metoda efektivni, hlavné jak efektivné vyuzivd pamét. To popisuje
nasledujici véta, kterou uvadime bez dikazu.

- .. . .. . o o . n

Véta. Pri reprezentaci mnoziny S o velzlkostz n je ocekdvany pocet pouzitych stranek ;1=
e 14+

bzt "

a ocekdavand velikost adresdre je

Prvni ¢ast tvrzeni iika, ze ocekavany pocet prvku na strance je bln2 ~ 0.69b. Tedy zaplnéno
je asi 69% mist. Tento vysledek neni piekvapujici a je akceptovatelny. Horsi je to s velikosti
adresare, jak ukazuje nasledujici tabulka

velikost S | 10° 109 108 1010
2 6.2-107 [1.96-10% [1.96-10'" [1.96-10"
10 1.2-10° | 1.5-10% [ 24 -10% |3.9-10%
50 9.8-10% [ 1.0-10° | 1.1-10% [1.2-10'°
100 44-10% |4.5-10* | 4.7-10% [4.9-108

kde jednotlivé fadky odpovidaji hodnotam b uvedenym v prvnim sloupci. Protoze ocekavana
velikost adreséte se zvétsuje rychleji nez linedrné (exponent u n je 1+ %), tak nelze ocekavat,
ze tuto metodu lze vzdy pouzit. Vypocty i experimenty ukazuji, ze pouzitelna je do velikosti
|S] = 1019, kdyZ b ~ 100. V tomto rozmez{ je nariist adresaie jen kolem 5%. Pro vétsi n je
tteba, aby b bylo jesté vétsi.



Datové struktury — stromy

,
Uvod

Hasovani je velmi efektivni nastroj pro reprezentaci mnozin umoznujici feseni klasického
slovnikového problému. Nevyhodou této metody je ignorovani piipadného uspoiradani uni-
verza. Tim se stavaji problematickymi operace, které jsou na tomto usporadani zalozeny.
Existuji sice modifikace hasovani, které vyuzivaji usporadani univerza a umoznuji provadét
operace na ném zalozené, ale za cenu ztraty jednoduchosti hasovani. Toto spolu se zjisténim,
ze hasovani muze velmi zklamat, kdyz nezname rozlozeni vstupnich dat, vedlo v letech 1970—
1975 k velkému zadjmu o datové struktury zalozené na stromech. Zatimco hasovani pouziva
hlavné metody z teorie ¢isel, stromové struktury pouzivaji kombinatorické metody. Zde uz
neni zakladni 1lohou slovnikovy problém, ale jeho rozsiteni o nékolik operaci zalozenych na
uspoiadani univerza. Tuto tlohu nazyvame uspotfddany slovnikovy problém. PopiSeme ho
formalneé.

USPORADANY SLOVNIKOVY PROBLEM

Je déno totalné usporddané univerzum U (tj. pro kazdé dva ruzné prvky u,v € U plati bud
u < v nebo v < u). Nasim ukolem je reprezentovat mnozinu S C U a navrhnout algoritmy
pro nasledujici operace:

MEMBER(z) — uréi, zda = € S, a pokud ano, vrati adresu dat spojenych s klicem x;
INSERT (x) — zjisti, zda x € S, a pokud = ¢ S, rozsiii reprezentovanou mnozinu S o prvek
x a vymezi prostor, kam ulozi data spojena s z;

DELETE — zjisti, zda x € S, a pokud ano, odstrani x z reprezentované mnoziny .S a uvolni
prostor, kde byla ulozena data spojena s x;

MIN - nalezne nejmensi prvek v S;

MAX — nalezne nevétsi prvek v S

SPLIT(z) — zkonstruuje reprezentace dvou mnozin S; = {s € S |s <z} a Sy ={se€ S|
s > x} a ozndmi, zda z € S|

JOIN - pouzivaji se dvé verze této operace:

JOIN2(Sy, S2) — jsou-li dany reprezentace mnozin S; a Sy, které spliiuji max S; < min Sy,
vytvoii reprezentaci mnoziny S = 57 U So;

JOIN3(Sy,x,S2) — jsou-li dany reprezentace mnozin S; a Sy a prvek x € U tak, ze je
splnéno max S; < z < min Ss, vytvorf reprezentaci mnoziny S = S; U {z} U S,.

Je vidét, ze operace JOIN2 a JOINS3 lze pomoci operaci INSERT a DELETE pievést
jednu na druhou. Proto ¢asto budeme popisovat pro danou strukturu jen jednu z nich.
Obcas se také pouziva operace

ord(k) — nalezne k-ty nejmensi prvek v S (predpokadame, ze k < |5]).

Ziejmé operace MIN a MAX jsou specidlnim piipadem operace ord(k), konkrétné MIN
je operace ord(1) a MAX je operace ord(|S]).

Pti navrhu datové struktury a pfi popisu algoritmu se, stejné jako pri hasovani, omezime
na zpusob ulozeni klice a na praci s nim. Predpokladame, ze data jsou ulozena v jiné ¢asti
paméti a zde je na né pouze ukazatel. Protoze prace s daty spojenymi s klicem neovliviiuje
navrzenou datovou strukturu ani algoritmy s ni pracujici, nezahrneme je do popisu struktury.

>



II. (a,b)-stromy
Dtlezitou datovou strukturou vhodnou pro feSeni usporadaného slovnikového problému,
kterou lze pouZit jak pro internf tak pro externi pamét, jsou (a, b)-stromy.

Nejobecnéjsi grafové definice (a, b)-stromu je:
Necht a < b jsou kladnd piirozena &fsla. Pak kotfenovy strom (T, t) se nazyva (a,b)-strom,
kdyz
(1) kazdy vnitini vrchol v stromu 7" ruzny od kofene ¢t mé alespon a a nejvyse b synu;
(2) vSechny cesty z kofene do libovolného listu maji stejnou délku.

Tato definice je piilis obecna a pro nase ucely se nehodi. Idea stromovych datovych struktur
je totiz zalozena na paradigmatu ‘rozdél a panuj’ — podstrom urceny néjakym vrcholem
reprezentuje mnozinu a jeho synové reprezentuji jeji disjunktni ¢asti. S vrcholem je spojen
mechanismus, ktery ndm umozni spravné pokracovat (vybrat si spravného syna). Z tohoto
pohledu neni vhodné, kdyz vrchol ma jen jediného syna. To vede k omezeni na velikost
parametru a. Technické pozadavky algoritmu pro operace INSERT a DELETE pak urcuji
omezeni na velikost b. Déle chceme, abychom mohli reprezentovat mnoziny vSech velikosti.
Proto pouzivdme jen speciélni pfipad (a, b)-stromu, ktry je definovany takto:
Necht a a b jsou pfirozend éisla takova, Ze 2 < a a 2a — 1 < b. Pak kofenovy strom (7, t) se
nazyva (a,b)-strom, kdyz

(1) kazdy vnitini vrchol v stromu 7' ruzny od kofene ¢ ma alespon a a nejvyse b synu;

(2) kofen t je bud list nebo mé alespoii dva syny a nejvyse b syni;

(3) vSechny cesty z kofene do libovolného listu maji stejnou délku.

Zakladni vlastnost (a,b)-stromu, kterd motivovala jejich pouzivani, je vyjadiena vzorcem
spojujicim vysku (a, b)-stromu s poc¢tem jeho listu. Pfipominame, ze vyska (a, b)-stromu je
délka cesty z kotene do listu.

Tvrzeni. Meéjme prirozend ¢isla a a b takovd, Ze a > 2 a b > 2a — 1. Pak pro kaZdé kladné
prirozené ¢islo n existuje (a,b)-strom, ktery md presné n listu. Kdyz (a,b)-strom md presné
n listi, pak jeho vyska je alespon log,n a nejvyse 1+ log,(5). Tedy vyska (a,b)-stromu je
O(logn).

Dikaz. Ziejmé strom o vysce 0 ma jediny list. Strom o vysce 1 mé alespon dva a nejvyse
b listl. Strom o vySce 2 mé alesponi 2a listd a nejvyse b listi. Indukci podle vysky h
dostaneme, 7ze pro kazdé n takové, ze 2a"~! < n < bP, existuje (a,b)-strom o vysce h s n
listy. Presnéji, kdyz (a,b)-strom o vysce h — 1 ma k listu, tak pfidanim dalsi (h-té) hladiny
dostaneme (a, b)-strom o vysce h s n listy pro kazdé n takové, ze ka < n < kb. Pro k > 2
aprob>2a—1,a>2plati kb > (k+ 1)a a odtud dostavame pozadované tvrzeni. Tim je
prvni ¢ast véty dokazana. Druhou ¢ést dostaneme zlogaritmovanim nerovnosti mezi poctem
listu a vyskou stromu. [

Nyni ptipomeneme nékolik pojmu, které jsou dale pouzity pii definovani reprezentace.

Méjme kofenovy strom (7',t) takovy, ze pro kazdy vnitini vrchol v plati:

Kdyz v mé p(v) synii, pak jsou ocislovany od 1 do p(v). Rekneme, ze vrchol v je v hloubce
h, kdyz cesta z kofene ¢t do v ma délku h. Mnozina vSech vrcholi v hloubce h se nazyva
h-t4 hladina. Lexikografické uspoiadani na h-té hladiné je definovano rekurzivneé:




v < w, pravé kdyz bud otec(v) < otec(w), nebo otec(v) = otec(w) a kdyz v je i-ty syn
otec(v) a w je j-ty syn otec(v), pak i < j.

Protoze synové kazdého vnitiniho uzlu jsou uspotddany a listy tvori hladinu h, kde h je
hloubka (a, b)-stromu, je i na nich definovano lexikografické usporadani.

Méjme linedrné uspofadané univerzum U a mnozinu S C U. (a,b)-strom (T, t) reprezentuje
mnozinu S, kdyz m4 presné |S| listu a je dan izomorfismus mezi lexikografickym usporada-
nim listu stromu 7" a uspofddanou mnozinou S (tj. bijekce key : list(T)) — S, kterd pro
s,t € S splituje s < t v U, prave kdyz key ' (s) < key ' (t) v lexikografickém uspofadéni na
mnoziné listu stromu 7).

Struktura vnitinich vrcholu a lista (a, b)-stromu reprezentujiciho mnozinu S C U je nasledu-
jict.

Deklarace vnitinich vrcholu (a, b)-stromu (7, t):

p(v) — pocet synu vrcholu v,

Sy(1..p(v)) — pole ukazateli na syny vrcholu v, kde S, (%) je i-ty syn v proi=1,...,p(v),
H,(1..p(v) — 1) — pole prvku z U takové, ze H,(i) je nejvétsi prvek z S reprezentovany v
podstromu i-tého syna vrcholu v (alternativa: H,(7) je prvek z U takovy, Ze nejvétsi prvek
reprezentovany v podstromu i-tého syna vrcholu v je mensi nebo roven H, (i) a to je mensi
nez nejmensi prvek reprezentovany v podstromu (i+ 1)-niho syna vrcholu v. Nase algoritmy
ale tuto alternativu nepfipoustéji.).

Deklarace listu:
listu v je ptitazen prvek key(v) € S.

Nékdy se deklaruje pro kazdy vrchol v (a,b)-stromu jesté ukazatel otec(v) na otce vrcholu
v. Kdyz v je koten, pak otec(v) = NIL, kde NIL je prazdny ukazatel.

Kdyz H, (i) jsou piimo prvky z reprezentované mnoziny, pak pro kazdy prvek s € S kromé
nejvétstho existuje pravé jeden vnitini vrchol v (a,b)-stromu a jedno i tak, ze H,(i) = s,
a nejvetsi prvek v S neni prvkem pole H, pro zadny vrchol v. Tento fakt se pouziva pfi
implementaci, kde se vynechavaji listy. Prvky z .S jsou reprezentovany v polich H, vnitinich
vrcholl stromu a nejvétsi prvek je ulozen zvlast. Je to prostorové efektivnéjsi reprezentace
mnoziny S, ale je technicky nepiehlednéd. Proto pii préci s (a,b)-stromy budeme pouzivat
verzi s listy.

ALGORITMY

Nyni uvedeme algoritmy pro (a, b)-stromy. Nejprve pomocny algoritmus

Vyhledej(z):
t :=koten stromu T', w := NIL
while ¢ neni list do
1:=1
while H,(i) < z a i < p(t) do
t:=1+1
if H;(i) = = then w :=t endif



enddo

t:= S¢(7)
enddo
Vystup: t a w

MEMBER (z):
Vyhledej(z)
if key(t) = = then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT (x):
Vyhledej(z)
if key(t) # x a t nenf kofen then
vytvor novy list ¢/, key(t') := x, u := otec(t)
if key(t) <  then (komentai: z > max.J5)
Sulp(u) +1) =1, Hy(p(u)) := key(t), p(u) := p(u) + 1
else
najdi i, ze S, (i) =t
Su(p(w) + 1) := S(p(w)), j = p(u) — 1

while 7 > 7 do
Su(j+1) :=5u(j), Hu(j +1) := Hu(j), j =7 — 1

enddo

Suli) =¥/, Hy(3) = 2, plu) i= plu) + 1
endif
t:=u
while p(t) > b do Stépeni(t) enddo

else
if key(t) # = then
vytvor novy list ¢/, key(t') := x, vytvor novy koten r
if x < key(t) then
H.(1):==z, S.(1):=1t, 5.(2) =t
else
H.(1) :=key(t), Sp(1) :=t, S,.(2) .=t
endif
p(r) =2
endif
endif

Stépeni(t):
if ¢ je kofen stromu then
vytvof novy kofen u, S, (1) :=t, p(u) :=1
endif
u := otec(t), najdi i, ze S, (i) =t,
vytvof novy vnitini vrchol ¢/, j:=1
while j < 2] do
S (§) = Su(G + [%5H1), Hu(4) := Hi(G + [551), 5= +1
zrus Si(j + [%54]) a Hy(j + [%54])



enddo

Sy (B ]) := Sy (b+ 1), zrus Sy(b+ 1), p(t) := [EEL], p(t) := [ 2],
1f2 < p(u) then
Su(p(u) +1) := Su(p(u)), j := p(u) —1

while j > t do

enddo
endif
Su(i+1):=t, H,(i+ 1) := H,(3), Hy,(i) :== He(p(t))
zrus Hy(p(t)), t :=u, p(u) == p(u) + 1

DELETE(z):
Vyhledej(z)
if key(t) = = a t neni kofen then
u = otec(t)
ifu#waw# NIL then
najdi j takové, ze H,(j) =z, Hy(j) := Hyu(p(u) — 1)
endif
najdi i takové, ze S, (i) =t, k:=1
while k£ < p(u) — 1 do
Hy(k) = Hy(k +1), Su(k) = Su(k+1), k =k +1
enddo
if i # p(u) then S, (p(u) — 1) == S,(p(u)
p(u) 1= p(u) — 1, zrus Hy(p(w)) & Su(p(w) + 1))
odstran ¢, t := u
while p(t) < a a t neni kofen do
y je bezprostiedni bratr ¢
if p(y) = a then Spojeni(t,y) else Presun(t,y) endif
enddo
if ¢ je kotfen a p(t) = 1 then odstran t endif
endif
if key(t) = x a t je kotfen then odstran t endif

Spojeni(t,y):
u := otec(t), najdi i, ze S, (i) =t
if S, (i — 1) = y then vymeén jména vrcholu ¢t a y, i :== i — 1 endif
j:=1
while j < p(y) do
Si(p(t) +7) := Sy(3), Hi(p(t) +5) := Hy(4), 7 := 7 +1

enddo
Si(p(t) + p(Y)) := Sy(p(y)), Hi(p(t)) := Hu(i), p(t) := p(t) + p(y), odstran y
while ¢ < p(u) — 1 do

Su(i+1):=8,(i+2), H,(1) == H,(i+1),i:=i+1
enddo
zrus Sy(p(u)) a Hy(p(u) — 1), p(u) := p(u) —1
if u je koten a p(u) = 1 then odstran u else ¢ := u endif



Presun(t,y):
u := otec(t), najdi i takové, ze S, (i) =t

if S,(i+1)=y then
Si(p(t) +1) := Sy (1), He(p(t)) := Hu(i), Hu(i) := Hy(1), j =1
while j < p(y) — 1 do
Sy(7) := Sy (4 +1), Hy(j) := Hy(j + 1), j :=j +1
enddo
ISy(p(y)—l) = Sy(p(y)), p(t) == p(t) + 1, p(y) := p(y) — 1

Si(p(t) +1) := Si(p(t)), j == p(t) — 1
while 7 > 0 do

S+ 1) = Si0), Hili + 1) = Hi(i) 3= = 1
p(t) = p(t) + 1, S (1) := Sy(p(y)), Hi(1) := Hyu(i - 1),
Zytfi—l)- H,(ply) - )p() ply) —1

MIN:
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do ¢t := S;(1) enddo
Vystup: key(t) je nejmensi prvek S

MAX:
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do ¢t := S;(p(t)) enddo
Vystup: key(t) je nejvétsi prvek S

JOIN2(T1, TQ)Z
komentai: predpokladdame, ze T7 a T, jsou (a, b)-stromy reprezentujici mnoziny S7 a Sy a
ze max S1 < min .Sy (algorimtus nekontroluje platnost tohoto predpokladu, ktery je silnéjsi
nez pozadavek, ze Sy a Sy jsou disjunktni)
if vyska 17 > vyska T, then

t :=koten Ty, k :=vyska T}- vyska Ts

while £ > 0 do t := Si(p(t)), k := k — 1 enddo

if vyska 77 = vyska T, then

vytvorl novy kofen u, S,(1) := koten T3, p(u) :=1

endif

v := koten T5, u := otec(t), H,(p(u)) := max .S,

Su(p(u) +1) ==, p(u) := p(u) + 1, Spojeni(t,v), t := u

while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
else

t :=koten T, k :=vyska T5- vyska T}

while £ > 0do t := S;(1), k := k — 1 enddo

v := koten T4, u := otec(t), Su(p(u) + 1) := Su(p(u)), i := p(u) — 1

while 7 > 0 do

H,(i+1):=H,(i), Su(i +1):=9,(i),i:=i—1
enddo



H,(1) :== max S1, Sy(1) := v,

p(u) := p(u) + 1, Spojeni(t,v), t :=u

while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
endif

SPLIT(T, z):
Z1, Zo prazdné zasobniky, t :=koten T'
while ¢ neni list do
1:=1
while H,(i) < x ai < p(t) doi:=1i+ 1 enddo
if i = 2 then vloz podstrom vrcholu S;(1) do Z; endif
if © > 2 then
vytvot novy vrchol tq, p(t1) =i — 1,
for every j=1,2,...,1—2do
S, (7) = 5:(4), Hi, (5) := He(j)
enddo
Sy, (i — 1) := S¢(i — 1), vloz podstrom vrcholu ¢; do Z;
endif
if i = p(t) — 1 then vloz podstrom S;(p(t)) do Z5 endif
if i < p(t) — 1 then
vytvor novy vrchol to, p(ta) := p(t) — 1
for every j =1,2,...,p(t) —i—1 do
Sty () := Se(i +j), He, (5) := He(i + j)
enddo
S, (p(t) — i) := Si(p(t)), vloz podstrom to do Zy
endif
t:.= St(Z)
enddo
if key(t) = x then
Vystup: z € S
else
Vystup: = ¢ S
if key(t) < « then
vloz podstrom vrcholu t do Z;
else
vloz podstrom vrcholu ¢t do Z,
endif
endif
T} :=vrchol Z;, odstran T ze Z
while Z; # () do
T :=vrchol Zy, odstran T" ze Zy, Ty :=JOIN(T",T})
enddo
T5 :=vrchol Zs, odstran Ty ze Zo
while Z, # () do
T’ :=vrchol Zs, odstran T" ze Zy, To :=JOIN(T5,T")
enddo
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Poznamky k algoritmtm. Odkaz na otce vrcholu lze realizovat tak, ze bud v kazdém vrcholu
v stromu T je deklarovan ukazatel otec(v) nebo se v proceduie Vyhledej vkladaji vrcholy
do pomocného zasobniku a pak otec(v) je vrchol v zadsobniku bezprostiedné pied vrcholem
v. V&imnéme si, ze pro jiné vrcholy (tj. vrcholy, které neprosly procedurou Vyhledej)
prikaz otec(v) neni pouzit.

Korektnost vSech algoritmu zavisi na korektnosti podprocedury Vyhledej. Vsimnéme si,
ze podprocedura Vyhledej(z) spliuje pred kazdym béhem cyklu nésledujici invariant:

(1) nejveétsi prvek reprezentovany v podstromu uré¢eném piedchidcem vrcholu ¢ je mensi
nez x a to je mensi nez nejmensi prvek reprezentovany v podstromu uréeném nasled-
nikem vrcholu ¢ — zde se predchudce a néaslednik bere v hladiné vrcholu t vzhledem
k lexikografickému uspofddani (tedy nikoli vzhledem ke vztahu otec — syn). Pro
korektnost je tfeba definovat dolni omezeni, kdyz t je prvni prvek hladiny (v tom
pripadeé je jim prvek mensi nez vSechny prvky v univerzu U) a horni omezeni, kdyz
t je posledni prvek v hladiné (v tom pfipadé je to prvek vétsi nez vSechny prvky v
univerzu U).

Pouzit{ pole H k uréeni syna vrcholu ¢, ve kterém bude podprocedura pokracovat, zajistuje
platnost tohoto invariantu a odtud plyne korektnost podprocedury Vyhledej a vSech os-
tatnich algoritmu kromé algoritmu operace SPLIT. V algoritmu pro operaci INSERT je
tfeba si uvédomit, ze po skon¢eni podprocedury Vyhledej(x) plati bud z > max .S nebo
x < key(t) — to plyne z vlastnosti pole H a z invariantu podprocedury Vyhledej.

Pfi operaci SPLIT se zdsobniky pouzivaji jednopriuchodové — nejprve se naplni (v této ¢dsti
algoritmu se nepouzije operace pop), pak se vyprazdnuji (v této fazi se nepouziva operace
push). V okamziku, kdy jsou zasobniky naplnéné, plati:
v zésobnicich jsou ulozeny (a,b)-stromy reprezentujici podmnoziny S tak, ze v Z;
jsou stromy s prvky mensimi nez x, v Zy stromy s prvky vétsimi nez x;
kdyz (a, b)-strom 7; reprezentujici mnozinu S; je v zasobniku Z; a nésledujici (a, b)-
strom T;41 v Z; reprezentuje mnozinu S;;1, pak plati maxS; < minS;1; < = a
vyska T; je vétsi nebo rovna vysce T;yq;
kdyz (a,b)-strom T; reprezentujici mnozinu \S; je v zdsobniku Z, a nasledujici (a, b)-
strom T;41 v Za reprezentuje mnozinu S;+1, pak plati x < maxS;+1 < minS; a
vyska T; je vétsi nebo rovna vysce T;yq;
kdyz T; a T;4+1 jsou dva po sobé nasledujici (a, b)-stromy v zasobniku Z; pro j = 1,2,
které maji stejnou vysku, pak nasledujici strom v zdsobniku Z; ma vysku ostie mensi.
Toto plyne z prvni faze algoritmu operace SPLIT a zajistuje korektnost druhé fize algo-
ritmu.

SLOZITOST OPERACT

Podprocedury Stépeni, Spojeni a Piesun vyzaduji ¢as O(1), a proto algoritmy pro ope-
race MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2 a pro prvni fazi algoritmu
SPLIT vyzaduji ¢as O(1) na praci v dané hladiné. Protoze hladin je nejvyse log, |S]|,
muzeme shrnout:

Véta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN2
a SPLIT v (a,b)-stromech vyZaduji v nejhorsim pripadé ¢as O(log, |S|), kde S je reprezen-
tovand mnozina.



Diikaz. Je tteba jesté odhadnout spotifebovany ¢as druhé faze algoritmu pro operaci SPLIT.
Nejprve si vSimnéme, ze algoritmus JOIN2(T3, T5) vyzaduje ve skutecnosti jen ¢as imeérny
rozdilu vysek stromt 77 a T5 (v absolutni hodnoté). Kdyz po naplnéni zasobnik Z; pro
kazdé j = 1,2 obsahuje stromy Uj, Us,,...,U; v tomto poradi, pak k < 2log, |S| a podle

predchozich ivah vyprazdnéni zasobniku Z; vyzaduje cas O(Zf:_ll (ui—uip1+1) = O(u1+k),
kde u; je vyska stromu U; pro i = 1,2,..., k. Protoze vyska stromu U; je nejvyse rovna

vysce stromu 7', dostavame, ze druhd faze algoritmu SPLIT vyzaduje ¢as O(log, |S]), a
dikaz je kompletni. [J

PORADKOVE STATISTIKY

Nyni popiSeme algoritmus pro operaci ord(k). Tato operace se ¢asto nazyva k-té poradkova
statistika Bohuzel navrzena struktura nepodporuje efektivni algoritmus pro tuto operaci.
Abychom tento nedostatek odstranili, musime rozsitit strukturu vnitiniho vrcholu v o pole
P,(1..p(v)), kde P,(i) je pocet prvku S reprezentovanych v podstromu i-tého syna vrcholu v.
Udrzovat pole P, v aktudlnim stavu znamend pfi uispésSném provedeni aktualiza¢ni operace
projit cestu z listu, kterého se aktualizacni operace tykala, do kofene, a aktualizovat pole P
u vrcholtl na této cesté. Nyni uvedeme algoritmus pro nalezeni k-té poradkové statistiky.

ord(k):
if k£ > |S| then neexistuje k-ty nejmensi prvek, konec endif
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do

1:=1
while k& > P;(i) ai < p(t) do
k:=k—P(i),i:=1+1
enddo
t:.= St(Z)
enddo

Vystup: hledany prvek je key(t)

Korektnost algoritmu pro operaci ord(k) plyne z invariantu:

(1) Pavodni hodnota k se rovnd souctu aktudlniho k a poctu prvkua z S, které jsou
reprezentovany v podstromech urcenych vrcholy, které v lexikografickém uspotadani
predchazeji i-tému synu vrcholu ¢ a jsou na stejné hladiné.

Platnost tohoto invariantu zarucuje vybér syna vrcholu ¢, ve kterém algoritmus pokracuje.

Korektnost algoritmu je pfimym dusledkem tohoto invariantu. Protoze cas, ktery algoritmus
potfebuje na praci v dané hladiné, je O(1), dostdavame:

Véta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, SPLIT,
JOIN2 a ord(k) pro vSechna k v rozsitené strukture (a,b)-stromu vyZaduji v nejhorsim
pripadé c¢as O(log|S|), kde S je reprezentovand mnoZina.
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STROMY S PARALELNIM PRiISTUPEM

Pro teSeni usporadaného slovnikového problému jak v interni tak v externi paméti se
pouzivaji (a,b)-stromy. Jejich pouziti se lis{ v parametrech a a b. Pro interni pamét se
pouzivaji a jsou doporucovany hodnoty a =2, b =4 neboa =3 a b = 6.

Pro externi pamét jsou to hodnoty a =~ 100, b = 2a. Dtvodem je snaha minimalizovat pocet
komunikaci mezi vnitini a externi paméti. Snaha je, aby uzel zaplnil celou stranku.

Kdyz je mnozina reprezentovand (a, b)-stromem ulozena na serveru a ma k ni piistup vice
uzivateld, vznika problém s aktualiza¢nimi operacemi. Tyto operace méni strukturu (a, b)-
stromu a ve svych dusledcich zpusobuji, Ze se v ném jiny uzivatel muze ztratit. Kla-
sickym TeSenim tohoto problému je uzavieni celého stromu pti zavolani aktualiza¢ni operace.
Nevyhoda je, ze ostatni uzivatelé nemohou v tomto pripadé pracovat, protoze nemaji pristup
k datum. Ukazeme jiné feSeni tohoto problému. Je zalozeno na tzv. paralelni implementaci
operaci INSERT a DELETE. Tento postup se v literatute také nazyva vyvazovani shora
dolx.

Predpoklad pro tyto algoritmy je, ze b > 2a.

Pii operaci INSERT jsou ve vyhledavaci fazi vzdy uzavieny vrcholy ¢, otec(t) a synové
vrcholu ¢t. Algoritmus zjisti, ve kterém synu vrcholu ¢ ma pokracovat, a pak, kdyz p(t) = b,
provede Stépeni (proto je nutné b > 2a, abychom po této operaci méli stéle (a, b)-strom).
V algoritmu pak odpadne vyvazovaci ¢ast (tj. Stépeni pii cesté vzhiru ke koteni).

Pfi operaci DELETE jsou ve vyhleddvaci fazi uzavieny vrcholy t, otec(t), bezprostiedni
bratr y vrcholu ¢ a jejich synové. Kdyz p(t) = a, pak po nalezeni vrcholu, kde se bude
pokracovat, se provede bud P¥esun (kdyz p(y) > a) nebo Spojeni (kdyz p(y) = a) a
vynechd se vyvazovaci ¢ast zakoncujici puvodni algoritmus.

Tato modifikace vyzaduje vice Stépeni, Spojeni a Pfesunu, ale asymptoticky mé stejny
¢as (vetsi multiplikativni konstantou). Doporucené hodnoty parametri a a b pro tyto algo-
ritmy jsou a = 100 a b = 2a + 2 pfi uloZzeni na serveru v externi pameéti.

A-SORT

Dulezitou aplikaci (a,b)-stromu jsou tiidici algoritmy. Pouziti (a,b)-stromu pro setiidé-
ni ndhodné posloupnosti neni vhodné, protoze rezie na udrzovani struktury (a,b)-stromu
vede k vétsi multiplikativni konstanté nez je u klasickych tfidicich algoritmu a také ulozeni
(a, b)-stromu vyzaduje vice paméti nez klasické algoritmy. Situace se podstatné zmeéni, kdyz
vstupni posloupnost je predtiidénd a je ji tieba jen dotfidit. Klasické algoritmy nejsou
schopné vyuzit faktu, ze posloupnost je predtfidénd. Jejich casovd narocnost je prakticky
stejnd (nékdy i horsi) jako u ndhodné posloupnosti. Na rozdil od nich algoritmus A-sort
zalozeny na (a, b)-stromech je schopen predtiidénosti vyuzit a ma na predtiidénych posloup-
nostech lepsi vysledky nez klasické algoritmy.

Abychom ziskali efektivni algoritmus pro tfidéni, modifikujeme datovou strukturu (a,b)-
stromu pro A-sort. V (a,b)-stromu reprezentujicim vstupni posloupnost je dan ukazatel
Prv na prvni list, je ddna cesta z tohoto listu do kofene (t.j. pro kazdy vrchol na této cesté je
znam jeho otec) a listy (a, b)-stromu jsou propojeny do seznamu v rostoucim lexikografickém
poradi (ukazatel na nésledujici prvek je Nasl). Nyni uvedeme algoritmus A-sort.



A-sort(z1,x0,...,2,):
1:=n—1
vytvof jednoprvkovy strom s vrcholem t, key(t) := x,,, Prv:=t
while 7 > 1 do
A-Insert(z;), i : =i —1
enddo
y1 := key(Prv), ¢t := Nasl(Prv), i := 2
while 7 <n do
y; :=key(t), i := i+ 1, t := Nasl(t)
enddo
Vystup: (y1,Y2,.-.,Yn) je setiidénd posloupnost (x1,z2,...,x,)

A-Insert(x):
t:=Prv
while t #koten T a Hy(1) < x do
t := otec(t)
enddo
while ¢t #list do
1:=1
while H(i) < x ai < p(t) doi:=1i+ 1 enddo
if i > 1 then

V= St(Z — 1)
else
vi= S (p(v))
endif
t:.= St(Z)
enddo

if key(t) # = then
vytvor novy list ¢/, key(t') := z
if ¢ je kofen stromu then
vytvof novy kofen r stromu, p(r) := 2
if key(t) < « then
H.(1) :=key(t), Sp(1) :=t, S;.(2) :==t/, Prv:=t, Nasl(t) := ¢/, Nasl(t') := NIL
else
H.(1):==x, S,(1) :=1t', S;(2) :=t, Prv :=t', Nasl(t) := ¢, Nasl(¢t) :== NIL
endif
otec(Prv) :=r
else
u = otec(t)
if key(¢) < « then (komentai: x > max.S)
Su(p(u) +1) =1, Hy(p(u)) :=key(t), p(u) := p(u) + 1,
Nasl(t) :=t', Nasl(t') := NIL
else
Nasl(v) :=t/, Nasl(t') :=t
najdi i, ze S, (i) =t, Su(p(u) + 1) := S(p(u)), j := p(u) — 1
while 7 > 7 do

11
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Suli+1) 1= Sul), Hulj+1) = Hy(j), j = j— 1
enddo
Su(i):=1t, Hy(i) :=x, p(u) := p(u) + 1,
if t = Prv then Prv :=t' endif
endif
t:=u
while p(t) > b do Stépeni(t) enddo
endif
endif

Korektnost algoritmu plyne z faktu, ze key je izomorfismus zachovavajici usporadéani a
seznam listu je v rostoucim potadi. Protoze v je vzdy bezprostiedni predchudce t, je seznam
korektné definovan. Ukazatel otec(v) je zndm na cesté z vrcholu Prv do kofene, pro ostatni
vrcholy se Tesi stejnym zpusobem jako pro (a, b)-stromy.

SLOZITOST ALGORITMU A-sort

Algoritmus A-sort pro vétsinu posloupnosti vyzaduje vice ¢asu i vice paméti nez klasické
ttidici algoritmy, ale jejich asymptoticka slozitost je stejna. Jeho vyhoda se projevi pii
pouziti na ptredtiidéné posloupnosti. Méjme posloupnost (z1,xs,...,x,) prvka z totdlné
uspofadaného univerza U. Definujme

=1

(F je pocet inverzi v posloupnosti (z1, za,...,Zy).)
Ziejmé F = 0, pravé kdyz posloupnost (z1,xa,...,x,) je setiidénd. Déle 0 < F < (g) a
F = (g), pravé kdyz posloupnost (z1,xs,...,x,) je klesajici. Proto vezmeme F' jako miru

predtiidénosti posloupnosti. Spocitame slozitost algoritmu A-sort v zavislosti na n a F.

Algoritmus A-sort v nejhorsim pfipadé vyzaduje celkovy cas, ktery potiebuje A-Insert,
plus O(n) (¢as pro vypséni setiidéné posloupnosti z (a, b)-stromu a ¢as na n zavolani pod-
procedury A-Insert). Algoritmus A-Insert(z) vyzaduje ¢as potfebny na nalezeni mista,
kam vlozit prvek x, plus O(pocet volani Stépem’). Protoze kazdy béh procedury Stépeni
vytvoii jeden vnitini vrchol (a,b)-stromu a protoze a > 2 a (a, b)-strom po skonéeni volani
A-Insert mé n listu, je pocet vnitinich vrcholu (a,b)-stromu mensi nez n. Proto cas,
ktery vyzaduji vSechny béhy podprocedury A-Insert, je cas potfebny na nalezeni mist
jednotlivych prvku posloupnosti plus O(n). Kdyz podprocedura A-Insert(z) pii hledani
mista pro prvek x skonéi ve vysce h (tj. prvni cyklus se h-krat opakuje), pak nalezeni
mista pro prvek z vyzaduje ¢as O(h). Vsechny prvky reprezentované (a,b)-stromem pod
prvnim vrcholem ve vysce h — 1 jsou mensi nez z a je jich nutné alespoit a2 (v tomto
podstromu mé kazdy vrchol alesponi a synu). Kdyz x = x;, pak pocet prvku reprezen-
tovanych (a,b)-stromem pii béhu procedury A-Insert(x), které jsou mensi nez z, je f; =
Hi=i+1,i+2,...,n|z; <ux;}|. Pak plati

a"? < fi = h—2<log, f; = heO(log fi).
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Odtud ¢as potiebny pro nalezeni pozice x; je v nejhorsim ptipadé O(log f;). Celkovy cas
algoritmu A-sort je tedy O(>_"_, log f; + n). Vyuzijeme toho, ze aritmeticky prumér nenf
nikdy mensi nez geometricky, a dostaneme

7Zi:1 Ji =nlog —.
n n

Zlogfi = logH fi= nlog(H f,-)% < nlog
i=1 i=1

i=1
Shrneme ziskané odhady.

Véta. Algoritmus A-sort vyZaduje na setrideni n-clenné posloupnosti v nejhorsim pripadeé
¢as O(n + nlog %), kde F' je mira setridénosti vstupni posloupnosti.

Zhodnoceni: Protoze A-sort nepouzivd operaci DELETE, doporucuje se pouzit (2, 3)-
stromy. Kdyz se budou tiidit posloupnosti s mirou F' < nlogn, pak algoritmus A-sort
bude potiebovat v nejhorsim piipadé ¢as O(nloglogn). Mehlhorn a Tsakalidis dokazali, Ze
kdyz F < 0.02n'°7, pak algoritmus A-sort je rychlejsi nez algoritmus Quicksort.

HLADINOVE PROPOJENE (a,b)-STROMY S PRSTEM

Hladinové propojeny (a, b)-strom s prstem je (a, b)-strom, kde struktura vrcholu je rozsifena
(oproti klasickému (a, b)-stromu) o ukazatele:

otec(v), levy(v), pravy(v), kde ukazatel levy(v) ukazuje na vrchol ve stejné hladiné, ktery
je bezprostfednim predchudcem v v lexikografickém uspotadani (mé hodnotu NIL, kdyz v
je prvni vrchol ve své hladiné),

pravy(v) ukazuje na vrchol ve stejné hladiné, ktery je bezprostfednim néslednikem v v
lexikografickém usporadani (m& hodnotu NIL, kdyz v je posledni vrchol ve své hladiné),
otec(v) ukazuje na otce vrcholu v (mé hodnotu NIL, kdyz v je kofen).

Navic je dan ukazatel Prst na néktery list.

V této struktufe se lisi hlavné vyhledavani, které je zobecnénim postupu A-sortu. Ulohu
ukazatele Prv v pouzivaného v A-sortu zde hraje ukazatel Prst. To znamen4, ze vyhledavani
zacind od listu p, na ktery ukazuje Prst. Kdyz x je mensi nez prvek reprezentovany timto
listem, pak se pokracuje ve vrcholu v =otec(p), a kdyz p byl i-tym synem v, tak se pomoci
pole H, zjistuje, zda x nem4 byt reprezentovan v podstromu jeho j-tého syna pro néjaké j <
i. Kdyz ne, pokracuje se ukazatelem levy(v) a testuje se, zda x nemd byt v podstromu tohoto
vrcholu. Kdyz nenastane ani tento ptipad, cely postup opakuje o hladinu vys (zkouma se
otec vrcholu v atd.). Pokud z je vétsi nez prvek reprezentovany listem, na ktery ukazuje
Prst, postupuje se zrcadlové (misto ukazatele levy se pouzije ukazatel pravy). Kdyz se
nalezne vrchol, v jehoz podstromu méa x lezet, aplikuje se podprocedura Vyhledej, ktera
vSak zac¢ina od tohoto vrcholu a ne od kofene jako klasickda podprocedura Vyhledej.

Tato struktura kromeé operaci usporadaného slovnikového problému MEMBER, INSERT,
DELETE, MIN, MAX, JOIN2 a SPLIT (operace MIN, MAX, JOIN2 a SPLIT jsou
stejné jako v klasickém (a, b)-stromu, tj. zac¢inaji od kofene) jesté pouziva operaci PRST(z),
ktera nastavi ukazatel Prst na list, ktery reprezentuje nejmensi prvek vétsi nebo rovny x
(pokud z > max.S, ukazatel Prst bude ukazovat na nejvétsi list). Operace PRST(x)
provede vyhledani (vyse popsanym zpusobem) a pak nastavi ukazatel Prst na piislusny list.
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Tyto stromy jsou vyhodné pro tulohy, kde argumenty fady po sobé jdoucich operaci jsou v
blizkém okoli néjakého prvku = € U. Pak vyhledavéni je rychlejsi nez v klasickém (a, b)-
stromu. Tento jev ilustruje pravé algoritmus A-sort.

AMORTIZOVANA SLOZITOST OPERACI

Budeme se zabyvat analyzou poc¢tu vyvazovacich operaci, protoze kazdé Stépeni, Spojeni
a Pfesun vyzaduje sice ¢as O(1), ale ve skutecnosti tvoii nejpomalejsi ¢ast algoritmu pro
operace INSERT a DELETE. Navic omezeni jejich po¢tu v algoritmu A-sort vedlo k mensi
slozitosti, nez maji klasické algoritmy pro predtiidéné posloupnosti. Vime, ze libovolny
béh algoritmu INSERT vold podproceduru Stépeni nejvyse log(|S|)-krat a libovolny béh
algoritmu DELETE muze nejvyse log(|S|)-krat zavolat podproceduru Spojeni a nejvyse
jednou podproceduru Presun. Je vidét, ze v obecném ptipadé tyto odhady nejdou zlepsit.
Pro vhodny typ (a,b)-stromu se vSak amortizovany pocet vyvazovacich operaci, za¢indme-
li s puvodné prazdnym stromem, drasticky zmeéni. Je asymptoticky roven poctu operaci
ve vySetfované posloupnosti, coz znamena, ze je konstantni pro jednotlivé dané operace.
Dokéazeme tento vysledek.

Pro pevné a a b oznacme

b+1 b+1
¢ = min{min{2a — 1, [%1} —a,b—max{2a — 1, L%

13
Piipominame, ze vyska vrcholu v kofenovém stromé je maximalni délka cesty z tohoto
vrcholu do nékterého listu v jeho podstromu. V (a,b)-stromech nezélezi na tom, ktery list
budeme uvazovat, vSechny cesty maji stejnou délku.

Véta. Predpoklddejme, Ze b > 2a a a > 2. Necht P je posloupnost n operaci INSERT a
DELETE, kterou aplikujeme na puvodné prdzdny (a,b)-strom. Oznaéme

Stj, = pocet Stépeni ve vyisce h p7i aplikaci P, St = 3", Sty;

Spr = pocet Spojeni ve vyice h pri aplikaci P, Sp =, Spn;

Py, = pocet Piesunt ve vysce h pri aplikaci P, P =, Py.

Pak plati

(1) P<n a(20—1)5t—|—05p§n+c+c(n_2)'

a+c—1’
(2) St + Spn + P < 2502

Z definice plyne, Ze ¢ > 1, a tedy z (1) dostaneme, ze St +Sp < = + 1+ ”;2 < 37” + 1. Pak
amortizovany pocet vyvazovacich operaci je

P+St+Sp _

: 5
lim —.
n+—oo n 2
To znamend, Ze sice muze existovat operace, kterd vyzaduje log(|S|) vyvazovacich akci, ale
téchto operaci je malo. Velkd vétsina operaci vyzaduje nejvyse dvé vyvazovaci akce. Tedy

vzhledem k asymptotickému poc¢tu vyvazovacich operaci je situace podobné jako v A-sortu.

Dtikaz véty je zalozen na tzv. bankovnim principu — navrhneme kvantitativni ohodnoceni
(a,b)-stromu, nalezneme jeho horni odhad a popiseme, jak vyvazovaci operace toto ohod-
noceni méni. Srovnani téchto odhadu da pozadovany vysledek.
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Méjme (a, b)-strom T'. Pro vnitini vrchol v ruzny od kotfene definujme

b(v) = min{p(v) — a,b = p(v), c}

a pro kofen r definujme
b(r) = min{p(r) — 2,b — p(r), c}.

Pozorovani 1. Pro vnitrni vrchol v stromu rizny od kotene plati

(1) b(v) <¢;

(2) kdyz p(v) = a nebo p(v) =b, pak b(v) = 0;

(3) kdyz p(v) =a —1 nebo p(v) =b+1, pak b(v) = —1;

(4) kdyz ,o(v) =2a — 1, pak b(v) =
Kdyz v' a v" jsou dva rizné vrcholy stromu rizné od kotene takové, Ze p(v') = |
p(v") = | 2], pak b(v') + b(v") > 2¢ — 1. Pro koven stromu plati b(kofene) < c.

oS
2o
AR

1 a

Dikaz. Platnost (1) plyne piimo z definice b(v). Déle, kdyz p(v) = a nebo p(v) = a — 1,
pak min{p(v) — a,b — p(v),c} = p(v) — a, protoze b > 2a a a > 2, a tedy v prvnim
piipadé b(v) = 0 a v druhém piipadé b(v) = —1. Analogicky dostaneme, ze p(v) = b
implikuje b(v) = 0 a p(v) = b+ 1 implikuje b(v) = —1, takze (2) a (3) plati. Kdyz
p(v) =2a — 1, pak p(v) —a = (2a — 1) —a > min{2a — 1, [ZH]} —a > c a také b — p(v) =
b—(2a—1) > b—max{2a—1, [ |} > ¢, a proto b(v) = c a (4) plati. Piedpoklddejme, ze
HTl-| a p(v”) = |41, Pak p(v') —a > min{2a — 1, [} —a > cab— p(v') >
b— 2] -1 > b—max{2a — 1,22 |} — 1 > ¢ — 1. Navic, kdyz b — p(v') < ¢, pak
[ Lb%j a2a—1 < |YL]. Analogicky b — p(v") > b — max{2a — 1, ||} > c a
p(v")—a > [HL]—a—1 > min{2a—1, [2]} —a—1 > ¢—1. Navic, kdyz p(v") —a < ¢, pak
(et £ 2] a2a — 1 > [22]. Tedy mdme b(v'),b(v”) > ¢ — 1. Protoze [2£L] > |22,
d

b(v

ostéavame, Ze soucasné nemiize nastat b — p(v') < c a a — p(v"") < c. Odtud plyne, ze bud
"} > ¢ nebo b(v") > ¢, a proto b(v') +b(v") >2¢c—1. O

Strom (7', r) ohodnotime funkei b(7T") definovanou nésledovné:

= Z{b( | v # r vnitini vrchol stromu T' ve vysce h}, b(T Z bn(T

Rekneme, ze (T, 7,v) je parcidlni (a, b)-strom, kdyz r je kofen stromu, v je vnitin{ vrchol T
ruzny od 7 a plati:

a—1<pv)<b+1la2<p(r) <b

kdyz ¢ je vnitin{ vrchol T ruzny od v a r, pak a < p(t) < b;

vSechny cesty z kofene r do néjakého listu maji stejnou délku.

Nyni budeme vysetfovat vliv vyvazovacich operaci Stépeni, Spojeni a Pfesun na ohod-
noceni vysetiovaného stromu. Navic také zjistime, jaky vliv na toto ohodnoceni ma pridani
nebo ubrani listu. Idea je, Ze zmény vySetfovaného stromu v prubéhu operaci INSERT a
DELETE lze rozlozit pravé do téchto akci. Sectenim ziskanych odhadu dostaneme odhad
zmény ohodnoceni béhem provedeni posloupnosti operaci P. Odhady zmén ohodnoceni jsou
zalozeny na nésledujicim pozorovani.
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Pozorovani 2. KdyZv a v’ jsou vnitrni vrcholy stromu T a T’ rizné od jejich koteni, pak
plati:

(1) kdyz p(v) = p(v'), pak by:(v') = br(v);
(2) kdyz [p(v) = p(v)| = 1, pak br:(v') = br(v) — 1.

Lemma 3. Kdyz (T,r) je (a,b)-strom a kdyz strom T" vznikne z T priddnim nebo ubrdnim
jednoho syna vrcholu v ve vysce 1 (tj. pridany nebo ubrany syn je list), pak (T',r,v) je
parcidlni (a, b)-strom a plati

bi(T") > b1(T) =1, bp(T") =bp(T) pro h > 1 a b(T") > b(T) — 1.

Diikaz. Plyne z definice parcidlniho (a,b)-stromu a z Pozorovani 2. [

Lemma 4. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, kde v je vrchol ve vijsce | > 1 takovy,
ze p(v) = b+ 1. Kdyz T" vznikne z T operaci Stépeni(v), pak (T',r, otec(v)) je parcidlni
(a,b)-strom a plati:

bl(T/> Z bl(T> + 26, bl—l—l(T/) Z bl—i—l(T) — 1, bh(T/) = bh(T> pro h 75 Z, l + 1,
aodtud  b(T") > b(T) + 2¢c — 1.

Diikaz. 7 popisu operace Stépeni plyne, ze (T”,7,otec(v)) je parcidlni (a,b)-strom. Pro
prehlednost zapisujme ohodnoceni vrcholu x ve stromu 7" jako b'(z). Predpoklddejme, Ze
z vrcholu v vznikly vrcholu v’ a v” a ze platf p(v') = [22] a p(v”) = [2EL]. Vztahy pro
hladiny h # | okamzité plynou Z Pozorovani 2. Pro [-tou hladinu plati b(T") = b;(T") —
b(v) +b'(v') + ' (v") a vyslednou nerovnost dostaneme z Pozorovani 1. [J

Lemma 5. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, kde v je vrchol ve vijsce | > 1 takovyj, Ze
p(v) =a—1. Kdyzy je bezprostredni bratr v takovy, Ze p(y) = a, a kdyz strom T vznikne
2z T operaci Spojeni(v,y), pak (T',r,otec(v)) je parcidlni (a,b)-strom a plati:

b(T") = Bu(T) + ¢ + 1, by (T') = by (T) = 1, b(T') = ba(T) pro h # 1,1+ 1,
a odtud b(T") > b(T) +c.

Dikaz. Z popisu operace Spojeni plyne, ze (T”,r,otec(v)) je parcidlni (a,b)-strom. Pro
piehlednost budeme stejné jako v dukazu Lemmatu 4 ohodnoceni vrcholu z ve stromé T”
zapisovat jako b/'(x). Predpoklddejme, ze spojenim vrcholu v a y vznikl vrchol uw. Pak
p(u) = 2a — 1. Z Pozorovani 2 okamzité plynou vztahy pro hladiny h # [. Pro I-tou hladinu
plati b)(T") = b;(T) — b(v) — b(y) + b’'(u) a opét pouzijeme Pozorovani 1. [
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Lemma 6. Necht (T,r,v) je parcidlni (a,b)-strom, kde v je vrchol ve vijsce | > 1 takovyj, Ze
p(v) =a—1. Kdyzy je bezprostredni bratr v takovy, Ze p(y) > a, a kdyz strom T vznikne
2z T operaci Presun(v,y), pak (T’,1) je (a,b)-strom a plati:

bi(T") = bi(T), bu(T") = bi(T) pro h # L a b(I") = b(T).

Diikaz. Z popisu operace Presun plyne, ze T’ je (a,b)-strom. Z Pozorovani 2 okamzité
plynou vztahy pro hladiny h # [ a pro I-tou hladinu plati b;(T") = b;(T") —b(v) —b(y)+b'(v")+
b'(v"), kde v a v" oznacuji modifikované vrcholy v a y a symbol b’ (z) je opét zjednodusenym
zdpisem ohodnoceni vrcholu z ve stromé T’. Vysledny vztah pro [-tou hladinu okamzité
plyne z Pozorovani 1 a 2. [

Oznaéme T} (a,b)-strom vznikly provedenim posloupnosti P na puvodné prézdny (a,b)-
strom. Uvédomime-li si, ze vSechna ohodnoceni prazdného stromu jsou rovna 0, pak secte-
nim predchozich vysledki z Lemmat 3—6 dostdavame:

Dusledek 7. Polozme Sty + Spg = pocet listu v T, < n. Pak
bh(Tk) Z QCSth + (C + 1)Sph — Sth_l — Sph—l pro h 2 1.
Dadle b(Ty) > (2¢ — 1)St 4+ ¢Sp — n, kde n je délka posloupnosti P. [

Z prvniho vyrazu vyjadiime St + Spy (vyuzijeme toho, ze ¢ > 1, a tedy 2¢ > ¢ + 1), pak
do ného rekurzivné dosadime a na zavér zlomek rozsitime. Dostaneme

b (Tk) N Sth_1+ Spn-1 < bn(Tk)  bn—1(Tx)  Sth—o+ Sph—2

Sty + Spn <

+1 c+1 = c+1 | (c+1)? (c+1)2 ~— =
_ h
n n (c+ 1)
- by(Ty) —————.
; i T e G T

Nyni odhadneme shora b(7T%).

Lemma 8. KdyzT je (a,b)-strom s m listy, pak 0 < b(T) < c+ (m —2) 7.

Diikaz. Pro 0 < j < ¢ oznaéme m; pocet vnitinich vrcholli riznych od kofene, které maji
presné a + j synu, a m,. pocet vnitinich vrcholu ruznych od kofene, které maji alespon
a + ¢ synu. Kdyz vrchol v mé a + j synt, pak by(v) < j a pro kazdy vnitini vrchol v plati
br(v) <c. Tedy b(T) < c+ ijo jm; (prvai ¢ je odhad ohodnoceni kofene). Z vlastnosti
stromu plyne

2+ Z(a +j)m; < Z{p(v) | v je vnitini vrchol T} = m + ij.

§=0
Odtud Y75 _o(a+j —1)m; <m —2.
Protoze a+§_1 < a+§_1 pro kazdé j takové, ze 0 < 5 < ¢, dostavame
c
b(T <C+ijj—c+2m<a+j—l) <C+m(m—2>

7=0
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a lemma je dokazano. [

Nyni jiz dokdzeme tvrzeni (1) z Véty. Protoze kazdd operace DELETE pouzije nejvyse
jednu operaci Pfesun (a operace INSERT operaci Pfesun nepouziva), dostdvame, ze

P < pocet operaci DELETE < n,
a prvni nerovnost plati. Abychom dokazali druhou nerovnost, spojime druhé tvrzeni v
Dusledku 7 a Lemma 8 (T} ma nejvyse n listi):

c
2c—1)St+cSp—n <b(Ty) < —2)——.
(2= 1)St+eSp—n < BT < e+ (n—2)——
Odtud plyne pozadovand nerovnost a (1) je dokdzano.
Pro dukaz tvrzeni (2) z Véty pouzijeme nasledujici odhad.

Lemma 9. Pro kazdé h > 1 a pro kazdy (a,b)-strom T s m listy plati

h
> n(T)(e+ 1! < (c+ D)m.
=1

Diikaz. Pro 0 < j < ca pro libovolné h ozna¢me m;(h) pocet vrcholl ve vysce h ruznych od
kotene, které maji pfesné a + j synu, a m.(h) pocet vrcholu ve vysce h ruznych od kofene,
které maji alespon a + ¢ synu. Pak z vlastnosti stromu dostavame

&

bu(T) <> jmj(h) a Y (a+j)m;(h) <> m;(h— 1) pro kazdé h > 1,
j=0

=0 =0

kde jsme dodefinovali 25:0 m;(0) = m. Tyto vztahy pouzijeme v nésledujicim odhadu.
Plati

h h c
ST e+ 1) <> e+ DI gmi0)] <
=1 =1 j=0
h c c
S e+ DD mil—1)—a) m;)] =
=1 j=0 j=0
(c+1)) mi(0) = (c+1)*a mj(h)+

S e+ DS my() - cil S my(0) < (c+ )m,
i=0 i=0

=1

kde prvni nerovnost dostavdame dosazenim odhadu pro b;(7T"), druhou nerovnost dosazenim
odhadu poc¢tu vrcholu s danym stupném, rovnost jsme ziskali prerovnanim séitancu tak, aby
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vyrazy Z;:o m;(l) pro stejnd [ byly u sebe, a posledni nerovnost plyne z toho, ze -5 > 1,
a tedy treti s¢itanec v predchozim vyrazu neni kladny. U

Zkombinujeme odhad Stj 4+ Spy, s vysledkem Lemmatu 9 a dostaneme
" (c+1) . _n n(c+1) 2n

(c+1)h +l_zlbl(Tk>(c+1)h+1 S+ Dh e+ )P (et )R

Sty + Spn <

Protoze Py, < Spn—1 — Spn < Stn—1 + Spr—1 < 733w, plati

2n 2n _ 2n+2n(c+1)  2n(c+2)

P, < = -
Stn, + Spp, + P, < (C—l—l)h + (C—l—l)h_l (C—l— 1)h (C+1)h

a dukaz (2) ve Vété je hotov.

Véta vysvétluje, pro¢ jsou doporucovany hodnoty b > 2a — pak je pocet vyvazovacich
operaci béhem posloupnosti operaci INSERT a DELETE linearni vzhledem k délce této
posloupnosti. Pro b = 2a — 1 lze lehce nalézt posloupnost operaci INSERT a DELETE
o délce n takovou, ze jeji aplikace na prazdny (a,b)-strom vyzaduje pocet vyvazovacich
operaci umérny nlogn (pro kazdé dostatecné velké n). Podobna véta plati i pro paralelni
implementaci (a, b)-stromu, ale zde je nutny predpoklad b > 2a+ 2 misto puvodniho b > 2a.
Pro b = 2a nebo b = 2a + 1 lze nalézt posloupnost, kterd je protiptikladem tvrzeni Véty pro
paralelni implementaci algoritmu.

Pro hladinové propojené (a,b)-stromy plati silnéjsi verze.

Véta. Predpokladejme, Ze b > 2a a a > 2. Mé&me hladinové propojeny (a,b)-strom s
prstem T, ktery reprezentuje n-prvkovou mnozZinu. Pak posloupnost P operaci MEMBER,
INSERT, DELETE o PRST aplikovand na T vyZaduje c¢as

O(log(n) + cas na vyhledani prvku).

Vysvétleni: Za¢indme v libovolném hladinové propojeném (a, b)-stromu 7', takze jeho struk-
tura muze byt nevyhodna pro danou posloupnost operaci P. Abychom se dostali do
vhodného rezimu, mize byt t¥eba az log(n) vyvazovacich operaci. Cas na vyhledivani
nemuzeme ovlivnit, ten musi ovlivnit uzivatel.

Vyvazovani pii operaci INSERT lze provadét také tak, ze operace Stépem’(t) se provede,
jen kdyz oba bratii vrcholu ¢ maji b synu. Jinak se provadi operace Pfesun. Nevim o
zadném seridéznim pokusu tyto alternativy porovnat.

III. Vyhledavani v usporadaném poli

Jednou z nejstarsich datovych struktur je usporadané pole. Tento zptsob ulozeni dat se
pouzival jiz v dobé pted pocitaci — jako ptiklad lze uvést kartotéku se settidénymi zaznamy.
Lze fici, ze pouziti vyhledavacich stromu je vlastné jakymsi rozvinutim této ideje. Ptesto
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i usporadané pole umoznuje fadu novych postupt. Seznamime se s nékolika algoritmy pro
tuto strukturu a ukazeme si jejich slozitost. Nékteré postupy se zatim nepovedlo vhodnym
zpusobem zobecnit a pouzit jinde.

Zadani ilohy: Mame podmnozinu S linearné uspordadaného univerza, ktera je ulozena v poli
A[1..|5]] tak, ze pro i < j je A(i) < A(j). Pro dané x € U méame zjistit, zda x € S (operace
MEMBER(z)).

Reseni: Pokud z < A(1) nebo A(|S]) < z, pak 2 neni prvkem S. V opaéném piipadé bud
x = A(1) nebo x = A(]S]) nebo existuji dvé hodnoty d a h takové, ze 1 < d < d+1 < h < |5
a A(d) < x < A(h). Najdeme n takové, ze d < n < h, a dotazem zjistime, zda z = A(n)
(pak konéime a z € S), nebo zda = < A(n) (pak polozime h = n) nebo x > A(n) (pak
polozime d = n), a proces opakujeme. Koné¢ime, kdyz d+ 1 > h, pak = ¢ S. Na zacatku po
ovéreni, ze A(1) < x < A(|S]), polozime d = 1 a h = |S|. Formalni zapis algoritmu:

MEMBER (z):
if z = A(1) then

Vystup: = € S stop
else

if x < A(1) then Vystup: = ¢ S stop else d = 1 endif
endif
if x = A(]S]) then

Vystup: =z € S stop
else

if x > A(|S]) then Vystup: = ¢ S stop else h = |S| endif
endif
while d +1 < h do

n := next(d, h)

if x = A(n) then

Vystup: =z € S stop

else
if x < A(n) then
h:=n
else
d:=n
endif
endif
enddo

Vystup: x ¢ S stop

V tomto algoritmu je next(d, h) funkce, kterd nalezne hodnotu n takovou, ze d < n < h.
Jeho korektnost plyne z pozorovani, ze kdyz d + 1 = h, pak A(d) < x < A(h) implikuje, ze
neexistuje i takové, ze x = A(i), a tedy x ¢ S. Efektivita zavisi na funkci next. Zpracovani
dotazu vyzaduje c¢as O(1) a kdyz i vyhodnoceni funkce next vyzaduje ¢as O(1), pak cas
celého algoritmu je imérny poctu dotazu, a ten je roven poctu volani funkce next.

Unérni vyhledavéani: Zde next(d,h) = d + 1. Kazdy dotaz zvétsi d o 1, a tedy maximalni
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pocet dotazu je |S|. Algoritmus v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(|S|) a o¢ekdvany pocet
dotazu pii rovnomérném rozlozeni vstupnich dat je @ (tedy i ocekavany cas je O(]S])).
Pozndmka: Dudlni pfistup je, kdyz next(d, h) = h—1, vysledky se nezméni. Obecné se mluvi
o unarnim vyhleddvani, kdyz existuje konstanta ¢ > 1 takovéd, ze bud d < next(d, h) < d+c
nebo h — ¢ < next(d,h) < h. Jak uvidime pozdéji, tento pojem je vyhodné pouzit pii
ruznych aplikacich. O konstanté ¢ se pak mluvi jako o délce kroku.

Bindrn{ vyhleddvéni: Zde next(d, h) = [4£2]. Kazdy dotaz zmens{ rozdil h— d pfiblizné na
polovinu. Kdyz algoritmus pro zjisténi, ze x ¢ S, potieboval k dotazii, pak nutné |S| < 2+~3
(dva tvodni dotazy, které zajistuji, Ze x nenf mimo hranice, tj. je v rozmez{ min S a max S,
a posledni dotaz se nepocitaji). Proto pocet dotazu je nejvyse 3 + log(|.S| — 2). Algoritmus
tedy v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(log|S|) a oc¢ekavany ¢as pfi rovnomérném rozlozeni
vstupnich dat je také O(log|S|).

Interpola¢ni vyhleddvéni: V této metodé next(d, h) = d+ (ﬁ%(h —d)]. V nejhorsim

piipadé musime polozit vice nez @ dotazt, a proto ¢as v nejhorsim piipadé je O(]S|), ale
pii rovnomérném rozlozeni vstupt je ocekdvany cas O(loglog|S|). To je zalozeno na faktu,
ze hodnota bf next zavisi i na velikosti x. Kdyz = je velké, tak hodnota next je posunuta
do vétsich hodnot, kdyz x je malé, pak je posunuta do mensich hodnot.

Poznamka: Kdyz rozlozeni prvka neni rovnomérné, ale je znamé, pak podle toho muzeme
upravit funkci next a v tom ptipadé se odhad ocekavaného casu algoritmu vyrazné nezmeéni.

Pro funkci next definovanou nésledujicim zpusobem bude jednodussi spocitat ocekavany
pocet dotazl nez v piipadé interpolacniho vyhledavani, ale vysledek je asymptoticky stejny.

vvvvvv

jejiz vysledek zavisi i na predchozich dotazech a odpovédich na né. Procedura pracuje
v blocich a dotazy zadané v ramci téhoz bloku jsou mezi sebou korelované. Prvni dotaz
v bloku je interpola¢ni a procedura pritom zjisti, zda z je mensi nebo vétsi nez hodnota
dotazu, a stanovi velikost kroku pro dalsi priblizeni. Pak stiidd unarni a binadrni dotazy
do té doby, nez nalezne hledany prvek nebo nez skoné¢i prace v tomto bloku. Blok konéi,
kdyz rozdil mezi h a d je nejvyse roven velikosti kroku. Krok v kazdém nasledujicim bloku
klesne vzdy ptriblizné na odmocninu velikosti kroku v predchozim bloku. K provedeni tohoto
postupu pouziva procedura pro vypocet funkce next boolské proménné blok, typ, smer a
numerickou proménou krok. Proménna blok je inicializovana hodnotou false a urcuje, zda
se dotaz zadava v ramci bloku nebo zda blok uz skoncil (v tom ptipadé ma hodnotu false).
Proménnd typ urcuje, zda piisti dotaz je unarni (kdyz typ = true) nebo bindrni. Proménnd
smer urcuje, zda dalsi dotazy budou vlevo (smer = true) nebo vpravo od prvniho dotazu v
bloku. Celociselnd proménnd krok urcuje velikost kroku pro unarni dotazy v rdmci jednoho
bloku. Hodnoty téchto proménnych se preddvaji z jednoho volani procedury do dalsiho (tj.
jsou to globalni proménné, které se neinicializuji voldnim procedury next).

next(d, h):
if blok then
if typ then
if smer then
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next(d,h) := h — krok
if A(next(d,h)) < x then blok := false endif
else
next(d, h) := d + krok
if A(next(d,h)) > x then blok := false endif
endif
typ := false
else
if krok < min{[%t"] — d,h — [2£2]} then blok := false endif
next(d, h) := [4£h]
typ 1= true
endif
else
krok := |vh — d]
next(d,h) :=d+ f%ﬁfgd)(h —d)]|
if A(next(d,h)) > x then

smer = true

else
smer := false
endif
blok := true
typ = true
endif

Provedeme podrobnou analyzu zobecnéného kvadratického vyhledavani. Nejprve si vSim-
néme, ze i pres svou komplikovanost vyzaduje kazdé vycisleni funkce next ¢as O(1). Proto
algoritmus vyzaduje Cas timérny poctu dotazu. Vlastni analyza tohoto faktu vyuzije a
odhadne potfebny pocet dotazu a tim i ¢asovou slozitost.

Nejprve vypocteme ocekdvany pocet dotazli v jednom bloku. Necht p; je pravdépodobnost,
ze v ramci bloku se polozi alespon ¢ dotazu. Pak ocekavany pocet dotazi C' v ramci bloku

je
C= ZZ(Z% —Piy1) = Zpi-

i>1 i>1

Nyni odhadneme p;. Na zacatku bloku ozna¢me: n + d argument prvniho (interpola¢niho)
dotazu, k velikost kroku a X ndhodnou proménnou definovanou jako X = |{i | i > d, A(i) <
z}|. Kdyz se v bloku poloz alespon i dotazil, kde i > 2, pak | X —n| > | 52k], protoze kazdy
unarni dotaz, po jehoz polozeni neskonéil blok, nalezl dalsich £ hodnot v rozdilu | X — n|.
Proto pro dané 7 plati

1—2

pi < Prob(|X —n| > | k|)(= Prob(]X — n| > k(potet unarnich dotazu v bloku))).

K odhadu pouzijeme Cebysevovu nerovnost pro ndhodnou proménnou X. Pfipomerime,
7e kdyZz Y je ndhodna proménna s otekdvanou (stiedni) hodnotou p a rozptylem o2, pak
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Cebysevova nerovnost tika, ze

0.2

Prob(|Y — pu| > t) < Z pro kazdé t > 0.

Uvazujme okamzik, kdy jsme na zacatku néjakého bloku. Protoze S je vybrana s rovnomeér-
nym rozdélenim, je pravdépodobnost, ze A(i) < x pro d < i < h, rovna p = %ﬁgd), a
pak pravdépodobnost, ze X = j, je (hj_.d)pj(l — p)h=9=3. To znamend, ze X je nadhodnd

veli¢ina s binomickym rozdélenim, a tedy jeji ocekdvand hodnota je

h—d\ . -
o= ( )Pj(l—P)h 7 = p(h—d)
j=0
a rozptyl ma hodnotu
h—d o d\
? =) (- M)Q( ; )pj(l — )" =p(1 —p)(h —d)
7=0

Kdyz si uvédomime, ze k = [vVh — d| a n = p(h — d), dostdvame

dp(1 —p)(h —d) _ 4p(1 —p) 1
(-2 = (-2 “G-2%

7 — 2
Pi> Pi+1 < Prob(|X —n| > LTk’J) <

protoze p(1 —p) < %. Tedy

2

1 1 w2 T

C= <2+ 2 ——=2+2 —=242— =24+ — =53

E pi <2+ E T E 5 =242 =243
1>1 >3 1>1

Zaver: ocekavany pocet dotazu v bloku je mensi nez 6.

Nyni vypoéteme horni odhad poctu bloki. Vime, ze na pocitku byl krok < [1/]S]] <
m, a kdyz krok; je hodnota proménné krok v i-tém bloku, pak krok;11 < |Vkrok| <
Vkrok;. Odtud dostavame, ze krok; < %/|S|. Pfedpoklddejme, ze 2 = %/|S| pro néjaké
j. Pak krokr;) <2, a tedy algoritmus projde nejvyse [j] + 1 bloki. Rovnice 2 = X/18] je
ekvivalentn{ s rovnici 1 = 2 log, | S|, coz je déle ekvivalentni s j = log, log, |S|. Tedy pocet
bloku je nejvyse 1+ loglog|S| a pro ocekdvany pocet dotazi T'(n) musi plati

T(n) < C+ Cloglog|S].

Na zavér odhadneme pocet dotazu v nejhorsim piipadé. VsSimnéme si, ze interpolacni
dotaz se polozi v kazdém bloku jen jeden a po undrnim dotazu bud skonéf blok nebo nésleduje
binarni dotaz. Protoze binarnich dotazu je nejvyse tolik, kolik jich je polozeno pti bindrnim
vyhleddvani, dostdvame, ze bindrnich dotazu je nejvyse 3 + log(|S| — 1), unarnich dotazu
je nejvyse 3 + log(]|S| — 1) +loglog |S| 4+ 1 a interpolaénich dotazu je nejvyse 1+ loglog|S]|.
Tedy celkem je polozeno nejvyse 8 + 2log(|S| — 1) + 2loglog|S| dotazi. Shrneme dosazené
vysledky:
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Véta. Operace MEMBER p7i zobecnéném kvadratickém vyhledavani vyZaduje v nejhorsim
pripadé ¢as O(logn), kde n je velikost reprezentované mnoziny. Ocekdvany éas za predpok-
ladu rovnomérného rozlozeni vstupnich dat je O(loglogn).

Nevyhodou datové struktury uspotradané pole je nemoznost efektivni implementace aktua-
liza¢nich operaci. Kazdé ptridani nebo ubrani prvku nds nuti posunout v pruméru % prvku,
aby se zachovala struktura pole. To vede k tomu, Ze ¢as pro operace INSERT a DELETE
je O(|S]), a to je nevyhovujici. Snaha odstranit tento problém vedla k pouzivani bindrnich
vyhledévacich stromum. Na druhé strané tyto stromy zobecnuji pouze binarni vyhledavani.

Rysy interpola¢niho vyhledavani se do nich nepovedlo uspokojivym zpusobem zabudovat.
IV. Binarni vyhledavaci stromy

Binarni vyhledavaci strom je struktura pro binarni vyhledavani v usporadaném poli roztaze-
ném do roviny a vyhledavani odpovida cesté ve stromé. Formalni definice:

Necht U je linedrné uspofadané univerzum a S C U. Bindrni vyhleddvaci strom T reprezen-
tujici mnozinu S je Uplny binarni strom (tj. kazdy vrchol je bud listem nebo mé dva syny,
levého a pravého), kde existuje bijekce key mezi mnozinou S a vnitinimi vrcholy stromu
takova, ze

kdyz v je vnitini vrchol stromu T, kterému je prifazen prvek s € S, pak kazdému
vnitfnimu vrcholu u v podstromu levého syna vrcholu v je pfifazen prvek z S mensi
nez s a kazdému vnitinimu vrcholu w v podstromu pravého syna vrcholu v je pfifazen
prvek z S vétsi nez s.

Struktura vnitiniho vrcholu v:

ukazatel otec(v) na otce vrcholu v,

ukazatel levy(v) na levého syna vrcholu v,

ukazatel pravy(v) na pravého syna vrcholu v,

atribut key(v) — prvek z S piifazeny vrcholu v.

Kdyz v je kofen stromu, pak hodnota ukazatele otec(v) je NIL. List ma ukazatele pouze
na otce.

Kazdy list reprezentuje interval mezi dvéma sousednimi prvky z S, a to tak, ze: Kdyz list
u je levym synem vrcholu v, nalezneme nejblizsi vrchol na cesté z v do kofene, ktery je
pravym synem svého otce w. Pak list u reprezentuje interval (key(w), key(v)). Kdyz takovy
vrchol w neexistuje, pak u reprezentuje interval (—oo, key(v)) a prvek key(v) je nejmensi
prvek v S. Analogicky kdyz list u je pravym synem vrcholu v, nalezneme nejblizsi vrchol
na cesté z u do korene takovy, ze je levym synem svého otce w. Pak u reprezentuje interval
(key(v), key(w)) a kdyz takovy vrchol w neexistuje, u reprezentuje interval (key(v),4+00) a
prvek key(v) je nejvétsi prvek v S.

Pfi implementaci binarnich vyhleddvécich stromu je ispornéjsi vynechat listy (misto nich
bude ukazatel NIL), protoze nenesou zadnou novou informaci. Pfi ndvrhu algoritmu je

vsak vyhodné s listy pracovat (je to logi¢téjsi). Proto budeme vzdy predpoklddat, ze stromy
maji listy reprezentujici intervaly.
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ALGORITMY

Navrhneme algoritmy pro bindrni vyhleddvaci stromy realizujici operace z uspofadaného
slovnikového problému.

Vyhledej(z):
t :=kofen stromu
while ¢ nenfi list a key(¢) # = do

if key(t) > x then t :=levy(¢) else t := pravy(t) endif
enddo

MEMBER(z):
Vyhledej(x)
if ¢ neni list then Vystup: = € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x):
Vyhledej(z)
if ¢ je list then

t zménime na vnitini vrchol, key(t) := x

levy(t),pravy(t) := nové listy, otec(levy(t)) := otec(pravy(t)) :=t
endif

DELETE(2):
Vyhledej(x)
if ¢ neni list then
if levy(t) je list then
otec(pravy(t)) := otec(t)
if t = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) := pravy(t)

else
pravy (otec(t)) := pravy(t)
endif
odstranime vrcholy t a levy(t)
else
u = levy(t)

while pravy(u) neni list do u := pravy(u) enddo
key(t) := key(u), otec(levy(u)) := otec(u)
if u = levy(otec(u)) then

levy(otec(u)) := levy(u)

else
pravy(otec(u)) := levy(u)
endif
odstranime vrcholy u a pravy(u)
endif

endif
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MIN:
t :=kofen stromu
while levy syn ¢ nenf list do t := levy(t) enddo
Vystup: key(t)

MAX:
t :=kofen stromu
while pravy syn t neni list do t := pravy(¢) enddo
Vystup: key(t)

SPLIT(x):
T1 a Ts jsou jednoprvkové stromy
u; je ukazatel na kofen stromu 7; prot = 1,2
t :=kofen stromu T’
while ¢ nenfi list a key(¢) # = do
vytvorime list v
if key(t) > « then
u = levy(t), levy(t) := v, otec(u) := NIL, otec(v) :=t
t nahradi list stromu 75, na ktery ukazuje ukazatel uo
a list odstranime, us := v
else
u := pravy(t), pravy(t) := v, otec(u) := NIL, otec(v) :=t
t nahradi list stromu 77, na ktery ukazuje ukazatel u,
a list odstranime, u; := v
endif
t:=u
enddo
if key(t) = x then
Vystup: z € S
otec(levy(t)) := otec(uq), pravy(otec(uy)) := levy(t)
otec(pravy(t)) := otec(usg), levy(otec(usz) := pravy(t), otec(uy) := NIL, otec(us) := NIL
else
Vystup: = ¢ S
endif

Komentai: T je binarni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu {s € S | s < x} a Ty
je bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu {s € S | s > x}. Predpokladame, ze
max Sy < x < min Ss.

JOIN3(T1, Z, Tg)i
vytvoiime novy vrchol u, key(u) = x, otec(u) := NIL
otec(koten T) := x, otec(koten 13) := =z
levy(u) :=koten Ty, pravy(u) :=kofen T5.
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ANALYZA ALGORITMU

Hlavnim problémem je presny (a presvédcujici) dukaz korektnosti podprocedury Vyhledej,
ktera je modifikaci vyhledavani v uspotadaném poli. Kvuli tomu nejprve zavedeme pomocné
znaceni. Mé&jme bindrni vyhleddvaci strom 7' reprezentujici mnozinu S a necht ¢ je vrchol
T. Nejprve definujme lhr(t) a phr(t). Kdyz ¢ je koten, pak lhr(¢) a phr(¢) neni definovano.
Kdyz t neni koten a vrchol v je jeho otec, pak definujeme
kdyz t je levy syn v, pak v = phr(¢) a lhr(¢) = lhr(v) (kdyz lhr(v) neni definovano,
pak ani lhr(¢) neni definovano);
kdyz t je pravy syn v, pak v = lhr(¢) a phr(t) = phr(v) (kdyz phr(v) neni definovéno,
pak ani phr(¢) neni definovano).
Kdyz lhr(¢) neni definovano, pak A(f) = —oo, kdyz lhr(¢) je definovano, pak A(t) =
key(lhr(t)) a analogicky, kdyz phr(¢) neni definovano, pak m(t) = +o0, kdyz phr(¢) je defi-
novano, pak m(t) = key(phr(¢)). Nyni dokdzeme

Lemma. Je-li T' podstrom bindrniho vyhleddvaciho stromu T uréeny vrcholem t, pak T’
reprezentuje mnozinu S N (A\(t),n(t)). Navic interval (A(t),n(t)) je nejvétsi interval, ktery
neobsahuje Zdadny prvek z S, ktery je reprezentovdan vrcholem T, ktery nelezi v T".

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme indukci. Ziejmé plati, kdyz ¢ je kofen stromu T'. Predpokladejme,
ze plati pro vrchol ¢t a dokdzeme ho pro syny vrcholu t. Oznac¢me ¢; levého syna vrcholu
t, t, pravého syna vrcholu ¢. Z definice bindrniho vyhleddvaciho stromu stromu plyne, Ze
kdyz w je vnitini vrchol v podstromu 7' uréeném vrcholem ¢; a kdyz v je vnitini vrchol v
podstromu 7" ur¢eném vrcholem t,, pak key(u) < key(t) < key(v). Nyni platnost tvrzeni
pro t implikuje platnost tvrzeni i pro vrcholy ¢; a t,. 0

Korektnost podprocedury Vyhledej plyne z nasledujiciho invariantu:

Kdyz pii vyhledavani x vysSetiujeme vrchol ¢, pak
At) < x < 7(t).

Toto tvrzeni se lehce dokaze indukci z popisu algoritmu Vyhledej. Tedy operace Vyhledej
je korektn{ a korektnost operaci MEMBER a INSERT je ted ziejma. V operaci DELE-
TE, kdyz levy(t) je list, pak korektnost je ziejméd. Kdyz levy(t) neni list, pak algoritmus
nalezne list v takovy, ze v = pravy(u) pro u = otec(v) a lhr(v) = u, phr(v) = t. Kdyz
key(u) = y, pak (y,z) NS = (), protoze v je list. Odstranéni vrcholu u a v ddvd bindrn{
vyhleddvaci strom reprezentujici S\ {y}. Protoze (y,z) NS = 0, tak piikaz key(t) := y dava
bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici S\ {z} a proto operace DELETE je korektni.

Korektnost operaci MIN, MAX a JOIN3 plyne z definice binarniho vyhledavaciho stromu.
Korektnost operace SPLIT plyne z korektnosti algoritmu Vyhledej a z faktu, ze u; je
¢ast stromu T reprezentujici prvky, které jsou vétsi nez prvky reprezentované v T; (ptiddvana
cast stromu T je ve stromu T napravo od ¢asti, které reprezentovaly prvky, které uz jsou
v T1), a ke stromu T3 se pridava ¢ast stromu T reprezentujici prvky, které jsou mensi nez
prvky reprezentované v T (pfidavand ¢ast stromu 7' je ve stromu 7" nalevo od ¢ésti, které
reprezentovaly prvky, které uz jsou v 1), korektnost algoritmu pro operaci SPLIT je jasna.
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Zpracovani jednoho vrcholu vyzaduje ¢as O(1) a algoritmus se pohybuje po jedné cesté z
kotene do néjakého listu. Oznacme vyska(T') délku nejdelsi cesty z kotene do néjakého listu.
Pak dostavame:

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3
a SPLIT v bindrnim vyhleddvacim stromu T vyZaduji ¢as O(vyska(T)).

PORADKOVE STATISTIKY

Bohuzel ani struktura binarnich vyhledavacich stromu nepodporuje efektivni implementaci
operace ord (k). K tomu je nutné rozsitit datovou strukturu podobné jako u (a, b)-strom, tj.
u kazdého vrcholu ¢ deklarovat také idaj p(t) — pocet listu v podstromu uréeném vrcholem

t. Po provedeni operaci INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT je pak nutné aktualizovat
tuto polozku na cesté z vrcholu do kofene. Nasledujici algoritmus realizuje tuto operaci.

ord(k):
t :=kofen stromu
if £ > p(t) then k-ty prvek neexistuje, stop endif
while true do
if £ > p(levy(t)) then
k:=k — p(levy(t)), t := pravy(t)
else
if £ < p(levy(t) then
t :=levy(t)
else
Vystup: key(t), stop
endif
endif
enddo

Korektnost algoritmu plyne z néasledujiciho invariantu:

Kdyz je v daném okamziku v proménné ¢ vrchol v a hodnota proménné k je k’, pak
k-ty prvek v S se rovna k’-tému prvku v intervalu reprezentovaném podstromem T'
urcenym vrcholem v.

Protoze algoritmus je inicializovan tak, Zze v je kofen stromu, interval je S a k' = k,
dostavame, ze na pocatku béhu algoritmu invariant plati. Predpokladejme, ze plati v daném
kroku. Necht u je levy syn v, w je pravy syn v. Nejprve si piipomenme, ze pro kazdy vrchol
stromu y je velikost mnoziny prvku reprezentovanych v podstromu 7" ur¢eném vrcholem y
rovna p(y) — 1. Z definice bindrniho vyhleddvaciho stromu plyne, ze kdyz v’ je vnitin{ vrchol
v podstromu 7" uréeném vrcholem v a w’ je vnitini vrchol v podstromu 7" uréeném vrcholem
w, pak plati key(u') < key(v) < key(w’). Odtud plyne

kdyz k" < p(u), pak k’-ty prvek v mnoziné reprezentované v podstromu 7" uréeném

vrcholem u je zéroven k’-ty prvek v mnoziné reprezentované podstromem 7' urcéenym

vrcholem v;

kdyz k" = p(u), pak key(v) je k’-ty prvek v mnoziné reprezentované podstromem 7'

urcenym vrcholem v;
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kdyz k' > p(u), pak k’-ty prvek v mnoziné reprezentované podstromem 7' uréenym
vrcholem v je (k' —p(u))-ty prvek v mnoziné reprezentované podstromem 7' uréenym
vrcholem w.

Odtud plyne, ze invariant plati po provedeni tohoto kroku. Tim jsme dokéazali platnost
invariantu a korektnost algoritmu. Podle stejnych argumentu jako v predchozim ptipadé
dostavame, ze casova slozitost algoritmu je O(vyska(7')). Muzeme tedy tato fakta shrnout.

Veéta. Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3,
SPLIT a ord(k) pro vSechna k v rozsirenych bindrnich vyhleddvacich stromech vyZaduji
¢as O(vyska(T)), kde T je reprezentugjici strom.

VYVAZENE BINARNI VYHLEDAVACI STROMY

Ptedchozi vysledek motivuje pouzivani binarnich vyhledavacich stromu splnujich dalsi pod-
minku, kterd ma zajistit, ze vyska(T) = O(log|S|). Pak mluvime o vyvazenych bindrnich
vyhleddvacich stromech. Je vSak nutné prinejmensim k operacim INSERT, DELETE,
JOINS3 a SPLIT pridat dalsi kroky, které zaruci, ze po jejich provedeni strom opét spliuje
pozadované podminky. To vede k pozadavku, aby vyvazovaci operace byly rychlé a provadélo
se jich malo.

Pii ndhodné posloupnosti operaci INSERT a DELETE a rovnomérném rozlozeni jejich
argumentu je velkd pravdépodobnost, ze dostaneme ndhodny binarni vyhledavaci strom.
Je zndmo, ze ocekavand hodnota proménné vyska(T") je O(log|S]|). Protoze algoritmy pro
obycejné binarni vyhledavaci stromy nepouzivaji zadné vyvazovaci operace, muzeme dostat
lepsi (ve smyslu casové slozitosti) vysledek nez pro vyvéazené binarni vyhledavaci stromy.
Navic vyvéazené binarni vyhledavaci stromy vyzaduji rozsiteni datové struktury o polozky,
které umozni zjistit nevyvazenost a tim spusti vyvazovaci operace. To motivuje podrobné
studovat porovnani obyc¢ejnych binarnich vyvazovacich stromu a vyvazenych binarnich vy-
hledavacich stromu. Tento problém se v soucasné dobé intenzivné studuje. Velkd pozornost
je vénovana také pravdépodobnostnim algoritmum pro binarni vyhleddavaci stromy, které
nahrazuji vyvazovaci podminky zndhodnénim operaci. Hledaji se i dalsi moznosti feSeni
tohoto problému.

Studuji se napiiklad tzv. samoupravujici struktury. Zde se pracuje s datovou strukturou bez
dodate¢nych informaci, ale operace nad ni provadéji vyvazovani v zavislosti na argumentu.
Bylo dokézdno, Ze existuje strategie vyvazovani, ktera zajistuje dobré chovani bez ohledu
na vstupni data. Navic se ukazalo, ze pii jistych aplikacich je tento piistup vyhodnéjsi nez
pouziti vyvazenych binarnich vyhledavacich stromu. Dalsi navrhovand strategie spoc¢iva v
tom, Ze se jen zjistuje, zda datova struktura nemé vyrazné Spatné chovéni, a pokud ho ma,
nebo po dlouhé radé uspésnych aktualizacnich operaci, se vybuduje nova datova struktura
(s optimélnim chovédnim). Tteti, pomérné stard, strategie je zalozena na znalosti rozdélen{
vstupnich dat. Zde se datova struktura predem upravuje pro toto rozdéleni. Ukazuje se, ze
v fadé situacich tyto strategie maji uspéch. Dalsi podrobnosti budou v prednasce v letnim
semestru.

Nyni si ukdzme dvé pomocné operace se stromy, na nichz je zalozeno vyvazovani binarnich
vyhledavacich stromt. Obé operace se provedou v ¢ase O(1).
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Méjme vrchol v bindrniho vyhledavaciho stromu 7' a jeho syna wu, ktery je vnitinim vr-
cholem. Pak Rotace(v,u) je zndzornéna na obrazku (pfedstavuje jeden ze dvou zrcadlové
symetrickych piipadi) a provadi ji nasledujici algoritmus.

OBR. 1

Rotace(v, u):
otec(u) := otec(v),
if v = levy(otec(v) then
levy(otec(v)) :=u
else
pravy (otec(v)) :=u
endif
otec(v) :=u
if u = levy(v) then
otec(pravy(u) := v, levy(v) := pravy(u), pravy(u) := v
else
otec(levy(u)) := v, pravy(v) := levy(u), levy(u) := v
endif

Vsimnéme si, ze pii Rotace muzeme aktualizovat i funkci p. Pro vrchol w # u,v se jeji
hodnota neméni, nova hodnota p(u) je rovna puvodni hodnoté p(v) a novou hodnotu p(v)
dostaneme jako p(levy(v)) + p(pravy(v)).

Méjme déle vrchol w stromu 7', jeho syna v a syna w vrcholu v takového, ze u neni list
a je splnéna podminka, ze v je pravy syn vrcholu w, pravé kdyz w je levy syn vrcholu v.
Pak Dvojita-rotace(w,v,u) je zndzornéna na obrazku (opét jeden ze dvou symetrickych
pripadi) a provadi ji nésledujici algoritmus.

Dvojita-rotace(w, v, u):
otec(u) := otec(w)
if w = levy(otec(w) then
levy(otec(w)) :=u
else
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OBR. 2

pravy(otec(w)) := u

endif

otec(v) := u, otec(w) :=u

if v = levy(w) then
levy(w) := pravy(u), otec(pravy(u)) := w,
pravy(v) := levy(u), otec(levy(u)) := v,
levy(u) := v, pravy(u) := w

else
pravy(w) := levy(u), otec(levy(u)) := w,
levy(v) := pravy(u), otec(pravy(u)) := v,
levy(u) := w, pravy(u) := v

endif

Také zde muzeme v ¢ase O(1) spocitat nové hodnoty p. Pro vrchol x # u, v, w se hodnota
neméni, nova hodnota p(u) je rovna puvodni hodnoté p(w) a nové hodnoty p(v) a p(w)
ziskame podle stejného vzorce jako v Rotace.

V. AVL-stromy

Prvnimi vyvazenymi bindrnimi vyhleddvacimi stromy byly AVL-stromy (AVL jsou za¢atecni
pismena jmen autoru) a jejich obliba dodnes neklesd. Neni se co divit, protoze pies své
stari patii k nejefektivnéjsim vyvazenym binarnim vyhleddvacim stromum a jejich definice
je jednoducha a pruhlednd, i kdyz detailni provedeni je technicky naro¢né. To muze byt
hodné zradné.

Binarni vyhledavaci strom je AVL-strom, kdyz pro kazdy vnitini vrchol v se délka nejdelsi
cesty z jeho levého syna do listu a délka nejdelsi cesty z jeho pravého syna do listu lisi
nejvyse o 1 (ekvivalentné: vyska jeho levého a pravého podstromu se lisi nejvyse o 1).

Pro vnitini vrchol v stromu 7" oznac¢me n(v) délku nejdelsi cesty z vrcholu v do listu.

Struktura vnitinich vrcholt v AVL-stromech je rozsifena o hodnotu w definovanou jako:
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w(v) = —1, kdyz
n(levy syn vrcholu v) = n(pravy syn vrcholu v) + 1;
w(v) =0, kdyz
n(levy syn vrcholu v) = n(pravy syn vrcholu v);
w(v) = +1, kdyz

n(levy syn vrcholu v) + 1 = n(pravy syn vrcholu v).

Vsimnéme si, ze hodnota n(v) pro vnitini vrcholy v stromu 7" neni nikde ulozena. Hodnoty
7 jsme schopni spocitat z hodnot w, ale neni to tieba. Staci, kdyz budeme umét aktualizovat
hodnoty w a na zakladé toho dokazeme upravit binarni vyhledavaci strom tak, aby to byl
opét AVL-strom.

Odhadneme velikost n(kofen T') v zavislosti na velikosti reprezentované mnoziny S.

Kdyz T je AVL-strom a v je vnitini vrchol T, pak podstrom T, urc¢eny vrcholem v je opét
AVL-strom. Oznac¢me

mn(7) velikost nejmensi mnoziny reprezentované AVL-stromem 7' s kofenem ¢, pro ktery
plati n(t) = 1,

mx (1) velikost nejvétsi mnoziny reprezentované AVL-stromem 7' s kofenem ¢, pro ktery plati
n(t) = i.

7 definice AVL-stromu plynou nésledujici rekurzivni vztahy
mn(i) =mn(i—1)+mn(i—2)+1, mzx(i)=2mzx(i—1)+1
s pocatecnimi podminkami
mn(l) =mz(l) =1, mn(2) =2, mx(2) =3.

Nejprve spocitame max.

Dokézeme indukef, Ze ma (i) = 2° — 1. Tento vztah je ziejmé splnén pro i = 1,2. Dale
ma(i+1) =2mz(i) +1=2(2" — 1)+ 1 =21 — 1.

Tim je vzorec dokéazan.

Abychom spocitali mn, pripomeneme si definici Fibonacciho ¢isel. Fibonacciho é&islo F; je
definovano rekurenci

F1 = F2 =1a FH_Q = Fz + Fi+1 pro vSechna ¢ Z 3.

. (LEByi_(1=v/5yi )
Pro kazdé + = 1,2,... plati F; = ~—2 NG 2 (tento vztah bude dokézan v navazujici

¢asti textu o haldach). Protoze —1 < 1_7‘/5 <0a 1+_2\/g > 1, dostavame, ze

lim Fn\/g(l V5

i—00 2

)= 1.
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Proto existuji konstanty 0 < c¢; < co takové, ze

(”*f) VBE; < oo )i

1++56

2
Dokézeme, ze mn(i) = F;1o — 1. Protoze F5 = 2 a Fy = 3, tvrzeni plati proi =1 a i = 2.
Dale

7 toho indukci plyne pozadovany vztah.
Kdyz AVL-strom T o vysce ¢ reprezentuje mnozinu S o velikosti n, pak plati

0_1(1+ \/B)H—Q
/5 2

— 1< Fjg—1<n<2 —1.

Po zlogaritmovéni z toho okamzité dostavame

)+ (z’+2)log(1 5)<10g(n—|—1)<2

log( 75

Protoze log( 1+\/_) ~ 0.69 ~ 44 dostavame, ze pro dostatecné velka n plati, ze 0.69: <
log(n + 1) <. Odtud plyne, ze log(n+ 1) <i < 1.44log(n + 1), a tedy i = ©(log(n)).

ALGORITMY

Operace MEMBER pro AVL-stromy je stejnd jako pro nevyvazené binarni vyhledavaci
stromy. Aktualizacni operace INSERT a DELETE v AVL-stromech nejprve provedou
pozadovanou operaci stejné jako v nevyvazenych binarnich vyhledavacich stromech a poté
nasleduje jejich vyvazovaci ¢ést.

Pfi tspésné provedené operaci INSERT (z) v nevyvazenych bindrnich vyhleddvacich stro-
mech zménime piislusny list ¢ na vnitini vrchol stromu reprezentujici x a pridame k ¢ dva
syny, ktefi budou listy. Dusledkem toho je, ze definujeme w(t) = 0. Protoze se vSak zvétsila
hodnota 7(t) (bylo 7(t) = 0 a ted je n(t) = 1), zavoldme proceduru Kontrola-INSERT(t),
ktera zajisti spravnou hodnotu funkce w pro otce t. Navic, kdyz zjisti, ze se zvétsila hodnota
71 otce t, pak zavold sama sebe na vrchol otec t. Nejprve neformdalné popiSeme algoritmus
pro Kontrola-INSERT (?).

Vychozi situace: mame vrchol ¢, do jehoz podstromu jsme vlozili novy prvek, jeho vysku
n(t) = a (ale a nezname), kterd na zacitku operace INSERT byla n(t) = a — 1. V
podstromu uréeném vrcholem ¢ mame uz spravné hodnoty w. Vrchol v je otcem ¢ (bez ijmy
na obecnosti predpokladejme, ze t je levy syn v) a w(v) ma jesté puvodni hodnotu. Plati
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Lemma. Kdyz se hodnota n(t) pri operaci INSERT 2zvétsila a t nebyl listem pred operact,
pak po operaci je w(t) # 0.

Dukaz. Predpokladejme, ze n(t) = b a t1 a t2 jsou synové vrcholu t. Kdyz plati w(t) = 0,
pak nutné n(t;) = n(tz) =n(t) — 1 =b— 1. Pii operaci INSERT jsme mohli pfidat vrchol
jen do jednoho z podstromt uréenych vrcholy t; a to. Reknéme, ze do podstromu vrcholu
t1. Pted operaci INSERT tedy muselo platit n(t1) + 1 = n(t2) = n(t) — 1 = b — 1, takze
hodnota 7(t) se nemohla pii operaci INSERT zvétsit. [

Oznac¢me v pravého syna vrcholu v. Pak nastavaji nasledujici pripady:

A) Puvodni hodnota w(v) = 1 (tj. pred operaci INSERT bylo n(t) =a—1, n(u) = a a
n(v) = a+1). Po operaci INSERT je n(t) = a a hodnota n(v) = a+ 1 se nezménila. Tedy
staci polozit w(v) = 0 a muzeme skoncit.

B) Puvodni hodnota w(v) = 0 (tj. pfed operaci INSERT bylo n(t) =a—1,n(u) =a—1a
n(v) = a). Po operaci je n(t) = a a hodnota n(v) = a + 1 se zménila. Tedy musime polozit
w(v) = —1 a zavolat proceduru Kontrola-INSERT na vrchol v.

C) Puvodni hodnota w(v) = —1 (tj. pfed operaci INSERT bylo n(t) =a—1, n(u) =a—2
a n(v) = a). Po operaci je n(t) = a a hodnota n(v) = a + 1 se zménila. Nyni by mélo byt
w(v) = =2, ale to je zakdzané. Predpokladejme, ze t; je levy syn vrcholu ¢ a ty je pravy
syn vrcholu ¢. Podle lemmatu w(t) = 0 neni mozné (vyska t se zménila). Mame tedy dvé
moznosti:

Cl) w(t) = —1. Pak plati n(t1) = a— 1, n(t2) = a — 2. Provedeme Rotace(v,t,). Ponit je
kofen (dostane se na misto v), v je pravy syn t, to je levy syn v a plati n(t3) = n(u) = a —2,
n(w) = n(t1) = a—1an(t) = a— tedy stejné jako bylo puvodni n(v). Proto stac¢i polozit
w(v) = w(t) = 0 a muzeme skoncit.

C2) w(t) = 1. Pak plati n(t;) = a—2, n(t2) = a—1. Oznacme t3 levého syna t5 a t4 pravého
syna to. Provedeme Dvojita-rotace(v,t,t2), po které t5 je kofen (dostane se na misto v),
t je levy a v pravy syn to, t3 je pravy syn t a t4 levy syn v. Pak nastane jedna z moznosti:
C2i) Kdyz w(t2) = 1, pak plati n(ts) = a — 3 a n(ts) = a — 2. Po rotaci sta¢i polozit
w(t) = -1, w(v) = w(tz) = 0 a muzeme skoncit, protoze n(t2) = a je stejné jako puvodni
n(v).

C2ii) Kdyz w(ts) = 0, pak plati n(t3) = n(ts) = a—2. Po rotaci sta¢i polozit w(ts) = w(v) =
w(t) = 0 a skoncit, protoze opét n(t2) = a je stejné jako puvodni n(v).

C2iii) Kdyz w(te) = —1, pak plati n(ts) = a — 2 a n(t4) = a — 3. Po rotaci staci polozit
w() =1, w(tz) = w(t) = 0 a skonécit, protoze i v tomto piipadé je n(ta) = a stejné jako
puvodni n(v).

Kdyz t je pravy syn v, pak situace je symetricka.

Toto je naplni podprocedury Kontrola-INSERT.

Kontrola-INSERT(¢):
v := otec(t)
if ¢t = levy(v) then
if w(v) =1 then
w(v) =0
else
if w(v) =0 then
wv):=-1,t:=v



Kontrola-INSERT(t)
else
if w(t) = —1 then
Rotace(v,t), w(v) :=0, w(t) :=0
else
w := pravy(t), Dvojita-rotace(v, t, w),
if w(w) =0 then
w(t) =0, w(v) =0
else
if w(w) =1 then
w(v) =0, w(t) :=—1
else
w):=1,w(t):=0
endif
endif
w(w) =0
endif
endif
endif
else
if w(v) = —1 then
wv) =0
else
if w(v) =0 then
w):=1,t:=v
Kontrola-INSERT(¢)
else
if w(t) =1 then
Rotace(v,t), w(v) :=0, w(t) :=0
else
w = levy(t), Dvojita-rotace(v, t, w),
if w(w) =0 then
w(t) =0, w(v) =0
else
if w(w) =1 then
w) =0, w(t) = -1
else
w):=1,w(t):=0
endif
endif
w(w) =0
endif
endif
endif
endif

35
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Vsimnéme si, ze po provedenim Rotace nebo Dvojita-rotace vyvazovani v operaci IN-
SERT konc¢i. Tedy operace INSERT provadi nejvyse jednu proceduru Rotace nebo
Dvojita-rotace. Korektnost vyvazovaci operace je zalozena na Lemmatu, protoze nena-
stane ptipad w(t) = 0. Déle si Viimnéme, ze kdyby mohlo byt w(t) = 0, pak by algoritmus
pro tento ptripad Sel jen velmi obtizné doplnit.

Nyni popiseme algoritmus pro operaci DELETE. Situace je podobna jako pti INSERT.
Predpokladejme, ze t je vrchol, jehoz otec byl odstranén (tj. bratr ¢ byl list) a hodnota n(t)
je mensi nez byla hodnota n(otec(t)). Proto zavolame proceduru Kontrola-DELETE(t).
Tato procedura zajisti spravnou hodnotu funkce w pro otce t. Navic, kdyz zjisti, ze se
zmensila hodnota 1 otce ¢, pak zavold sama sebe na vrchol otec t. Provedeme analo-
gickou analyzu situace jako pii operaci INSERT. Na ni je zalozena korektnost procedury
Kontrola-DELETE. Pro operaci DELETE je vSak analyza komplikovanéjsi.

Predpokladejme, ze se provadi operace DELETE a t je vrchol, kde se hodnota 7(t) zmensila.
Pritom v podstromu urceném vrcholem ¢ jsou hodnoty w uz aktualizovany, ale pro vrchol
v, ktery je otcem t, je zndméd jesté puvodni hodnota w(v). Predpoklddejme, bez Gjmy na
obecnosti, ze t je levy syn vrcholu v a jeho novd hodnota n(t) = a (pfitom a je nezndmé
¢islo). Oznacme u pravého syna vrcholu v. Pak nastdvaji nasledujici pripady:

A) Puvodni hodnota w(v) = 1 (tj. pted operaci DELETE platilo n(t) = a+1, n(u) = a+2
a n(v) = a+3). Oznac¢me u; levého syna vrcholu u a ug pravého syna vrcholu w. Jsou tii
moznosti:

Al) w(u) = 1. Pak n(uy) = a an(uz) = a+1. Provedeme Rotace(v, u). Po ni u bude koten
(dostane se na misto v), v bude levy syn u, u; se stane pravym synem vrcholu v a plati
n(t) = n(ur) = a, n(v) =n(uz) =a+1an(u) =a-+ 2. Tedy polozime w(v) = w(u) =0, ale
protoze n(u) je mensi nez byla puvodni hodnota n(v), musime zavolat proceduru Kontrola-
DELETE na vrchol u.

A2) w(u) = 0. Pak n(u1) = n(uz) = a + 1. Provedeme opét Rotace(v,u) a po ni plati
n(t) =a, n(u1) = a+1=n(u2), n(v) =a+2, n(u) = a+ 3. Polozime w(v) =1, w(u) = -1
a protoze hodnota n(u) je stejnd jako puvodni hodnota 7n(v), konéime.

A3) w(u) = —1. Pak n(u1) = a+ 1 a n(uz) = a. Oznaéme ug levého syna vrcholu u; a
u4 pravého syna vrcholu u;. Provedeme Dvojita-rotace(v, u, u1), po které u; bude koten
(dostane se na misto v), v bude levy a u pravy syn uj, ug bude pravy syn v a uy levy syn
u. Podle w(uy) (pred rotaci) nastanou piipady:

A3i) w(uy) = —1. Pak plati n(us) = a, n(us) = a — 1 a tedy po rotaci n(v) = a + 1,
n(u) = a+1amn(u) = a+ 2. Proto polozime w(v) = w(uy) = 0, w(u) = 1 a zavolame
proceduru Kontrola-DELETE na vrchol uy, protoze n(u;) je mensi nez byla puvodni
hodnota 7n(v).

A3ii) w(uy) = 0. Pak plati n(us) = n(us) = a a tedy po rotaci n(v) =a+1, n(u) =a+1a
n(u1) = a + 2. Proto polozime w(v) = w(u;) = w(u) = 0 a zavoldme proceduru Kontrola-
DELETE na vrchol uy, protoze n(uy) je mensi nez byla puvodni hodnota n(v).

A3iii) w(uy) = 1. Pak plati n(us) = a — 1, n(us) = a a tedy po rotaci n(v) = a + 1,
n(u) = a+1an(u) = a+ 2. Proto polozime w(u) = w(u1) = 0, w(v) = —1 a zavolame
proceduru Kontrola-DELETE na vrchol u;, protoze hodnota n(uq) je opét mensi nez
byla ptuvodni hodnota n(v).

B) Pavodni hodnota w(v) = 0 (tj. pred operaci DELETE platilo n(t) = a+1, n(u) = a+1
a n(v) = a+ 2). Nyni staci polozit w(v) = 1 a skoncit, protoze se hodnota 7(v) nezmeénila.
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C) Puvodni hodnota w(v) = —1 (tj. pfed operaci DELETE platilo n(t) = a+ 1, n(u) = a
a n(v) = a+ 2). V tomto piipadé polozime w(v) = 0 a zavoldme proceduru Kontrola-
DELETE na vrchol v, protoze se jeho hodnota n(v) zmensila.

Vsimnéme si, ze kdyz procedura Kontrola-DELETE piesune vrchol x na misto vrcholu
y, pak skuteénd hodnota 7(x) je bud ptivodni hodnota 7(y) nebo je piesné o 1 mensi. Na
tomto faktu je zalozena analyza situace a je dulezity pro korektnost operace DELETE.
Nyni popiseme algoritmus pro Kontrola-DELETE(t) formalné.

Kontrola-DELETE(t):
v := otec(t)
if t = levy(v) then
if w(v) =1 then
u := pravy(v)
if w(u) > 0 then
Rotace(v, u)
if w(v) =0 then
w) =1, w(u) :=—1
else
w(u) :=w(v) :=0, t := u, Kontrola-DELETE(t)
endif
else
w :=levy(u), Dvojita-rotace(v, u, w)
if w(w) =1 then
w(u) =0, w(v) := -1
else
if w(w) := 0 then
w(u) :=0,w(v):=0
else
wu) =1, w():=0
endif
endif
w(w) := 0, t := w, Kontrola-Delete(t)
endif
else
if w(v) =0 then
ww):=1
else
w(v) := 0, t := v, Kontrola-DELETE(?)
endif
endif
else
if w(v) = —1 then
u = levy(v)
if w(u) <0 then
Rotace(v, u)
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if w(u) = 0 then
w) :=—1, w(u) =1
else
w(u) == w(v) :=0, t := u, Kontrola-DELETE(?)
endif
else
w := pravy(u), Dvojita-rotace(v, u, w)
if w(w) =1 then
wu) :=—1, w(v) =0
else
if w(w) := 0 then
w(u) =0, w():=0
else
wu) :=0,w) =1
endif
endif
w(w) := 0, t := w, Kontrola-Delete(t)
endif
else
if w(v) =0 then
w(v) = -1
else
w(v) :==0, t :== v, Kontrola-DELETE(t)
endif
endif
endif

SLOZITOST OPERACI

V operaci DELETE se muze stat, ze procedury Rotace nebo Dvojita-rotace jsou volany
az log(|S])-krat. To je vyrazny rozdil oproti operaci INSERT. Proto je operace DELETE
pomalejsi nez operace INSERT, i kdyz asymptoticky jsou stejné rychlé. Korektnost plyne
z provedené analyzy situace pii operaci DELETE. Shrneme uvedené vysledky.

Véta. Implementace operaci MEMBER, INSERT o DELETE pro datovou strukturu
AVL-stromi vyZadugi v nejhorsim pripadé ¢as O(log(]S])), kde S je reprezentovand mnozi-
na. Operace INSERT zavold nejvyse jednou proceduru Rotace nebo Dvojita-rotace.

VI. Cerveno-cerné stromy

Vseobecné uznavanou nejefektivnéjsi variantou vyvazenych bindrnich vyhledévacich stromu
jsou cerveno-cerné stromy. Napiiklad ve srovnani s AVL-stromy, které pro zadani pomocné
struktury potfebuji tithodnotovou proménnou (funkce w), ¢erveno-¢ernym stromum staci
boolska dvouhodnotova proménna (barva). Operace DELETE v ¢erveno-¢ernych stromech
vola nejvyse dvakrat pomocnou proceduru Rotace nebo jednou pomocnou proceduru Ro-
tace a jednou Dvojita-rotace, kdezto AVL-stromy mohou vyzadovat az log |S| volan{
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v evs

ritmy pro ¢erveno-cerné stromy jdou pékné popsat obrazky. Pro cerveno-cerné stromy lze
vyvazovani také provadét shora dolu, viz prednaska v letnim semestru. Tam si také ukazeme,
ze pres tyto rozdily jsou AVL stromy specidlnim piipadem cerveno-cernych stromu. Nyni
budeme definovat cerveno-cerné stromy formalné.

Binarni vyhledavaci strom 7' reprezentujici mnozinu S, jehoz vrcholy jsou obarveny cervené
nebo cerné (kazdy vrchol ma préavé jednu barvu) tak, Ze jsou splnény podminky:
listy jsou obarveny cerné,
kdyz v je vrchol obarveny ¢ervené, pak je bud kofen stromu nebo jeho otec je obarven
cerne,
vSechny cesty z kotene do listi maji stejny pocet ¢ernych vrcholu

se nazyva cerveno-cerny strom.

Nejprve ukézeme, ze pro ¢erveno-¢erny strom 7' reprezentujici mnozinu S plati vyska(7T") =
O(log(|S|)). Odtud plyne, ze ¢erveno-cerné stromy patii mezi vyvazené binarni vyhledavaci
stromy. Ptedpokladejme, ze T je cerveno-cerny strom, ktery ma na cesté z kofene do listu
pravé k cernych vrcholt. Pak pro pocet vrcholi #1 stromu T plati

oF 1 < #T < 2%k 1.

Nejmensi takovy strom méa vsechny vrcholy obarvené ¢erné a je to uplny pravidelny bindrni
strom o vysce k — 1, coz dava dolni odhad. Nejvétsi takovy strom mé vSechny vrcholy
v sudych hladindch obarveny cervené a v lichych hladindch ¢erné, je to tuplny pravidelny
binarni strom o vysce 2k — 1 a tim je dan horni odhad. Tedy k£ < 1 + log#7T. Protoze
velikost mnoziny S je pocet vnitinich vrcholu, dostavame, ze #1 = 2|S| + 1. Z vlastnosti
¢erveno-cernych stromu plyne, ze

kE < vyska(T) < 2k.

Shrneme tato fakta.

Tvrzeni. Cerveno-céerny strom T reprezentujici mnoZinu S spliiuje vyska(T') < 4+2log|S|.

Pro cerveno-cerné stromy navrhneme algoritmy realizujici operace z uspofédanflo slovniko-
vého problému. Operace MEMBER je stejnd jako pro nevyvazené binarni vyhledavaci
stromy. Ooperace INSERT a DELETE (stejné jako pro AVL-stromy) maji dvé ¢ésti:
nejprve se provede operace INSERT nebo DELETE jako v nevyvazenych bindrnich vy-
hledédvacich stromech a pak nésleduji vyvazovaci operace, které zajisti, ze vysledny strom
spliiuje podminky pro ¢erveno-cerné stromy. Schéma operaci JOIN a SPLIT bude vychazet
z jejich realizaci v (a, b)-stromech. V operaci JOIN prohleddvanim nalezneme misto, kde
se stromy daji spojit (tam aplikujeme operaci JOIN pro nevyvézené bindrni vyhleddvaci
stromy), a pak pouzijeme vyvazovaci operace. Algoritmus operace SPLIT rozdéli ¢erveno-
¢erny strom do nékolika mensich cerveno-cernych stromu priuchodem puvodniho éerveno-
¢erného stromu podél cesty vyhledavajici z (podobné jako v (a,b)-stromech) a na tyto
stromy pak aplikuje operaci JOIN a zkonstruuje vysledné cerveno-cerné stromy.
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VYVAZOVANT

Nejprve popiSseme vyvazovaci operaci pro INSERT. Dvojice (7,v) se nazyva 2-parcidlni
cerveno-cerny strom, kdyz 7T je binarni vyhledavaci strom, kde kazdy vrchol je obarven
praveé jednou z dvojice barev ¢ervend — cernd, v je vnitini vrchol stromu 7' obarveny cervené
a plati:

listy jsou obarveny cerné,

kdyz ¢ je vrchol obarveny cervené, pak je bud kofen stromu nebo ¢ = v nebo jeho

otec je obarven cerné,

vSechny cesty z kofene do listu maji stejny pocet ¢ernych vrcholu.
Predpokladejme, ze T je ¢erveno-cerny strom reprezentujici mnozinu S a provadime operaci
INSERT(z) pro x ¢ S. Kdyz operace INSERT (z) pro nevyvéazené binarni vyhleddvaci
stromy vytvoif strom 7", kde vrchol v reprezentuje x, pak v piebarvime Cervené a syny
vrcholu v (jsou to listy) obarvime ¢erné. Je okamzité vidét, ze (T”,v) je 2-parcidlni Cerveno-
cerny strom.

Na 2-parciélni ¢erveno-cerny strom (7”,v) zavoldme proceduru Vyvaz-INSERT (v). Po
jejim provedeni bud dostaneme &erveno-éerny strom nebo znovu zavoldme proceduru Vy-
vaz-INSERT (v') na vrchol v’ takovy, ze (T”,v") je 2-parcidlni Gerveno-c¢erny strom a v’ je
déd v (tj. je o dvé hladiny bliz ke kofeni nez vrchol v). Navic, kdyz procedura Vyvaz-
INSERT vola sama sebe, tak do té doby neménila strukturu stromu, nevolala ani pomocnou
proceduru Rotace ani Dvojita-rotace, jen ménila obarveni vrcholu.

Cerveno-cerny strom zadame tak, ze rozsitime strukturu vrcholu v o boolskou proménnou
b(v), kde b(v) = 0 znamend, Ze v je obarven Cervené, a b(v) = 1 znamend, Ze v je obarven
cerne.

Popiseme proceduru Vyvaz-INSERT (pfedpokldddme, ze v je obarven Cervené). Pro
jednoduchost oznacme s(v) = levy, kdyz v = levy(otec(v)), a s(v) = pravy, kdyz v =
pravy (otec(v)).

Vyvaz-INSERT (v):
if v neni koten 7" a b(otec(v)) = 0 then
if otec(v) je koten then
b(otec(v)) :=1
else
w := otec(v), u := bratr(w)
if b(u) = 0 then
v := otec(w), b(w) := 1, b(u) :=1, b(v) :=0
Vyvaz-INSERT (v) (Komentéai: Viz Obr. 1)

else
t := otec(w)
if s(w) = s(v) then
Rotace(t,w), b(t) := 0, b(w) := 1 (Komentai: Viz Obr. 2)
else

Dvojita-rotace(t, w, v)
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b(t) := 0, b(v) := 1 (Komentai: Viz Obr. 3)
endif
endif
endif
endif

Na obrazcich b znac¢i cernou barvu a r znaci ¢ervenou barvu. Otec vrcholu w je oznacen t.

OBR. 1

OBR. 2

Operace INSERT v c¢erveno-cernych stromech vola nejvyse 2 + log(|S|)-krat proceduru
Vyvaz-INSERT a provede nejvyse jednou Rotace nebo Dvojita-rotace. Podproceduru
Vyvaz-INSERT pouziva pii vyvazovani také operace JOIN.

Operace DELETE je fesena podobnym zpusobem jako operace INSERT. Rozdil je v tom,
ze pii operaci DELETE je porusSena tieti podminka v definici ¢erveno-¢ernych stromu a
vyvazovani je technicky narocnéjsi. Nejprve budeme definovat 3-parcidlni cerveno-cerny
strom. Tato definice ukaze, jakym zpltsobem se porusi struktura ¢erveno-cernych stromu

pti operaci DELETE.



42

u,b v,b

OBR. 3

Rekneme, ze dvojice (T, v) je 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom, kdyz 7" je binarni vyhleddvaci
strom reprezentujici mnozinu S, kazdému vrcholu je prifazena pravé jedna z dvojice barev
cervend — Cernd, v je vrchol ve stromu T a plati nasledujici podminky:

listy a vrchol v jsou obarveny cerné,

kdyz t je vrchol obarveny Gervené, pak je bud kofen stromu nebo jeho otec je obarven

Cerne,

existuje ¢islo k takové, ze vSechny cesty z kotene do listu, které neprochézeji vrcholem

v, obsahuji pravé k Cernych vrcholu, a vSechny cesty z kotene do listu prochéazejici

vrcholem v obsahuji k — 1 ¢ernych vrcholi.
Predpokladejme, ze provadime operaci DELETE(z). V jeji prvni ¢dsti pouzijeme algo-
ritmus pro DELETE v nevyvazenych bindrnich vyhledavacich stromech. Kdyz tato ¢ast
odstrani vrchol u a jeho syna w, ktery je list, pak na misto vrcholu u se dostane jeho druhy
syn v. Pak nastane druhd cast, jejimz cilem je vytvorit znovu cerveno-cerny strom. Na
zacatku této faze obarvime vrchol v cerné. Pak jsou splnény prvni dvé podminky v definici
¢erveno-cernych stromu a pokud vrchol u nebo vrchol v byl puvodné obarven Cervené, je
splnéna i tieti podminka. Pokud vrchol u i vrchol v byly obarveny c¢erné, pak kazda cesta z
kofene do listu obsahujici vrchol v mé o jeden ¢erny vrchol méné nez cesta z kotene do listu
neobsahujici vrchol v (chybi ¢erny vrchol uw). Po provedeni téchto akci jsme bud obdrzeli
¢erveno-cerny strom (a tim se ispésné ukoncéila operace DELETE) nebo (7', v) je 3-parcidlni
cerveno-cerny strom.

Predchozi analyza dava rychly test na to, zda vznikne cerveno-cerny strom nebo 3-parcidlni
¢erveno-cerny strom (pak v je list). Na 3-parcidlni ¢erveno-cerny strom (7, v) pak aplikujeme
podproceduru Vyvaz-DELETE(v), jejiz cilem je transformovat 3-parcidlni cerveno-cerny
strom (7',v) do ¢erveno-cerného stromu tak, ze se nezméni reprezentovand mnozina.

Popiseme proceduru Vyvaz-DELETE(v). Predpokldddme, ze (T, v) je 3-parcidlni ¢erveno-
¢erny strom a ze v neni jeho kofen. Vysledkem procedury bude bud erveno-éerny strom
nebo 3-parcidlni éerveno-c¢erny strom (77,v’), kde v’ je otcem vrcholu v, a zavoldni proce-
dury Vyvaz-DELETE(v') na strom (7”,v"). Splnéni pozadavku, abychom po provedeni
procedury Vyvaz-DELETE(v) na 3-parcidlni ¢erveno-¢erny strom (7, v) obdrzeli ¢erveno-
¢erny strom, plyne z faktu, ze kdyz (T, v) je 3-parcidlni Cerveno-Cerny strom a v je jeho
koten, pak T je ¢erveno-cerny strom.
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Vyvaz-DELETE(v):
u := bratr(v), t := otec(v)
if b(u) = 0 then

Rotace(t,u), b(u) := 1, b(t) := 0, u := bratr(v)
endif
(Komentai: Viz Obr. 4, nyni b(u) = 1)
wy :=syn u takovy, ze s(v) = s(wy), wy := bratr(w;)
if b(w1) = b(wz) = 1 then

b(u) :==0

if b(t) = 0 then
b(t) =1

else

if ¢t neni kofen stromu then
v:=t, Vyvaz-DELETE(v)
endif
endif (Komentéi: Viz Obr. 5)
else
if b(wy) = 1 then (Komentai: b(ws) = 0)
Rotace(t,u), b(ws) := 1, b(u) := b(t), b(t) := 1 (Komentai: Viz Obr. 6)
else
Dvojita-rotace(t, u,w;), b(wy) := b(t), b(t) := 1 (Komentai: Viz Obr. 7)
endif
endif

Na nésledujicich obrézcich jsou vrcholy, které nemaji specifikovanou barvu (mohou byt jak
cervené tak ¢erné). Tyto barvy budeme oznacovat a, a’. Duvodem je, Ze se tato barva muze
pienést do cilového stromu bud tak, ze si ji vrchol ponechd, nebo ji zdédi jiny vrchol, ktery
se dostal na jeho misto. Na Obr. 5 se takova barva a v cilovém stromé neobjevuje.

OBR. 4

Korektnost algoritmu je zfejma z obrazku. Vsimnéme si, ze kdyz u (bratr vrcholu v v
puvodnim stromu) je obarven ¢ervené, pak po provedeni Rotace(t,u) bude (T, v) opét 3-
parcidlni ¢erveno-Cerny strom a vrchol ¢ (otec vrcholu v) bude obarven Cervené. Pak z
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OBR. 5

OBR. 6

OBR. 7

Obr. 5 je vidét, ze pokracovani procedury Vyvaz-DELETE muze provést podproceduru
Rotace nebo Dvojita-rotace, které skonci ¢erveno-cernym stromem.
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ALGORITMY OPERACT

Nyni popiSeme algoritmy realizujici operace z uspofadaného slovnikového problému. Ne-
formalni popis algoritmt operaci INSERT a DELETE jsme uz uvedli, nyni ho zformali-
zujeme.

INSERT (z):

Vyhledej(z)

if ¢ je list then
zménime ¢t na vnitini vrchol, key(t) := x
vytvoiime syny levy(t) a pravy(t)
b(t) := 0, b(levy(t)) := 1, b(pravy(t)) :=1
Vyvaz-INSERT(t)

endif

DELETE(2):
Vyhledej(z)
if ¢ neni list then
vyv = false
if levy(t) je list then
v := pravy(t)
if b(t) =1 a b(v) =1 then
VYV = true
endif
odstranime vrchol levy(t), otec(v) := otec(t)
if ¢t = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) :=wv
else
pravy(otec(t)) := v
endif
b(v) := 1, odstranime vrchol ¢
else
u = levy(t)
while pravy(u) neni list do
u = pravy(u)
enddo
key(t) := key(u), v :=levy(u),
if b(u) =1 ab(v) =1 then
VYV = true
endif
b(v) := 1, odstranime vrchol pravy(u),
otec(v) := otec(u)
if u = levy(otec(u)) then
levy(otec(u)) := v
else
pravy(otec(u)) :=wv
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endif
odstranime vrchol u
endif
if vyv then Vyvaz-DELETE(v) endif
endif

Algoritmy pro operace MIN a MAX jsou stejné jako pro nevyvazené binarni vyhledavaci
stromy, proto je vynechdme. Zbyvé popsat operace JOIN (pro tuto strukturu vezmeme
verzi JOIN3) a SPLIT.

Nejprve popiseme algoritmus pro operaci JOIN3. Meéjme cerveno-cerné stromy 17 a Th
reprezentujici mnoziny S; a Sy a déle prvek x € U takovy, ze max.S; < z < minSs.
Nejprve zajistime, ze koteny 77 i T5 jsou obarveny cerné. Ptredpokladejme, ze k; je pocet
¢ernych vrcholil na cesté z kotene do listu ve stromé T;, kde ¢+ = 1,2. Kdyz k1 = ko,
pak stac¢i provést JOIN3(Ty,x,T5) pro nevyvazené bindrni vyhleddvaci stromy (koten
obarvime ¢ervené). Problém je, kdyz k1 # ko. Napiiklad predpoklddejme, ze k1 > ko.
Pak zacneme v kofeni stromu 77 a jdeme po pravych synech dolt tak dlouho, az nalezneme
cerny vrchol v takovy, ze vSechny cesty z v do listi v T} obsahuji pravé ko ¢ernych vrcholu.
Pak provedeme JOIN3 pro nevyvazené binarni vyhledavaci stromy na podstrom 77 urceny
vrcholem v a na T5. Kofen w vzniklého stromu obarvime ¢ervené a tento strom vlozime do
T} misto podstromu urceného vrcholem v. Pak (77, w) je 2-parcialni ¢erveno-¢erny strom a
aplikujeme proceduru Vyvaz-INSERT. Pripad ko > kq se TeSi symetricky.

Algoritmus pro operaci SPLIT je velmi podobny algoritmu pro (a, b)-stromy. Vyhleddvame
vrchol reprezentujici x. Kdyz jsme ve vrcholu ¢ a méame pokracovat akei ¢ := levy(t), pak
dvojici key(t) a podstrom T urCeny pravym synem ¢ vlozime do zdsobniku Z,, kdyz méme
pokracovat akci ¢ := pravy(t), pak do zdsobniku Z; vlozime dvojici podstrom T uréeny
levym synem t a key(t). Kdyz key(t) = =z, pak do Z; vlozime podstrom urceny levym
synem t a do Zy podstrom urceny pravym synem t. Kdyz t je list, pak do Z; i Z5 vlozime
jednoprvkové stromy. Pomoci posloupnosti operaci JOIN3 vytvoiime ze zasobniku Z;
strom 1] a ze zasobniku Z5 strom T5.

JOIN3(T1, Z, Tg)i
if b(kofen 77) = 0 then b(kofen 77) := 1 endif
if b(kofen T») = 0 then b(kofen T3) := 1 endif
k1 := pocet cernych vrcholi v T na cesté z kofene do listu
ko := pocet cernych vrcholu v T na cesté z kofene do listu
if kl Z kJQ then

t :=koren stromu 717, i := k1 — ko

while 7 > 0 do

t := pravy(t)
if b(t) =1 then i := i — 1 endif
enddo

vytvof vrchol u, b(u) := 0, key(u) := x
if ¢ neni kofen 77 then

otec(u) := otec(t), pravy(otec(t)) := u
endif



otec(t) := u, otec(koten Ty) :=
pravy(u) :=kofen Ty, levy(u) :=t
Vyvaz-INSERT (17, u)
else
t :=koren Ty, 1 := ko — k1
while ¢ > 0 do
t :=levy(t)
if b(t) =1 then i := i — 1 endif
enddo
vytvof vrchol u, b(u) := 0, key(u) := x

otec(u) := otec(t), levy(otec(t)) := u, otec(t) := u

otec(kofen T1) := u, levy(u) :=kofen T}
pravy(u) :=t
Vyvaz-INSERT (75, u)

endif

SPLIT(z):
Z1, 4y := prazdné zasobniky, t :=koten T'
while key(t) # = a t neni list do
if key(t) > « then
vloz (key(t), pravy(t)) do Za, t :=levy(t)
else
vloz (levy(t),key(t)) do Z, t := pravy(t)
endif
enddo
if key(t) = x then
Ty := podstrom T urceny levy(t)
T, := podstrom T urceny pravy(t)
Vystup: z € S
else
Ty, T := jednoprvkové stromy
Vystup: x ¢ S
endif
while Z; # () do
(t,z) := vrchol Zy, odstran (t,x) ze Z;

T’ := podstrom T urceny t, Ty :=JOIN3(T", z,T})

enddo
while Z, # () do
(x,t) := vrchol Z,, odstran (x,t) ze Z;

T’ := podstrom T urceny t, T :=JOIN3(T5,z,T")

enddo

SLOZITOST OPERACI
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Vsimnéme si, ze kazdy algoritmus pracuje s vrcholy jen na jedné cesté z kofene do listu (ten
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je urcen operaci a argumentem operace) a ze na praci s libovolnym vrcholem vyzaduje ¢as
O(1). Pak muzeme shrnout:

Véta. Implementace operaci MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX, JOIN3
a SPLIT pro éerveno-éerné stromy vyzadugi v nejhorsim pripadé ¢as O(log(]S|), kde S je
reprezentovand mnozina. Operace INSERT a JOIN3 zavolaji nejvyie jednou bud Rotace
nebo Dvojita-rotace a operace DELETE zavold nejvyse dvakrdat Rotace mebo jednou
Rotace a Dvojita-rotace.

Operace JOIN3 ve skutecnosti vyzaduje cas O(|k; — k2| + 1). Protoze Z; a Z obsahuji
nejvyse log(|S|) polozek, odhadne se casovd slozitost operace SPLIT stejnym zpusobem
jako v (a,b)-stromech. V ostatnich piipadech odhad ¢asové slozitosti plyne z toho, zZe

vyska(T) = O(log(|S]))-

Pokud chceme mit i algoritmus pro operaci ord(k), musime rozsifit strukturu o funkci
p stejné jako v nevyvazenych binarnich vyhleddvacich stromech. Pak lze pouzit pfimo
algoritmus pro ord(k) pro nevyvéazené binarni vyhleddvaci stromy. Pfipomenme si, ze
procedury Rotace a Dvojita-rotace mohou aktualizovat funkci p v ¢ase O(1). Proto
dostavame

Veéta. Algoritmy pro realizaci operaci MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX,
JOIN3, SPLIT « ord(k) pro rozsitenou strukturu éerveno-céerngch stromu vyZaduji v nej-
horgim pripadé éas O(log(|S]), kde S je reprezentovand mnozina. Operace INSERT a
JOINS3 zavolaji nejuyse jednou bud Rotace nebo Dvojita-rotace a operace DELETE
zavold nejvyse dvakrdt Rotace nebo jednou Rotace a Dvojita-rotace.

Vznikd otézka, proc¢ se tolik pozornosti vénuje proceduram Rotace a Dvojita-rotace.
aplikacich (pouzivaji se hlavné ve vypocetni geometrii) tvar stromu spolu s parametry nesou
jesté dalsi zakédované informace. Pti zméné tvaru stromu je tieba je prepocitat. Rotace
a Dvojita-rotace méni tvar stromu, kdezto posun smérem ke kofeni pouze méni obarveni.
V tomto piipadé pak Rotace nebo Dvojita-rotace vyzaduje ¢as O(|S|) (obvykle je tfeba
prohlédnout cely strom a ptepocitat udaje) a nikoliv O(1).

VII. Vahové vyvazené stromy

V osmdesétych letech se ve vypocetni geometrii hodné pouzivaly BB(«)-stromy. S piicho-
dem ¢erveno-¢ernych stromu jejich popularita poklesla, ale ob¢as se objevi. Proto se o nich
zminime alespon orientacné. Méjme realné c¢islo a takové, ze % <a < @ Pro strom T
oznacme p(T') pocet listu ve stromu 7T'. Bindrni vyhleddvaci strom 7" reprezentujici mnozinu

S se nazyva BB(a)-strom, kdyz pro kazdy vnitini vrchol v plati:

p(Tl,v p(TT,U)
p(Ty) p(Ty)

kde T, je podstrom T' urceny vrcholem v, T; , je podstrom 7" ur¢eny levym synem vrcholu
v a T}, je podstrom T urceny pravym synem vrcholu v. Plati

~—
I
—_

|

OCS Sl_a7
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Tvrzeni. Kdyz T je BB(«a)-strom reprezentujici n-prvkovou mnozinu, pak

log(n+1) -1

vyska(T) <1+ T
lOg 1a

Dusledkem je, ze BB(«a)-stromy patii do skupiny vyvazenych binarnich vyhleddvacich stro-
mu. Vyvazovani se provadi opét pomoci procedur Rotace a Dvojita-rotace a popisuje ho
nasledujici technické tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kaZdé o existuje konstanta d takovd, Ze o < d < 1 —« a Ze pro kaZdy bindrni
vyhledavaci strom T s korenem t splnujici podminky

(1) podstromy T} a T, stromu T urcené levym a pravym synem t jsou BB(«a)-stromy;

(2) ’;((772)) <aabuda§p€}§gl gl—aneboaﬁi(gf))ill sl-a

plati:

Necht p = iggg, kde T' je urcen levym synem pravého syna kotene t. Kdyz p < d, pak
provedeme Rotace(t, pravy(t))
, a kdyz p > d, provedeme Dvojita-rotace(t, pravy(t),levy(pravy(t))).

V obou pripadech dostaneme BB(a)-strom.

Toto tvrzeni a jeho symetrické verze jednoznacéné ukazuji (az na specifikaci konstanty d,
ktera vSak presahuje rdmec této prednasky), jak vyvazovat B B(«a)-stromy pii aktualiza¢nich
operacich, protoze podstrom BB(«)-stromu uréeny néjakym jeho vrcholem je opét BB(«)-
strom. Pak dostavame:

Véta. Implementace operaci MEMBER, INSERT o« DELETE v BB(«a)-stromech vy-
Zadugi v nejhorsim pripadé ¢as O(log(|S|)), kde S je reprezentovand mnozina.

Obliba BB(«)-stromu byla zapfi¢inéna vlastnosti uvedenou v nasledujici vété, kterd je
analogii véty o vyvazovacich operacich pro (a, b)-stromy.

Véta. Necht o je redlné ¢islo takové, Ze % <a<l-— @ Pak existuje konstanta ¢ > 0

zavisla jen na « takovd, Ze kazZda posloupnost operaci INSERT a DELETE o délce m
aplikovand na puvodné prdazdny B B(«)-strom vold nejvyse cm procedur Rotace a Dvojita-
rotace.

VIII. Historicky prehled

(a,b)-stromy zavedli Bayer a McGreght (1972).

Veéty o poctu vyvazovacich operaci pro (a, b)-stromy dokézali Huddleston a Mehlhorn (1982).
Ti také ukazali moznost aplikace tohoto odhadu na paralelni implementace algoritmu v
(a, b)-stromech.

A-sort navrhli a analyzovali Guibas, McGreight, Plass a Roberts (1977).

Analyza interpolaéniho vyhleddvéani pochazi od Perla, Itaie a Avniho (1978).
Kvadratické vyhledavani analyzovali Perl a Reingold (1977).
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Adelson-Velskij a Landis (1962) definovali AVL-stromy.

Cerveno-cerné stromy definovali Guibas a Sedgewick (1978), ale posledni verze algoritmu
DELETE pochazi od Tarjana (1983).

BB(a)-stromy zavedli Nievergelt a Reingold (1973).

Véty o jejich vyvazovani dokézali Blum a Mehlhorn (1980).

Priorita AVL-stromu se odrazi v jejich hojném pouzivani, i kdyz cerveno-cerné stromy jsou
efektivnéjsi.



Datové struktury - haldy a tridici algoritmy

I. Uvod

V praxi se casto setkdvame s nésledujicim problémem, ktery vznikd na usporadaném uni-
verzu, jehoz usporadani se vSak v prubéhu ¢asu méni. Uloha se lisf od slovnikového problému
v tom, ze se nevyzaduje efektivni operace MEMBER. Dokonce se predpoklada, ze ope-
race dostane spolu s argumentem informaci o ulozeni zpracovavaného prvku. Hlavnim
pozadavkem je rychlost provededni ostatnich operaci a malé pamétové naroky. Piitom v
praxi obvykle nestaci znat jen asymptotickou slozitost, dulezitou roli hraje skute¢na rychlost,
kterou vSak neumime obecné spocitat, protoze je zavisla na pouzitém systému a hardwaru.
Presto je pri pouziti nasledujicich struktur dobré mit realistickou pfedstavu o skutecnych
rychlostech operaci a podle toho si vybrat vhodnou strukturu.

Zadéani problému: Necht U je univerzum. Je ddna mmnozina S C U a funkce f : S — R,
kde R jsou redlnd ¢isla (tato funkce realizuje usporadani na univerzu U — pro u,v € U plati
u < v, pravé kdyz f(u) < f(v); zména usporadani se pak realizuje zménou funkce f). Mame
navrhnout reprezentaci S a f, kterd umozinuje operace:

INSERT(s, a) — piida k mnoziné S prvek s tak, ze f(s) = a,

MIN - nalezne prvek s € S s nejmensi hodnotou f(s),

DELETEMIN - odstrani prvek s € S s nejmensi hodnotou f(s),

DELETE(s) — odstrani prvek s € S z mnoziny S,

DECREASE(s, a) — zmensi hodnotu f(s) o a (tj. f(s):= f(s) —a),

INCREASE(s, a) — zvétsi hodnotu f(s) o a (tj. f(s) := f(s)+a).

Pii operaci INSERT (s, a) se predpokladd, ze s ¢ S, a tento predpoklad operace INSERT
neovéiuje. Pfi operacich DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a) se pred-
poklada, ze s € S, a operace navic dostava informaci, jak najit prvek s v reprezentaci S a
f. Haldy jsou typ struktury, ktera se pouzivéa pro feseni tohoto problému.

Halda je stromova struktura, kde vrcholy reprezentuji prvky z S a splnuji lokdlni podminku
na f. Obvykle se pouziva nasledujici podminka nebo jeji dudlni verze:

(usp) Pro kazdy vrchol v plati: kdyz v reprezentuje prvek s € S a otec(v) reprezentuje
te S, pak f(t) < f(s).

Probereme nékolik verzi hald a budeme predpokladat, ze vzdy spliuji tuto podminku a
ze pozadavek na provedeni operaci DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a)
také zadava ukazatel na vrchol reprezentujici s € S. Navic budeme uvazovat operace

MAKEHEAP(S, f) — operace vytvoii haldu reprezentujici mnozinu S a funkci f,
MERGE(H,, Hy) — predpoklada, ze halda H; reprezentuje mnozinu S; a funkci f; pro
i=1,2a 5 NSy = 0. Operace vytvori haldu H reprezentujici S; U Sy a fi U fo, pficemz
neovéiuje disjunktnost S7 a Ss.



IT. Regulérni haldy

Prvni pouzité haldy byly binarni neboli 2-regularni haldy. Tyto haldy jsou velmi oblibené
pro svou jednoduchost a nazornost a pro velmi efektivni implementaci.

Predpokladejme, ze d > 1 je pfirozené ¢islo. d-reguldrni strom je kotenovy strom (7,7),
pro ktery existuje poradi synu jednotlivych vnitinich vrcholt takové, ze ocislovani vrcholu
prohledavénim do sitky (kofen r je ¢islovan 1) spliiuje nasledujici vlastnosti

(1) kazdy vrchol ma nejvyse d synu,
(2) kdyz vrchol nenf list, tak vSechny vrcholy s mensim ¢éislem maji pravé d synu,
(3) kdyz vrchol ma méné nez d synu, pak vsechny vrcholy s vétsimi ¢éisly jsou listy.

Toto ocislovani se nazyva piirozené ocislovani d-reguldrniho stromu.

Tvrzeni. KazZdy d-requldrni strom md nejvyse jeden vrchol, ktery neni list a md méné nez
d syni. Kdyz d-reguldrni strom md n vrcholi, pak jeho vyska je [logy(n(d —1)+1)]. Necht
o je prirozené ocislovani vrcholi d-requldrniho stromu. Kdyz pro vrchol v je o(v) = k, pak
vrchol w je syn vrcholu v, prdvé kdyz o(w) € {(k—1)d+2, (k—1)d+3,...,kd+1}, a vrchol
u je otcem vrcholu v, prdvé kdy? o(u) =1+ [E22].

Dikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne pfimo z pozadavku 2) na d-regularni strom. Ma-li d-

reguldrn{ strom vygku k, pak mé alespoin X" d* + 1 a nejvyse %F_,d’ vrcholii. Proto

dk—1 di
<n<

k k+1
1 —1)< 1
o <oy . d <n(d-1)<d

a zlogaritmovanim dostaneme
k <logy(n(d—1)+1) <k+1.

Odtud plyne druhé ¢ast tvrzeni. Tteti ¢ast pro ¢isla synu dokazeme indukei podle ocislova-
ni. Synové kofene maji ¢isla 2,3, ...,d + 1, protoze kofen ma ¢islo 1. Kdyz tvrzeni plati pro
vrchol s ¢islem k, pak synové vrcholu s ¢islem k£ + 1 maji ¢isla kd+ 2, kd+ 3, ..., kd+d+1,
coz odpovida ¢islum (k+1—-1)d+2,(k+1—-1)d+3,...,(k+1)d+ 1, a tedy tvrzeni plati.
Posledni ¢ast pak plyne z toho, ze kdyz i € {(k —1)d +2,(k —1)d + 3,...,kd + 1}, pak
14+ =2 =k O

Vsimnéme si, ze specidlné pro d = 2 maji synové vrcholu s ¢islem k ¢isla 2k a 2k + 1 a otec
vrcholu s ¢islem k& mé ¢islo ng Tedy pro 2-reguldrni stromy je predpis pro nalezeni synu
a otce zvlasté jednoduchy.

Rekneme, 7ze mnozina S s funkcef f je reprezentovédna d-reguldrni haldou H, kde H je
d-regularni strom (7,r), kdyz ptifazeni prvku mnoziny S vrcholim stromu 7' je bijekce
spliiujici podminku (usp). Toto ptitazeni je realizovédno funkei key, kterd vrcholu pfitazuje
jim reprezentovany prvek.

Defince d-regularniho stromu umoznuje velmi efektivni implementace d-reguldrnich hald.
Méjme mnozinu S reprezentovanou d-reguldrni haldou H s pfirozenym ocislovanim o d-
reguldrniho stromu (7', 7). Pak haldu H muzeme reprezentovat polem H|[1..|S|], kde pro
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vrchol stromu v, pro ktery o(v) = i, je H(i) = (key(v), f(key(v)). Algoritmy budeme popiso-
vat pro stromy, protoze je to ndzornéjsi. Preformulovat je pro pole je snadné (viz ocislovan{
synu a otce vrcholu v). Pro jednoduchost budeme pro vrchol v psat f(v) misto f(key(v)),
neboli f(v) bude oznacovat f(s), kde s je reprezentovan vrcholem v. U d-reguldrniho stromu
predpokladame, ze zname piirozené ocislovani, a fréaze ‘posledni vrchol’, ‘predchazejici vr-
chol” atd. se vztahuji k tomuto oc¢islovani.

ALGORITMY

Pro d-regularni haldy neni znama efektivni implementace operace MERGE. Efektivni im-
plementace ostatnich operaci jsou zalozeny na pomocnych operacich UP(v) a DOWN(v).
Operace UP(v) posunuje prvek s reprezentovany vrcholem v smérem ke kofeni, dokud vrchol
reprezentujici prvek s nespliuje podminku (usp). Operace DOWN (v) je symetrické.

UP(v):

while v nenf kofen a f(v) < f(otec(v)) do
vymeén key(v) a key(otec(v))
v := otec(v)

enddo

DOWN(v):
if v neni list then
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f(w)
while f(w) < f(v) a v nenf list do
vymeén key(v) a key(w), v :=w
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f(w)
enddo
endif

INSERT(s):
v :=novy posledni list, key(v) := s, UP(v)

MIN:
Vystup key(koten(7"))

DELETEMIN:
v :=posledni list, r :=kofen, key(r) := key(v)
odstran v

DOWN(r)

DELETE(s):
v :=vrchol reprezentujici s
w :=posledni list
t := key(w), key(v) :=t, odstran w
if f(t) < f(s) then UP(v) else DOWN(v) endif



DECREASE(s, a):

v :=vrchol reprezentujici s

f(s) := f(s) —a, UP(v)
INCREASE(s, a):

v :=vrchol reprezentujici s

f(s):= f(s) + a, DOWN(v)

MAKEHEAP(S, f):
T := d-reguldrni strom s |S| vrcholy
zvol libovolnou reprezentaci S vrcholy stromu 7'
v :=posledni vrchol, ktery neni list
while v je vrchol 7' do
DOWN(v)
v :=vrchol predchazejici vrcholu v

enddo

Ovérime korektnost algoritmt. Je zfejmé, ze pomocné operace jsou korektni — skonci, kdyz
podminku (usp) spliuje prvek s, ktery byl puvodné reprezentovan vrcholem v. Korektnost
operace MIN plyne piimo z podminky (usp), protoze kofen reprezentuje nejmensi prvek
mnoziny S. U operace INSERT je podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou
nové vytvoreného listu a operace UP zajisti jeji splnéni. Pii operaci DELETEMIN je
podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou kofene a v tomto piipadé operace
DOWN zajisti jeji splnéni. Po provedeni operaci DELETE(s), DECREASE(s,a) a
INCREASE(s, a) je podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou vrcholu v a
jeji splnéni opét zajisti operace UP resp. DOWN. Pro operaci MAKEHEAP budeme
uvazovat dudlni formulaci podminky (usp):

(d-usp) kdyz s je prvek reprezentovany vrcholem v, pak f(s) < f(t) pro vSechny prvky
reprezentované syny vrcholu v.

Pokud kazdy vrchol spliuje podminku (d-usp), pak spliuje i podminku (usp). Ziejmé

kazdy list spliuje podminku (d-usp) a kdyz operace MAKEHEAP provede proceduru

DOWN(v), pak je podminka (d-usp) splnéna pro vsechny vrcholy s ¢isly alespon tak

velkymi jako je ¢islo v. Operace MAKEHEAP koné¢i provedenim operace DOWN na

koten a odtud plyne jeji korektnost.

SLOZITOST OPERACI

Vypocteme ¢asovou slozitost operaci: Jeden béh cyklu v operaci UP vyzaduje ¢as O(1) a v
operaci DOWN ¢as O(d). Proto operace UP v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(log, |S|)
a operace DOWN cas O(dlog, |S|). Operace MIN vyzaduje ¢as O(1), INSERT a DE-
CREASE vyzaduji ¢as O(log,|S|) a DELETEMIN, DELETE a INCREASE cas
O(dlog,|S)).

Haldu muzeme vytvorit iteraci operace INSERT, coz vyzaduje ¢as O(|S|log,(|S])). Ukéze-
me, ze slozitost operace MAKEHEARP je mensi, ale pro malé haldy je vyhodnéjsi provadét
opakované operaci INSERT. Operace DOWN(v) na vrchol ve vysce h vyzaduje v nej-
horsim pifpadé ¢as O(hd). Vrcholii v hloubce i je nejvyse d*. Piedpokladejme, Ze strom
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ma vysku k, pak vrchol v hloubce ¢ ma vysku nejvyse k — i. Tedy operace MAKEHEAP
vyzaduje cas O(YF ) di(k — i)d) = O(Y5 ) d"t'(k —i)). Oznacme A = S5 d ! (k — i),
pak

k—1 k—1 k+1
dA—A=) "dP(k—i)=> d*'(k- Zd’ —i+2) Zdi(k—iﬂ):
=0 =0 i=1
k . .
dk+1+2dl(k—i+2—k+i—1)—dk:d’f+1+2d1—dk:
i=2 1=2
"=t —1
A" P — dk.
L)

e+l gk _ g2

Tedy A = 4 + G5+ — 3% Protoze k = [log,(|S|(d — 1) +1)], dostévéme, ze d"*' <
d?((d —1)|S| +1), a proto A < 2d?|S|. Tedy MAKEHEAP vyzaduje v nejhorsim pifpadé
jen cas O(d?|S)).

APLIKACE

Ttidéni: prostou posloupnost ¢isel x1, zs, ..., x, 1ze setiidit nasledujicim algoritmem pouzi-
vajicim haldu (f bude v tomto pfipadé identicka funkce).

d-HEAPSORT (z1,x2,...,2y):
MAKEHEAP({z; |i=1,2,...,n}, f)
1=1
while 1 <n do

y; :=MIN, DELETEMIN, i :=1i¢+ 1
enddo
Vystup: y1,92;. .-, Yn

Teoreticky lze ukazat, ze pouziti d-regularnich hald v algoritmu HEAPSORT pro d =
3 ad =4 je vihodnéjsi nez d = 2. Experimenty ukazaly, ze optimélni algoritmus pro
posloupnosti délek do 1 000 000 by mél pouzivat d = 6 nebo d = 7 (v experimentech
byl méfen skute¢né spotiebovany ¢as, nikoli pocet porovnani a vymén prvkia). Pro delsi
posloupnosti se optimalni hodnota d muze zmensit.

Dalsfm pifkladem je nalezeni nejkratsich cest v grafu z daného bodu. Re$me nésledujici
ulohu:

Vstup: orientovany ohodnoceny graf (X, R, c), kde ¢ je funkce z R do mnoziny kladnych
realnych cisel, a vrchol z € X.

Ukol: nalézt pro kazdy bod =z € X délku nejkratsi cestu ze z do z, kde délka cesty je soucet
c-ohodnoceni hran na cesteé.

Dijkstrav algoritmus:
d(z):=0,U :={z}
for every z € X \ {z} do d(x) := +00 enddo
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while U # () do
najdi vrchol u € U s nejmensi hodnotou d(u)
odstran u z U
for every (u,v) € R do
if d(u) + c(u,v) < d(v) then
if d(v) = +o0 then vloz v do U endif
d(v) :==d(u) + c(u,v)
endif
enddo
enddo

Korektnost algoritmu je zalozena na kombinatorickém lemmatu, které iik4, ze kdyz odstra-
nujeme z U prvek x s nejmensi hodnotou d(z), pak vzdalenost ze z do z je praveé d(z). Proto
kdyz U = (), pak d(z) jsou délky nejkratsich cest ze z do x pro vSechna x € X. Tedy préce s
mnozinou U vyzaduje nejvyse | X| operaci INSERT, MIN a DELETEMIN a |R| operaci
DECREASE a vzdy plati |[U| < | X|. Vypocteme ¢asovou slozitost Dijkstrova algoritmu
za predpokladu, ze U reprezentujeme jako d-regularni haldu. Kdyz d = 2, pak dostavame,
ze algoritmus vyzaduje ¢as O(|X|log(|X|) + |R|log(|X]|)). Kdyz d = max{2, L%J}, pak
algoritmus vyzaduje ¢as O(|R|log, | X|). V pifpadé, ze (X, R) je husty graf, tj. |R| > | X | T¢
pro € > 0, pak log; | X| = O(1) a algoritmus je linedrni (tj. vyzaduje ¢as O(|R)|)).

III. Leftist haldy

Dalsim typem hald, se kterymi se sezndmime, jsou lefist haldy (nezndme vhodny cesky
preklad, proto zustdvame u anglického ndzvu). Je to velmi elegantni a jednoduchy typ
hald. Vsechny operace jsou stejné jako u regularnich hald zalozeny na dvou zakladnich
operacich, z nichz v tomto pfipadé hlavni je MERGE a druhou je DECREASE. Pouziti
MERGE pii navrhu jinych operaci je bézné i v dalsich haldach. Operace MERGE
vyuziva specidlnich vlastnosti leftist hald a idea operace DECREASE je stejna jako ve
Fibonacciho haldéch. Nejprve formélné popiseme strukturu leftist hald.

Méjme bindrni kofenovy strom (7', 7) (to znamend, ze r je kofen, kazdy vrchol mé nejvyse
dva syny a u kazdého syna vime, zda je to pravy nebo levy syn). Pro vrchol v ozna¢me
npl(v) délku nejkratsi cesty z v do vrcholu, ktery ma nejvyse jednoho syna, takze napft. pro
list [ plati npl(l) = 0.

Méjme S C U a funkei f : S — R. Pak bindrni strom (7, r) takovy, ze

(1) kdyz vrchol v m4 jen jednoho syna, pak je to levy syn,
(2) kdyz vrchol v mé dva syny, pak

npl(pravy syn v) < npl(levy syn v),

(3) existuje jednozna¢né pfifazeni prvka S vrcholum 7', které spliuje podminku (usp)
(toto pFifazeni je reprezentovano funkei key, ktera vrcholu v ptifadi prvek z mnoziny
S reprezentovany vrcholem v)

je leftist halda reprezentujici mnozinu S a funkci f.



Struktura vrcholu v v leftist haldeé:

S vrcholem v jsou spojeny ukazatelé otec(v), levy(v) a pravy(v) na otce a na levého a pravého
syna vrcholu v. Kdyz ukazatel neni definovan, pak piSeme, ze jeho hodnota je NIL. Dale
jsou s vrcholem spojeny funkce

npl(v) — proménnd s hodnotou npl(v),

key(v) — prvek reprezentovany vrcholem v,

f(v) — proménnd obsahujici hodnotu f(key(v)).

Uvedeme zékladni vlastnost leftist haldy, kterd umoznuje efektivni implementace operaci.

Posloupnost vrchola vg, vy, ..., vr se nazyva prava cesta z vrcholu v, kdyz v = vg, v+1 je
pravy syn v; pro kazdé ¢ = 0,1,...,k — 1 a vy nemé pravého syna. Pak podstrom vrcholu

v do hloubky k je dplny binarni strom a mé tedy alespori 2¥T1 — 1 vrcholt. Proto plati

Tvrzeni. V leftist haldé je délka pravé cesty z kaZdého vrcholu v nejvyse rovna

log(velikost podstromu urceného vrcholem v).

ALGORITMY A SLOZITOST OPERACT

Zakladni operaci pro leftist haldy je MERGE. Tato operace je definovana rekurzivné a
hloubka rekurze je omezena pravé délkami pravych cest.

MERGE(T1, T5):
if 77 = () then Vystup= T, konec endif
if Ty = () then Vystup= T} konec endif
if key(kofen 77) > key(koten T5) then
zamen T1 a TQ
endif
T’ :=MERGE(podstrom pravého syna kotene T7,7T5)
pravy(kofen T7) := koten T’
otec(koten T") := koten T}
if npl(pravy(koten T1)) > npl(levy(koten 7)) then
vymeén levého a pravého syna kotene T}
endif
npl(koten T) := npl(pravy(koten 77) + 1

INSERT (x):
Vytvoi haldu T; reprezentujici {x}
MERGE(T,T})

MIN:
Vystup: key(kofen T')

DELETEMIN:
T7 :=podstrom levého syna koiene T’

T :=podstrom pravého syna koiene T’
MERGE(T,T5)



MAKEHEAP(S, f):
Q@ :=prazdna fronta
for every s € S do
vloz leftist haldu T reprezentujici {s} do @
enddo
while |Q| > 1 do
vezmi haldy 77 a T z vrcholu @ (odstran je)
MERGE(T1,T») vloz do @
enddo

Vypocteme ¢asovou slozitost predchozich algoritmu. Kazdy béh algoritmu MERGE (bez
rekurzivniho voldni) vyzaduje ¢as O(1). Pocet rekurzivnich voldni je soucet délek pravych
cest, proto algoritmus MERGE vyzaduje ¢as O(log(|S1]|+]S2|)), kde S; je mnozina reprezen-
tovand haldou T; pro ¢ = 1,2. Odtud déle plyne, ze cas algoritmti INSERT a DELETE-
MIN je v nejhorsim piipadé O(log(|S])). Operace MIN vyzaduje ¢as O(1). Pro odhad
slozitosti MAKEHEAP budeme uvazovat, ze na zacatku algoritmu je na vrcholu fronty
specialni znak, ktery se jen prenese na konec fronty. Odhadneme cas, ktery spotiebuji
while-cykly mezi dvéma pienesenimi specialniho znaku. Piedpokladejme, Ze se specidlni
znak ptenesl po k-té. V tomto okamziku maji vSechny haldy ve fronté az na jednu velikost
2k=1 Proto ve fronté Q je (QL‘SJJ hald a jelikoz jedna operace MERGE vyzaduje O(k) casu,
tak while-cykly vyzaduji cas O(k;,i'l ). Muzeme tedy shrnout, ze operace MAKEHEAP
potiebuje cas

O(Y ko) = 0081 Y 5ip) = O(1s))
k=1 k=1

Rada 22112k—'“_1 konverguje napt. podle podilového d’Alambertova kritéria a lze jednoduse
spocitat (napf. stejnou metodou jako pro reguldrni haldy), ze soucet je 4.

Implementace operaci DECREASE a INCREASE pomoci operaci UP a DOWN jako
v d-regularnich haldach neni efektivni, protoze délka cesty z kotfene do listu v leftist haldé
muze byt az |S|. Proto navrhneme pro tyto operace efektivngjsi algoritmus zalozeny na
jiném principu. Tento princip je pak pouzit i pro Fibonacciho haldy.

Nejprve popiseme pomocnou operaci Oprav(7T,v), kterd vytvoii leftist haldu z bindrniho
stromu 7" vzniklého z leftist haldy 7" odtrzenim podstromu s kofenem ve vrcholu v.

Oprav(T,v):
t := otec(v), npl(t) := 0
if pravy(t) # v then levy(t) := pravy(t) endif
pravy(t) := NIL
while se zmensilo npl(¢) a ¢t neni kofen do
t := otec(t)
if npl(pravy(¢)) > npl(levy(¢)) then
vymeén levy(t) a pravy(t)
endif
npl(t) := npl(pravy(t)) + 1
enddo
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Po provedeni operace Oprav maji vSechny vrcholy spravné ¢islo npl a podminky kladené
na leftist haldu jsou splnény. Tedy po provedeni Oprav je T opét leftist halda. Kdyz
t je posledni vrchol, u kterého se zmensilo npl, pak vsechny vrcholy, kde se zmensilo npl,
tvofi pravou cestu z vrcholu t. To znamend, ze while-cyklus se provadél nejvyse log(|S|)-
krat a kazdy béh while-cyklu vyzadoval ¢as O(1). Proto algoritmus Oprav vyzaduje ¢as

O(log(]5]))-

Popiseme ostatni algoritmy.

DECREASE(s, a):
v :=prvek reprezentujici s
Ty :=podstrom T urceny vrcholem v, f(v):= f(v) —a
T; :=Oprav(T,v), T :=MERGE(T},Ts)

INCREASE(s, a):
v :=prvek reprezentujici s
T :=podstrom T urceny vrcholem levy(v)
T5 :=podstrom T urceny vrcholem pravy(v)
T3 :=leftist halda reprezentujici prvek s
f):= f(v) +a, Ty :=0prav(T,v), Ty :=MERGE(T},T5)
T2 :MERGE(TQ, T4), T :MERGE(Tl, TQ)

DELETE(s, a):
v :=prvek reprezentujici s
Ty :=podstrom T" uréeny vrcholem levy(v)
T5 :=podstrom T" urceny vrcholem pravy(v)
T3 :=MERGE(T,T,), T, :==Oprav(T,v)
T :=MERGE(T3, T

Protoze algoritmy MERGE a Oprav vyzaduji ¢as O(log(|S|) a protoze zbylé ¢asti algo-
ritmu pro operace DECREASE, INCREASE a DELETE vyzaduji O(1) ¢asu, muzeme
shrnout vysledky:

Véta. V leftist halddch existuje implementace operace MIN, kterd v nejhorsim pripadé
vyZaduje ¢as O(1), implementace operaci INSERT, DELETEMIN, DELETE, MER-
GE, DECREASE a INCREASE, které vyzaduji v nejhorsim pripadé ¢as O(log(]S])), a
implementace operace MAKEHEARP, kterd vyZaduje ¢as O(|S|), kde S je reprezentovand
mnozina.

IV. Amortizovana slozitost

PopiSseme bankovni paradigma pro pocitani s amortizovanou slozitosti. Predpokladejme, ze
mame funkci h, kterd ohodnucuje konfigurace a kvantitativné vystihuje jejich vhodnost pro
provedeni operace o. Kdyz na konfiguraci D aplikujeme operaci o a dostaneme konfiguraci
D’, pak amortizovand slozitost am(o) operace o ma vystihovat nejen Casovou naroc¢nost
operace, ale i to, jak se zménila vhodnost konfigurace pro tuto operaci. Proto ji definujme
jako am(o) = t(o) + h(D’) — h(D), kde t(o) je ¢as potiebny pro provedeni operace o.
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Predpokladejme, Zze chceme provést posloupnost operaci o1, 09,...,0, na konfiguraci Dy.
Znézornime si to takto:

Dy Dy 2 Dy 2 25 D,
Predpokladejme, ze pro kazdé ¢ = 1,2,...,n mame odhad ¢(o;) amortizované slozitosti
operace 0;, tj. am(o;) < ¢(o0;) pro vSechna i = 1,2,...,n. Pak

n

Zam(oi) = (t(0:) + h(D;) = h(D;_1)) = h(Dy) — h(Do) + Zt(oi) <> c0i).

i=1 =1

7 toho plyne, ze

n

1=1

t(o;) < Z c(0;) — h(Dy) + h(Dy).

Obvykle je h(D) > 0 pro vsechny konfigurace D nebo naopak h(D) < 0 pro vSechny
konfigurace D. Kdyz h(D) > 0, pak

> (o) <Y elos) + h(Dy),
1=1 =1
kdyz h(D) < 0, pak

To znamend, ze odhad amortizované slozitosti dava také odhad na ¢asovou slozitost posloup-
nosti operaci, ktery byva lepsi nez odhad slozitosti v nejhorsim pfipadé. Tato skutecnost
vysvétluje fadu pripadu, kdy vysledky byly lepsi nez teoreticky vypocet. Ukazuje se, ze
slozitost posloupnosti operaci v nejhorsim piipadé je casto podstatné mensi nez soucet
slozitosti v nejhorsim piipadé pro jednotlivé operace.

V. Binomialni haldy

Dalsi typ hald je motivovan sc¢itanim pfirozenych ¢isel. Binomidlni halda reprezentujici
n—prvkovou mnozinu se totiz chova podobné jako ¢islo n. Tento typ hald je také po
zobecnéni v jistém smyslu vzorem pro Fibonacciho haldy.

Pro i = 0,1,... definujeme rekurentné binomidlni stromy H;. Jsou to kofenové stromy
takové, ze Hy je jednoprvkovy strom a strom H;; vznikne ze dvou disjunktnich stromu H;,
kde koten jednoho stromu se stane dalsim synem (nejlevéjsim nebo nejpravéjsim) kofene
druhého stromu. Viz Obr. 1.

Nejprve uvedeme zakladni vlastnosti téchto stromu.

Tvrzeni. Pro kaZdé prirozené c¢isloi = 0,1,... plati:

(1) strom H; md 2° vrcholii,

(2) koren stromu H; md i syni,

(3) délka nejdelsi cesty z korene do listu ve stromu H; je i (tj. vyska H; je i),

(4) podstromy urcené syny kotene stromu H; jsou izomorfni se stromy Ho, Hy, ..., H;_1.
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Hj Hiq

OBR. 1

Drukaz. Tvrzeni plati pro strom Hy a jednoduchou indukci se dokédze i pro dalsi stromy.
Skutecné, kdyz H; mé 2° vrcholii, pak H; 1 mé 2(2%) = 27! vrcholt. Kofen stromu H; g
ma o jednoho syna vice nez kotfen stromu H,; a nejdelsi cesta do listu je o 1 delsi. Protoze
podstrom syna, ktery pfibyl kofeni stromu H;,1, je izomorfni s H; a jinak se nic neménilo,
je dukaz kompletni. [

Binomialni halda H reprezentujici mnozinu S je soubor (seznam) stromu {7y,7s,..., T}
takovy, ze

celkovy pocet vrcholil v téchto stromech je roven velikosti S a existuje a je dano
jednoznacéné pritazeni prvku z S vrcholim stromu takové, ze plati podminka (usp)
— toto pritazeni je realizovano funkci key, kterd vrcholu stromu prifazuje prvek jim
reprezentovany;

kazdy strom T} je izomorfni s néjakym stromem H;

T; neni izomorfni s zddnym 7T pro ¢ # j.

7 binarniho zapisu prirozenych c¢isel plyne, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 0 existuje
prostd posloupnost 41,9, . .., % prirozenych ¢isel takova, ze n = Z?Zl 2% . 7 toho plyne, zZe
pro kazdou neprazdnou mnozinu S existuje binomialni halda reprezentujici S. Tato halda
obsahuje strom izomorfni s H;, pravé kdyz v bindrnim zdpise ¢isla |S| je na i-tém misté
zprava 1.

ALGORITMY A SLOZITOST OPERACI

Operace pro binomialni haldy jsou stejné jako pro leftist haldy zalozeny na operaci MER-
GE. Operace MERGE pro binomiélni haldy je analogii s¢itani pfirozenych ¢isel v binarnim
zapise.

MERGE(H1, Ho):
(komentdf: H; reprezentuje mnozinu S; pro i = 1,2 a S; N Sy = ()
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i:=0, T :=prdzdny strom, H := ()
while i < log(|S1| +|S2]) do
if existuje U € H; izomorfni s H; then

U1 =U
else
U, :=prazdny strom
endif
if existuje U € Ho izomorfni s H; then
UQ =U
else
U, :=prazdny strom
endif
case

(existuje pravé jeden neprdzdny strom V € {T,U,Us}) do:
vloz V do H, T :=prazdny strom
(existuji pravé dva neprazdné stromy Vi, Vs, € {T,U;,Us}) do:
T :=spoj(V1, V2)
(vsechny stromy 7', Uy a Us jsou neprazdné) do:
vloz T do 'H, T :=spoj(Ui, Us)
endcase
1:=1+1
enddo
if T' #préazdny strom then vloz T do ‘H endif
Vystup:H

spoj(11, T>):

if f(kofen T7) > f(kofen T3) then
vymeén stromy 717 a Th

endif

vytvor nového syna v kotene T}

v :=kofen Ty

Je vidét, ze kdyz oba stromy T3 a 75 jsou izomorfni s H;, pak vysledny strom operace spoj
je izomorfni s H;y;. Korektnost operace MERGE plyne z tohoto pozorovani a z faktu,
ze H; obsahuje strom izomorfni s H;, pravé kdyz v bindrnim zapise ¢isla |S;| je na i-tém
misté zprava 1, a ze T je neprazdny strom, kdyz se provadi posun fadu pfi s¢itani. Protoze
kazdy beh cyklu vyzaduje ¢as O(1), algoritmus MERGE vyzaduje ¢as O(log(|S1] + [S2|)).
Implementace dalsich algoritmu je podobna jako pro leftist haldy.

INSERT (z):
Vytvoi haldu H; reprezentujici {x}
MERGE(H, H,)

MIN:
Prohledej prvky reprezentované kofeny vsSech stromu v ‘H
Vystup: nejmensi z téchto prvku
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DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované kofeny vsSech stromu v ‘H
T := strom, jehoz koten reprezentuje nejmensi prvek
H1 =H \ {T}
‘Ho := halda tvofena podstromy 7" ur¢enymi syny kotene T’
MERGE(H;1, Hs)

Z podminky (usp) je ziejmé, ze nejmensi prvek v S je reprezentovan v kofeni néjakého
stromu haldy. Tim je dana korektnost operace MIN. Z tvodniho tvrzeni plyne, ze Ho
v operaci DELETEMIN je binomialni halda, a odtud plyne korektnost operace DE-
LETEMIN. Operace DECREASE se implementuje pomoci operace UP a operace IN-
CREASE pomoci operace DOWN stejné jako v regularnich haldach. Struktura binomialni
haldy nepodporuje piimo operaci DELETE - ta se da realizovat jediné jako posloup-
nost operaci DECREASE(s, c0) a DELETEMIN. Operace MAKEHEAP se provadi
opakovanim operace INSERT.

Vypocet casové slozitosti operaci pro binomialni haldy vyuziva nékolik znamych fakti. Ope-
race MERGE simuluje sc¢itani prirozenych cisel v bindrnim zapise a ma tedy stejnou
slozitost. Odhad slozitosti vytvareni haldy vyuziva znamého faktu, ze amortizovana slozitost
pri¢itani 1 k bindrnimu ¢islu je O(1). Odhad slozitosti operaci MIN a DELETEMIN je
zalozen na pozorovani, ze binomialni halda reprezentujici mnozinu S ma tolik stromu, kolik
je jednicek v bindrnim zépise |S|, a to je nejvyse log(|S]).

Z tvrzeni také plyne, ze vyska vSech stromu v binomidlni haldé je < log(|S|) a pocet synu
kofene kazdého stromu je také < log(|S]), pficemz tento odhad se neda zlepsit. Odtud
dostavame slozitost operaci DECREASE a INCREASE v nejhorsim ptipadé. Muzeme
tedy shrnout:

Véta. Pro binomidlni haldy algoritmy operaci INSERT, MIN, DELETEMIN, DE-
CREASE ¢« MERGE wyzaduji ¢as O(log(|S|)), algoritmus operace INCREASE  vy-
zaduje cas O(log®(|S|)) a algoritmus operace MAKEHEAP ¢as O(]S)).

7 téchto vysledku je vidét, ze predchozi typy hald maji efektivnéjsi chovani nez binomialni
haldy. Vyznam binomidlnich hald tak spoc¢ivd pfedevSim v tom, ze se daji dale zobecnit
(timto zobecnénim jsou Fibonacciho haldy) a ze na nich lze krasné ilustrovat princip, ze s
radou uprav je vyhodné pockat a neprovadét je okamzité.

LiNA IMPLENTACE OPERACT

Nasledujici algoritmy jsou zalozeny na ideji, ze ‘vyvazovani’ stac¢i provadét jen pii operacich
MIN a DELETEMIN, kdy je stejné zapotiebi prohledat vSechny stromy. Z tohoto duvodu
zeslabime podminky na binomialni haldy.

Lind binomidlni halda H reprezentujici mnozinu S je seznam stromu {71, 5, ..., T} takovy,
ze

celkovy pocet vrcholu v téchto stromech je roven velikosti S a existuje jednoznacné
prifazeni prvku mnoziny S vrcholum stromu, které spliuje podminku (usp) — toto
pritfazeni je jako obvykle realizovano funkci key;

kazdy strom T; je izomorfni s néjakym stromem H.
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V liné binomidlni haldé je vynechédn predpoklad neizomorfnosti stromu tvoticich haldu.
Tento fakt se projevi ve velmi jednoduchém algoritmu pro operaci MERGE.

MEV)RGE(Hl, Ho):
Proved konkatenaci seznamu Hi a Ho

Samotny algoritmus pro operaci INSERT se nezméni, jen provede tuto implementaci ope-
race MERGE. Operace MIN a DELETEMIN pouziji nasledujici pomocnou proceduru
vyvaz. Jejim vstupem je soubor seznamu {O; | i =0, 1,..., k}, kde seznam O; obsahuje jen
stromy izomorfni se stromem H;. Procedura vyvaz pak z téchto stromu vytvori klasickou
binomialni haldu.

vyvaz({O; | i =0,1,...,k}):
i:=0,H:=0
while existuje O; # () do
while |O;| > 1 do
vezmi dva ruzné stromy 77 a 15 z O;
odstran je z O;
spoj(T1,T3) vloz do O; 44
enddo
if O; # () then
strom T € O; odstran z O; a vloz do H

endif,

i=1+1
enddo
Vystup: 'H

MIN:

Prohledej prvky reprezentované kofeny vsSech stromu v ‘H
Vystup: nejmensi z téchto prvkua
stromy rozdél do mnozin O; = {vsechny stromy v H izomorfni s H;}

vyvaz({0; |i=0,1,...,|log(|S])|})

DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované kofeny vsSech stromu v ‘H
T := strom, jehoz koten reprezentuje nejmensi prvek
stromy rozdél do mnozin O; = {vsechny stromy v H izomorfni s H; ruzné od T} U{podstrom
T urceny néjakym synem kofene T izomorfni s H;}

vyvaz({0; |i=0,1,...,log(|S])|})

Casové slozitost operaci INSERT a MERGRE pii liné implementaci je O(1), ale casova
slozitost operaci MIN a DELETEMIN je v nejhorsim piipadé O(|S|). Tento odhad je
velmi Spatny, ale ukazeme, ze amortizovana slozitost méa rozumné hodnoty. Pfipominame,
ze amortizovana slozitost je ¢as operace plus ohodnoceni vysledné struktury minus ohod-
noceni pocatecni struktury. Konfiguraci ohodnotime poc¢tem stromu v haldé. Protoze ope-
race MERGE neméni pocet stromu a protoze operace INSERT pfida jen jeden strom, je
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amortizovana slozitost operaci MERGE a INSERT stale O(1). Ukézeme, ze amortizo-
vana slozitost operaci MIN a DELETEMIN pii liné implementaci binomialnich hald je
O(log(]S|). Protoze kazdy béh vnitintho while-cyklu v operaci vyvaz vyzaduje cas O(1) a
zmensi pocet stromu v seznamech O; o 1, operace vyvaz vyzaduje ¢as O(k + Z?:o |0;)).
Operace MIN bez podprocedury vyvaz vyzaduje ¢as O(|H|) a operace DELETEMIN
bez podprocedury vyvaz ¢as O(H + i) pro takové i, ze T je izomorfni s H;. Podle tvrzeni
je i < log(]S]), a tedy operace MIN vyzaduje ¢as O(|H|) a operace DELETEMIN c¢as
O(|H| + log(|S|)). Protoze ohodnoceni klasické binomidlni haldy je nejvyse log(|S]) (ob-
sahuje tolik stromu, kolik je 1 v bindrnim zdpise ¢isla |S|), dostdvdme, ze amortizovand
slozitost operace MIN je O(|H| — |H| + log(|S])) = O(log(]S|)) a amortizovana slozitost
operace DELETEMIN je O(|H| + log(]S|) — |H| + log(|S])) = O(log(]S]))-

Protoze si funkci ohodnoceni volime, muzeme pouzit takové multiplikativni koeficienty, aby
jednotka ¢asu odpovidala jednotce v amortizované slozitosti. Proto lze |H| od sebe odecist.

VI. Fibonacciho haldy

Vyznam Fibonacciho hald urcuje fakt, ze amortizovana slozitost operaci INSERT a DE-
CREASE v téchto haldach je O(1) a amortizovand slozitost operace DELETEMIN je
O(log(|S|). Proto se hodné pouzivaji v grafovych algoritmech, kde umoznuji v mnoha
ptripadech dosdahnout asymptoticky témeér linearni slozitosti. Nezndme vSak zadné expe-
rimentalni vysledky, které by porovnavaly pouziti Fibonacciho hald a napf. d-regularnich
hald v téchto grafovych algoritmech v praxi. Takze nezname podminky, za kterych jsou
Fibonacciho haldy lepsi nez tieba d-regularni haldy, ani nevime, do jaké miry je to jen
teoreticky vysledek a do jaké miry jsou opravdu prakticky pouzitelné.

Neformalné feceno, je Fibonacciho halda mnozina stromu, jejichz nékteré vrcholy ruzné od
kofenu jsou oznaceny, a kde existuje jednoznacnd korepondence mezi prvky S a vrcholy
stromu (realizovana funkei key), kterd splnuje podminku (usp). Toto je vSak jen pfiblizné
vyjadieni. Existuji totiz struktury, na které se tento popis hodi, ale nevznikly z prazd-
né Fibonacciho haldy aplikaci posloupnosti haldovych operaci. Pritom dukaz efektivity
Fibonacciho hald se dosti vyrazné opira o fakt, ze halda vznikla z prazdné haldy aplikaci
algoritmu pro Fibonacciho haldy. Proto nejprve popiSeme algoritmy pro tyto operace, a
pak budeme definovat Fibonacciho haldy jako struktury vzniklé z prazdné haldy aplikaci
posloupnosti téchto algoritm.

ALGORITMY

V algoritmech predpokladame, ze Fibonacciho halda je seznam stromu, kde nékteré vrcholy
ruzné od kofenu jsou oznaceny. Vrchol je oznacen, pravé kdyz neni kofen a kdyz mu byl
nékdy diive odtrzen néktery jeho syn. Toto se nezaznamenava pro kofeny stromu. Proto
kdyz se vrchol stane kofenem (odtrzenim podstromu uréeného timto vrcholem), zapomene se
tento idaj a zacne se znovu zaznamenavat, az kdyz vrchol prestane byt kofenem. Rekneme,
ze strom ma rank ¢, kdyz jeho kofen ma ¢ synu. Tento fakt nahrazuje test pouzivany v
binomialnich haldach, ze strom je izomorfni se stromem H;.

Algoritmy pro operace MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou zalozeny na
stejnych idejich jako algoritmy pro linou implementaci v binomialnich haldach, pouze poza-
davek, aby strom byl izomorfni s H;, je nahrazen pozadavkem, ze ma rank 7. Algoritmy pro
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operace DECREASE, INCREASE a DELETE vychézeji z algoritmu pro tyto operace

v leftist haldach. V algoritmech predpokladdme, ze ¢ = log_l(%).

MEV)RGE(Hl, Ho):
Proved konkatenaci seznamu Hi a Ho

INSERT (z):
Vytvor haldu H; reprezentujici {z}
MERGE(H, H,)

MIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H
Vystup: nejmensi z téchto prvkua
stromy rozdél do mnozin O; = {vsechny stromy v H s rankem i}
vyvazl({0; | i=0,1,..., [clog(~/5|S| +1)]})

DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované kofeny vSech stromu v ‘H
T := strom, jehoz koten reprezentuje nejmensi prvek
stromy rozdél do mnozin O; = {vSechny stromy v H s rankem i ruzné od T} U {podstrom
T urceny nékterym synem kotene T' s rankem i}

vyvazl({O; | i=0,1,..., |clog(+/5|S| +1)|})

vyvazl({O; |i=0,1,...,k}):
i:=0,H:=0
while existuje O; # () do
while |O;| > 1 do
vezmi dva ruzné stromy 17 a 15 z O;
odstran je z O;
Spoj(Tl,TQ) vloz do Oi—l—l
enddo
if O; # () then
strom T € O; odstran z O; a vloz ho do 'H

endif

1:=1+1
enddo
Vystup: H

spoj(T1,Tz):

if f(kofen T7) > f(kofen T3) then
vymeén stromy 717 a Th

endif

vytvor nového syna v kotene T}

v :=kofen Ty

DECREASE(s,a):
T :=strom v H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s



17

v :=vrchol stromu 7" reprezentujici s

if v neni kofen then
odtrhni podstrom 7" uréeny vrcholem v
vyvaz2(T,v)
if v byl oznacen then zrus oznaceni v endif
vloz T do 'H

endif

f(v):=f(v) —a

INCREASE(s, a):
T :=strom v H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu 7' reprezentujici s
if v neni list then
odtrhni podstrom 7" urc¢eny vrcholem v
if v neni koten then vyvaz2(T,v) endif
if v byl oznacen then zrus oznaceni v endif
zru$ oznaceni vSech synu vrcholu v
odtrhni podstromy 7” ur¢ené vSemi syny v a vloz je do ‘H
do H vloz strom majici jen vrchol v

endif
f():=f(v) +a
DELETE(s):

T :=strom v H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu 7' reprezentujici s
if v neni list then
zru$ oznaceni synu vrcholu v
odtrhni podstromy urc¢ené vSemi syny vrcholu v a vloz je do 'H
endif
if v neni kofen then vyvaz2(7T,v) endif
zru$ vrchol v

vyvaz2(T,v):
U := otecv
while v je oznacen do
u’ := otec(u), zrus oznaceni u
odtrhni podstrom 7" urcéeny vrcholem u
vloz T do H, u := v/
enddo
if u neni kofen T then oznac¢ u endif

Vsimnéme si, ze kdyz stromy 77 a Tb maji rank i, pak procedura spoj(1i,7%) vytvori
strom s rankem ¢ + 1. Aby algoritmy pro operace MIN a DELETEMIN byly korektni,
musime ukazat, ze vSechny stromy ve Fibonacciho haldé ‘H reprezentujici mnozinu S maji
rank nejvyse clog(v/5|S| + 1). Jen tak zajistime, aby vysledna halda reprezentovala S,
respektive S\ {prvek s nejmensf hodnotou f}. Operace vyvazl zajistuje, Ze od kazdého
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vrcholu stromu ruzného od kofene byl v tomto stromé odtrzen podstrom nejvyse jednoho
syna — v tom piipadeé je tento prvek oznacen a kdyz se mu odtrhava podstrom dalsiho syna,
bude odtrzen i cely podstrom tohoto vrcholu (tim se tento vrchol stane kofenem stromu).
Kdyz se pozdéji stane tento vrchol zase vrcholem riznym od kofene, cely proces se opakuje.

SLOZITOST OPERACT

Nasim cilem bude odhadnout amortizovanou slozitost téchto operaci, protoze slozitost v
nejhorsim pripadé neni pouzitelny vysledek. Abychom to mohli udélat, spoc¢itame parametry
slozitosti jednotlivych operaci:

MERGE - ¢asova slozitost O(1), nevznika zadny novy strom, oznacené vrcholy se neménd;
INSERT - casové slozitost O(1), ptibyl jeden strom, oznacené vrcholy se nemént;

MIN - casova slozitost O(|H|), po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji ruzné
ranky, oznacené vrcholy se neméni;

DELETEMIN - casové slozitost O(|H| 4 pocet synu v), kde v reprezentoval prvek s nej-
mensi hodnotou f. Po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji ruzné ranky, zadny
novy vrchol nebyl oznacen, nékteré oznacené vrcholy pfestaly byt oznacené;
DECREASE - ¢asové slozitost O(1+4c), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené.
Bylo pridano 1 + ¢ novych stromu a byl oznacen nejvyse jeden vrchol,

INCREASE — casova slozitost O(1 4 ¢ + d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt
oznacené, d je pocet synu vrcholu v reprezentujictho prvek, jehoz hodnota se zvysuje. Bylo
pridano nejvyse 1 4 ¢ 4+ d novych stromu a byl oznacen nejvyse jeden vrchol;

DELETE — ¢asova slozitost O(1+c+d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené,
d je pocet synu vrcholu v reprezentujiciho prvek, ktery se ma odstranit. Bylo pridano nejvyse
¢ + d novych stromu a byl oznacen nejvyse jeden vrchol.

Pro vypocet amortizované slozitosti musime nejprve navrhnout funkci ohodnocujici kon-
figurace. Pfti vysSetfovani liné implementace binomidlnich hald se ukézalo, ze vhodnym
ohodnocenim je pocet stromu v haldé. Kdyz si ale prohlédneme algoritmus pro operaci
DECREASE, vidime, ze zde je vhodné brat do ohodnoceni i poc¢et oznac¢enych vrcholu, a
to dokonce tak, aby se pokryl nejen cas, ale i prirustek stromu. To vede k nésledujicimu
ohodnoceni konfigurace: ohodnoceni je pocet stromt v konfiguraci plus dvojnésobek poctu
oznacenych vrcholu.

Necht p(n) je maximalni pocet syni vrcholu ve Fibonacciho haldé reprezentujici n-prvkovou
mnozinu. Pak amortizovand slozitost operaci MERGE, INSERT a DECREASE je O(1)
a operaci MIN, DELETEMIN, INCREASE a DELETE je O(p(n)).

Abychom spocitali odhad p(n), vyuzijeme toho, ze Fibonacciho halda vznikla z prazdné
haldy pomoci popsanych algoritmu. Nejprve uvedeme jedno technické lemma.

Lemma. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé a necht u je i-ty nejstarsi syn
vrcholu v. Pak uw md aspon i — 2 synii.

Dikaz. V momenté, kdy se u staval synem v, se aplikovala operace spoj, u a v byly koteny
stromu a mély stejny pocet syntu. Podle predpokladu mél vrchol v alespon 7 — 1 synu (jinak
by u nebyl i-ty nejstarsi syn), a protoze se od u mohl odtrhnout jen jeden syn, dostdvame,
ze uw musi mit alespon ¢ — 2 synu. U
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Tvrzeni. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé, ktery md prdvé i syni. Pak
podstrom urceny vrcholem v md aspon F;io vrcholi.

Diukaz. Tvrzeni dokdzeme indukci podle maximélni délky cesty z vrcholu v do nékterého
listu. Tato délka je 0, prave kdyz v je list. V tom piipadé v nema syna a podstrom urceny
vrcholem v mé jediny vrchol. Protoze 1 = Fy = Fyyo, tvrzeni plati. Méjme nyni vrchol v,
ktery m4 k synil, a necht maximaln{ délka cesty z vrcholu v do listti je j. Pfedpoklddejme,
ze tvrzeni plati pro vsechny vrcholy, pro néz tato délka je mensi nez j, tedy plati i pro
vSechny syny vrcholu v. Pak pro ¢ > 1 ma i-ty nejstarsi syn vrcholu v podle piedchoziho
lemmatu alespon ¢ — 2 synu a podle indukéniho predpokladu podstrom uréeny timto synem
ma alesponn F; vrcholu. Odtud dostavame, ze podstrom urceny vrcholem v mé alespon

k k
1+ P+ Y Fi=1+) F
=2 =1

vrcholu, protoze F; = F5 (na levé strané prvni 1 je za vrchol v a prvni Fj je za nejstarsi
vrchol). Indukei pak dostaneme, ze

14+ Fy=Fpys
=1

pro vSechna n > 0. Skutecné, pro n = 0 plati

0
1+ZF2':1=F2=F0+2,

1=1

pro n = 1 mame
1

1+> Fi=1+F =2=F3=F

=1

a z indukéniho predpokladu a z vlastnosti Fibonacciho ¢isel plyne, ze

n—1

ZF2+Fn: n+1+Fn: n+2-
=1

n
1+ZFZ-:1+
=1

Kdyz shrneme tato fakta, dostavame, Ze podstrom urceny vrcholem v mé alespon Fjio
vrcholu, a tvrzeni je dokdzano. [J

Vezméme nyni nejmensi i takové, ze n < F;. Protoze posloupnost {F;}5°, je rostouci, plyne
z predchoziho tvrzeni, ze kazdy vrchol ve Fibonacciho haldé reprezentujici n—prvkovou
mnozinu ma méné nez i — 2 synu (kdyz vrchol v Fibonacciho haldy mé i — 2 synu, pak
podstrom vrcholu v reprezentuje mnozinu alespon s F; prvky). Proto p(n) < i—2. K
odhadu velikosti ¢ pouzijeme explicitni vzorec pro i-té Fibonacciho ¢islo:

(1+2x/5)i_(1—2\/5)i_ 1 14+v5. 1 1—+50
N YA S M- (S

F, =
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Protoze 0 > 1_2\/5 > —% a protoze v/5 > 2, dostdvame, ze |%(1_2‘/3)i| < % pro vSechna
1=1,2,..., a tedy

)i__<F _(1+\/_

()
\_/
OO|OO

Odtud plyne, ze kdyz 7 splnuje

3
3
n<-— — =
pak n < F;. Ptevedenim % na druhou stranu vyrazu, jeho vynasobenim v/5 a zlogarit-
movanim dostaneme néasledujici ekvivalenci:

1+5 145,
2

)®n<7(2)g

3vH
log, (V5n + %) < ilog, (

Z%<1az%<1+‘/_plyne ze

logy (v/5n + ﬁ) < log, (V5n +1)
log, H"/_ logy 5

Tedy plati nasledujici implikace

logy (V51 + 1) ci = log, (v/5n +i)

8~ <.
log, % log, ( )

Proto kdyz % < i, pak n < F;, a tedy p(n) <i— 2.

Vysledky shrneme do nasledujici véty:

Véta. Ve Fibonacciho halde, ktera reprezentuje n-prvkovou mnozZinu, md kazdy vrchol stu-
pen. mensi nez
logs (v5n +1)
(log, 3) — 1
Amortizovand sloZitost operaci INSERT, MERGE o« DECREASE je O(1) a amorti-

zovand slozitost operaci MIN, DELETEMIN, INCREASE o« DELETE je O(logn).
Operace MIN o DELETEMIN jsou korektni.

— 2.

Pro uplnost dokdzeme, ze F; = \;g
Pro i =1 plati

(1+2\/g)1_(1_2\/g)1 1+\/__1+\/_ 25 =1=F
NG 21/ BN
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Pro i = 2 plati

(55)* - (155)"  142v5+5-1+2/6-5 W5
Vb 4v/5 4/5

= F5.

(552) — (52) _ (%52) (55 - (58) ()

Tedy indukci dostavame pozadovany vztah.

APLIKACE

Vratime se k Dijkstrové algoritmu. Mnozinu U budeme reprezentovat pomoci Fibonacciho
haldy. Protoze ohodnoceni je nezadporné a ohodnoceni pocatecni haldy je 0, dava odhad
amortizované slozitosti také odhad ¢asové slozitosti (viz odstavec IV.). Proto Dijkstruv al-
goritmus s pouzitim Fibonacciho haldy vyzaduje v nejhorsim piipadé ¢as O(| X |(1+log | X|)+
|R|) = O(|R| + | X|log|X|). Stejny vysledek dostaneme i pro konstrukeci nejmensi napnuté
kostry grafu.

Otazka je, kdy v Dijkstrové algoritmu nebo v algoritmu konstruujicim nejmensi napnutou
kostru pouzit Fibonacciho haldu a kdy napf. d-reguldrni haldy. Lze fici, ze Fibonacciho
halda by méla byt vyrazné lepsi pro vétsi, ale fidké grafy (tj. grafy s malym poctem hran).
Da se predpokladat, ze d-regularni haldy budou lepsi (diky svym jednodussim algoritmum)
pro husté grafy (tj. grafy, kde pocet hran je |X|'*¢ pro vhodné ¢ > 0). Problém je, pro
které hodnoty nastava zlom. Nevim o zadnych experimentalnich ani teoretickych vysledcich
tohoto typu.

HISTORICKY PREHLED

Binarni neboli 2-regularni haldy zavedl Williams 1964. Jejich zobecnéni na d-regularni haldy
pochézi od Johnsona 1975. Leftist haldy definoval Crane 1972 a detailné popsal Knuth 1975.
Binomialni haldy navrhnl Vuillemin 1978, Brown 1978 je implementoval a prokazal jejich
praktickou pouzitelnost. Fibonacciho haldy byly zavedeny Fredmanem a Tarjanem 1987.
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VII. Tridici algoritmy

Jednou z nejcastéji feSenych uloh pfi praci s daty je settidéni posloupnosti prvkua néjakého
typu. Proto velkd pozornost byla a je vénovana tiidicim algoritmum feSicim tuto tlohu,
ktera svym charakterem a svymi pozadavky na algoritmy je fazena do datovych struktur.
Byla navrzena trada algoritmu, které se stdle jesté analyzuji a optimalizuji. Analyzy jsou
velmi detailni a algoritmy se studuji za ruznych vstupnich predpokladu. Kromé toho t¥idéni
je jedna z mala tloh, pro kterou alespon za jistych predpokladii umime spocitat dolni odhad
slozitosti.

Formulace tlohy:
Necht U je totdlné uspofddané univerzum.

Vstup: Prostd posloupnost {a1, as,...,a,} prvku z univerza U.
Vystup: Rostouci posloupnost {b1,bs,...,b,} takova, ze {a; | i =1,2,...,n} = {b; | i =
1,2,...,n}.

Tento problém se nazyva tfidéni. V praxi se setkavame s fadou jeho modifikaci, a nichz asi
nejbéznéjsi je vynechani predpokladu, ze vstupem je prosta posloupnost. Pak jsou dvé vari-
anty feseni — bud se ve vystupni posloupnosti odstrani duplicity nebo v¥stupni posloupnost
zachova ¢etnost prvku ze vstupni posloupnosti.

Zakladni algoritmy, které tesi tiidici problém, jsou QUICKSORT, MERGESORT a
HEAPSORT.

HEAPSORT

S algoritmem HEAPSORT jsme se seznamili pti aplikacich hald. Byl to prvni algorit-
mus pouzivajici haldy (bindrni reguldrni haldy byly definovany pravé pfi navrhu HEAP-
SORTU). Podivame se detailnéji na jednu z jeho implementaci, ktera tiidi takzvané na
misté.

Tridici algoritmy se ¢asto pouzivaji jako podprocedura pti feSeni jinych tloh. V takovém
ptipadé je obvykle vstupni posloupnost ulozena v poli v pracovni paméti programu a poza-
davkem je settidit ji bez pouziti dalsi paméti pouze s vyjimkou omezeného (malého) poctu
pomocnych proménnych. Pro feseni tohoto problému se hodi HEAPSORT. Zvolime im-
plementaci HEAPSORTU pomoci d-regularnich hald, které jsou reprezentovany polem,
v némz je ulozena vstupni posloupnost (viz odstavec Aplikace v kapitole o d-regularnich
haldach). Pouzijeme algoritmus s jedinou zménou — budeme pozadovat dudlni podminku na
usporadani (to znamend, ze prvek reprezentovany vrcholem bude mensi nez prvek reprezen-
tovany jeho otcem) a nahradime operace MIN a DELETEMIN operacemi MAX a
DELETEMAX. V algoritmu vzdy umistime odebrané maximum na misto prvku v posled-
nim listu haldy (tj. prvku, ktery ho pii operaci DELETEMAX nahradil) misto toho,
abychom ho vlozili do vystupni posloupnosti. Musime si ale pamatovat, kde v poli konéi
reprezentovana halda. Kazdé aplikace operace DELETEMAX zkrati pocatecni tsek pole
reprezentujiciho haldu o jedno misto a zaroven o toto misto zvétsi druhou ¢ést, ve které je
ulozena jiz setiidéna cast posloupnosti.

HEAPSORTU je stale vénovana velka pozornost a bylo navrzeno nékolik jeho modifikaci,
snazicich se napr. minimalizovat pocCet porovnani prvku apod.
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MERGESORT

Nejstarsi z uvedenych algoritmi je MERGESORT, ktery je starsi nez je pocitacova éra,
nebot nékteré jeho verze se pouzivaly uz pii mechanickém tiidéni. Popiseme jednu jeho
iteracni verzi, tzv. prirozeny MERGESORT.

MERGESORT (a1, as, ..., a,):
Q@ je prazdna fronta, i = 1
while i <n do

ji=1
while 7 <n aa;;+1 >a; doi:=1i+ 1 enddo
posloupnost P = (a;,a;41,...,a;) vloz do Q
1:=14+1

enddo

while |Q| > 1 do
vezmi P; a P, dvé posloupnosti z vrcholu @
odstran P; a P> z Q)
MERGE(P;, P;) vloz na konec Q

enddo

Vystup: posloupnost z )

MERGE(P1 = (al,ag, .. .,CLn>,P2 = (bl,bg, .. 7bm>)
P := je prazdna posloupnost, i :=1, j:=1, k:=1
while i <n a j <m do
if a; < b; then
ck :=aj, =1+ 1, k:=k+1
else
cki=bj,j: =7+, k:=k+1
endif
enddo
while 7 <n do
ck:=a,t: =1+ 1, k:=k+1
enddo
while ;7 < m do
cki=bj,ji=j+1L k:=k+1
enddo
Vystup: P = (c1,¢2,- -, Cnim)

Vsimnéme si, ze vSechny posloupnosti v ) jsou rostouci a ze sjednocenim vsech jejich prvku
je vzdy na zacatku béhu cyklu while |@Q| > 1 do mnozina {a; | i = 1,2,...,n}. Protoze
pocet posloupnosti ve fronté @) je nejvyse roven délce vstupni posloupnosti a kazdy pribéh
tohoto cyklu zmensi jejich pocet o 1, je algoritmus MERGESORT korektni.

Spocitame casovou slozitost MERGESORTU. Nejprve vySetiime slozitost podprocedury
MERGE. Protoze urceni prvku ¢ vyzaduje ¢as O(1) (provede se nejvyse jedno porovnani)
a protoze maximalni hodnota k je n + m, dostavame, ze podprocedura MERGE vyzaduje
cas O(n+ m) (nejvyse n + m porovnani), kde n a m jsou délky vstupnich posloupnosti.
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Nyni vypocteme slozitost hlavni procedury. Ziejmé prvni cyklus vyzaduje linedrni cas.
Vysetiime druhy cyklus probihajici ptes frontu ). Predpokladejme, ze pted prvnim béhem
tohoto cyklu je na vrcholu @ speciadlni znak g, ktery se vzdy pouze pienese z vrcholu @
na jeji konec. Protoze mezi dvéma pienosy f projde kazdy prvek vstupni posloupnosti
podprocedurou MERGE pravé jednou, vyzaduji jednotlivé béhy cyklu ¢as O(n), kde n
je délka vstupni posloupnosti (a zaroven soucet vsech délek posloupnosti v Q). VSechny
posloupnosti v () maji na pocatku délku > 1. Odtud jednoduchou indukci dostaneme, ze po
i-tém prenosu znaku f§ maji délku > 2°=1. Proto pocet pfenosii je nejvyse [log, n], a tedy
algoritmus MERGESORT vyzaduje ¢as O(nlogn) (provede se nejvyse nlogn porovnani).

Vzhledem k poc¢tu porovnani je MERGESORT optimalni tiidici algoritmus. Navic v
této verzi je adaptivni na predtiidéné posloupnosti, které maji jen maly pocet dlouhych
setfidénych tseki (béht). Pii konstantnim poctu béht ma slozitost O(n). Jina jeho verze,
kterd zac¢ind slévani vzdy od jednoprvkovych posloupnosti (tzv. piimy MERGESORT)
tuto vlastnost nema.

QUICKSORT

Nyni popiSeme patrné vubec nejpouzivanéjsi tiidici algoritmus, kterym je QUICKSORT.
Dtvodem je, ze pro obecnou posloupnost je nejrychlejsi, pfi rovhomérném rozlozeni vs-
tupnich polsoupnosti méa nejmensi ocekavany cas.

QUiCk(O,i, Aiq1y -y aj):
if i = j then
Vystup: (a;)
else
zvol k takové, ze 1 < k < j,a:=ag, vymén a; a ag, l :=1+1,q: =7
while true do
while ¢; <adol:=1[+1 enddo
while a; > a do ¢ := ¢ — 1 enddo
if [ > q then
exit
else
vymeén a; a aq, L :=1+1,qg:=q—1
endif
enddo
ifi +1 =1 then
Vystup(a,Quick(ag+1,aq+2,---,a;))
else
if 7 = q then
Vystup(Quick(a;1,ait2,...,a;-1),a)
else
Vystup(Quick(aiH, Aid25 - - al_l), a,Quick(aq+1, ey CLj))
endif
endif
endif
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QUICKSORT (ay,as,...,a,):
Vystup(Quick(a,az,...,a,))

Algoritmus Quick setfidi posloupnost (a;,ai+1,...,a;) tak, ze pro prvek a = aj vytvoii
posloupnost (a;, @it1,...,a;—1) vSech prvki mensich nez a a posloupnost (ag41,...,a;)
v8ech prvku vétsich nez a. Na tyto posloupnosti pak zavola sam sebe a do vysledné posloup-
nosti ulozi nejprve setiidénou prvni posloupnost, pak prvek a a nakonec settidénou druhou
posloupnost. Korektnost procedury Quick i algoritmu QUICKSORT je tedy ziejma,
protoze [ < j a1 <gq.

Procedura Quick bez rekurzivniho volani vyzaduje ¢as O(j —i). Tedy kdyby aj byl median
(tj. prostfedni prvek) posloupnosti (a;, ait1,...,a;), pak by algoritmus QUICKSORT v
nejhorsim piipadé vyzadoval cas O(nlogn). Jak uvidime pozdéji, medidn lze sice nalézt v
linearnim case, ale pouziti jakékoli procedury pro jeho nalezeni ma za nasledek, ze algoritmy
MERGESORT a HEAPSORT budou rychlejsi (nikoliv asymptoticky, ale multiplikativni
konstanta bude v tomto piipadé vysokd). Proto je tieba vybrat prvek aj (tzv. pivot) co
nejrychleji. Puvodné se bral prvni nebo posledni prvek posloupnosti. Pti této volbé a pfti
rovnomérném rozdéleni vstupt je ocekdvany ¢cas QUICKSORTU O(nlogn) a algoritmus
je obvykle rychlejsi nez MERGESORT a HEAPSORT. Avsak ¢as v nejhorsim ptipadé
je kvadraticky a dokonce pro urcita rozdéleni vstupnich dat je i ocekavany cas kvadraticky.
Proto tuto volbu pivota neni vhodné pouzivat pro ulohy, kdy nezname rozdéleni vstupnich
dat (mohlo by se stat, ze je nevhodné). JednodusSe to lze napravit tak, ze budeme volit k
nahodné. Bohuzel pouziti pseudondhodného generatoru také vyzaduje jisty cas, a pak uz
by algoritmus zase nemusel byt rychlejsi nez algoritmy MERGESORT a HEAPSORT
(navic takto ndhodné zvoleny prvek neni skuteéné ndhodny, ale to v tomto pfipadé nevadi).
Dtusledkem je ndvrh vybirat pivota jako median ze tii nebo péti pevné zvolenych prvku

zajistuje dostateénou ndhodnost.

Protoze pti kazdém volani ma Quick jako argument kratsi vstupni posloupnost, lze ukazat,
ze:
(1) pii kazdé volbé pivota je nejhorsi ¢as algoritmu QUICKSORT O(n?),
(2) pokud je pivot vybran jednoduchym a rychlym zpusobem (to plati, i kdyz se voli
nahodné), pak existuji vstupni posloupnosti, které vyzaduji ¢as O(n?),
(3) ocekdvany cas je O(nlogn).

Nésledna analyza ocekdvaného piipadu je pro ndhodné zvoleného pivota (bez dalsiho pred-
pokladu na vstupni data) nebo pro piipad, kdy pivot je pevné zvolen a data jsou rovnomérné
rozdélena.

Ukézeme dva zpusoby vypocty ocekdavaného ¢asu. Jeden je zalozen na nékolika jednoduchych
pozorovanich a neni v ném mnoho pocitani, druhy na rekurzivnim vypoctu. Ten je pocetné
narocnéjsi, ale postup je standardni. Hlavni idea v obou pripadech spociva v tom, ze
ocekavany cas algoritmu QUICKSORT je imérny ocekavanému poctu porovnani v algo-
ritmu QUICKSORT. Tento fakt plyne ptimo z popisu algoritmu. Budeme tedy pocitat
ocekavany pocet porovnani pro algoritmus QUICKSORT.

Prvni zptisob vypoctu:
Kazdé dva prvky a; a a; algoritmus QUICKSORT porovna pii tfidéni posloupnosti
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(a1, az,...,a,) nejvyse jednou, pricemz kdyz porovnava a; a a;, pak pro néjaky béh podpro-
cedury Quick je a; nebo a; pivot, ale v pfedchozich bézich Quick a; ani a; nebyl pivotem
(protoze pivot je vzdy vyFazen z nésledujicich volani této podprocedury).

Necht (b, ba, ..., by,) je vyslednd posloupnost. Ozna¢me X; ; boolskou proménou, kterd ma
hodnotu 1, kdyz QUICKSORT provedl porovnani mezi prvky b; a b;, a jinak md hodnotu
0. Piedpoklddejme, zZe je to nahodna velicina. Kdyz p; ; je pravdépodobnost, ze X; ; = 1,
pak ocekavand hodnota Xj ; je

E(X;;)=01—-p;;)+1pi;j =pi;-

Protoze pocet porovnéani pti béhu algoritmu QUICKSORT je

> Xy

i=1 j=i+1

a protoze ocekavana hodnota souctu nahodnych proménnych je souctem ocekavanych hod-
not, dostavame, ze ocekavany pocet porovnani v algoritmu QUICKSORT je

> > EXi) =) > pij

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Abychom spocitali p; j, popiSeme chovani algoritmu QUICKSORT pomoci modifikace
stromu vypoc¢tu. Bude to binarni strom, v némz kazdy vrchol odpovida jednomu béhu pod-
procedury Quick. Vrchol v bude vnitinim vrcholem, kdyz odpovidajici podprocedura volila
pivota, a tento pivot bude ohodnocenim v. V podstromu levého syna vrcholu v budou prave
vSechna nésledujici rekurzivni volani podprocedury Quick nad ¢asti posloupnosti, ktera
predchézi pivotu. Analogicky v podstromu pravého syna vrcholu v budou pravé vsechna
nasledujici rekurzivni volani procedury Quick nad ¢asti posloupnosti, ktera nasleduje po
pivotu. Listy stromu odpovidaji volani procedury Quick nad jednoprvkovymi posloupnost-
mi a kazdy takovy jednotlivy prvek ohodnocuje piislusny list. Kdyz vrchol v odpovidd
volani Quick nad posloupnosti (a;, @11, ...,a;), pak vrcholy v podstromu levého syna v
jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti (a;,@;t+1,...,a;-1) a vrcholy v podstromu pravého
syna vrcholu v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti (aq41,...,a;) (po prerovnani). Déle
plati {a; | i <1 <j}={b|i <1< j}.

Ocislujeme vrcholy tohoto stromu prohledavanim do sitky za predpokladu, ze levy syn

vrcholu predchdzi pravému synu. Necht (cy, ca, .. ., ¢, ) je posloupnost prvkii {a; | 1 <i <n}
v poradi daném timto ocislovanim. Pak plati, ze X;; = 1, prdvé kdyz prvni prvek v
posloupnosti (c1, ¢, ..., ¢,) z mnoziny {b; | ¢ <1< j} je bud b; nebo b;. Pravdépodobnost

tohoto jevu je j_ﬁ, tedy pi; = j_% pro 1 <17 < j < n. Odtud ocekavany pocet
porovnani v algoritmu QUICKSORT je

nnz+12
IDITEIIDS m—z; D

=1 g=i+1 =1 j=1i+1

n

1 "1
Z—) §2n/ —dz = 2nlnn.
k .

k=2
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Druhy zpusob vypoctu:

Oznaéme @QS(n) otekdvany pocet porovnani provedenych algoritmem QUICKSORT pii
ttidéni n-clenné posloupnosti. Pak plati

QS(0) = QS(1) =0 a

n—1 n—1
QS(n) = %(Zn— 1+QS(k)+QS(n—k—1))=n—-1+ %(ZQS(k’))
k=0 k=0
Z toho dostavame, ze
n—1
nQS(n) =n(n—1)+2> QS(k).
k=0

Prepiseme jesté jednou tuto rovnici s n 4+ 1 misto n:
n
(n+1)QS(n+1)=(n+1)n+2) _ QS(k).
k=0

Od této rovnice odecteme rovnici predchozi a po jednoduché tpravé ziskdme rekurentni

vztah 5 Lo
n n
+

n+1 n+1

QS(n+1) = QS(n).

Postupnym dosazovanim dostaneme feSeni

n

QS(n)=Z?i‘112(ii—1)§2(n+1)( iil)zz(n+1)(2%):
=2 i=2 i—3
ntl n+1
2(n+1)(2%— %) §2(n+1)((/_1 %dm)— %) -

2nln(n+1)+2In(n+1) —n — 1.
Pro dostatecné velkd n tedy plati

2nln(n+1)+2In(n+1) —n < 2nlnn.

POROVNANI TRIDICICH ALGORITMU

Nyni porovname slozitost algoritmu HEAPSORT, MERGESORT, QUICKSORT, A-
sort (byl popsdn v kapitole o (a,b)—stromech), SELECTIONSORT a INSERTION-
SORT. Pripomenme si, ze SELECTIONSORT tiidi posloupnost tak, ze jednim prucho-
dem nalezne jeji nejmensi prvek, ktery vyradi a vlozi do vysledné posloupnosti (ve verzi,
kterd tfidi na misté, ho vymeéni s levym krajnim prvkem pole). Tento proces pak opakuje
se zbytkem puvodni posloupnosti. Tato idea byla zakladem algoritmu HEAPSORT. IN-
SERTIONSORT tridi tak, ze do jiz settidéného zacatku posloupnosti vkladéa dalsi prvek,
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ktery pomoci vymeén zatadi na spravné misto, a tento proces (zac¢ind druhym prvkem zleva)
opakuje.

QUICKSORT v nejhorsim pifpadé vyzaduje ¢as ©(n?), otekdvany cas je 9nlogn, v nej-
horsim ptipadé provadi %2 porovnani, ocekavany pocet porovnani je 1.44nlogn. Potiebuje
n + logn + konst paméti, pouziva ptimy ptistup k paméti a neni adaptivni na predtiidéné
posloupnosti.

HEAPSORT v nejhorsim pripadé vyzaduje ¢as 20n logn, otekdvany cas je < 20nlogn, v
nejhorsim i v ocekavaném pripadé provadi 2n logn porovnani. Potiebuje n + konst paméti,
pouziva primy pristup k paméti a neni adaptivni na predtfidéné posloupnosti.
MERGESORT v nejhorsim piipadé vyzaduje cas 12n logn, ocekavany cas je < 12nlogn,
v nejhorsim i v o¢ekdvaném piipadé provadi nlogmn porovnani (nejmensi mozny pocet).
Pottebuje 2n + konst paméti, pouziva sekvencéni piistup k paméti a ma verzi, ktera je
adaptivni na predtfidéné posloupnosti s malym poctem béhu.

A-sort v nejhorsim piipadé i v ocekdném piipadé vyzaduje ¢as O(nlog %), kde F' je pocet
inverzi ve vstupni posloupnosti, v nejhorsim i v o¢ekdvaném piipadé provadi O(nlog %)
porovnani. Potfebuje 5n + konst paméti, pouziva primy piistup k paméti a je adaptivni na
predttidéné posloupnosti s malym poctem inverzi.

SELECTIONSORT v nejhorsim i v oéekdvaném piipadé vyzaduje ¢as 2n?, pocet porov-
nani v nejhorsim i v ocekavaném ptipadé je ”—22 Pottebuje n + konst paméti, pouziva primy
pristup k paméti a neni adaptivni na predtiidéné posloupnosti.

INSERTIONSORT v nejhorsim i v ocekdvaném piipadé vyzaduje ¢as O(n?), pocet porov-
nani v nejhorsim pripadeé je ”72, v ocekavaném piipadé "72. Pottebuje n+konst paméti, pouzi-
va sekvencni pristup k paméti a mé verzi, ktera je adaptivni na predtiidéné posloupnosti s
malym poctem inverzi.

Prezentované vysledky byly spocitdny pro model RAM (viz Mehlhorn 1984).

Ocekavany cas pro HEAPSORT je prakticky stejny jako jeho nejhorsi ¢as. Byly navrzeny
verze, které optimalizuji pocet porovnani, ale vétSinou maji vétsi naroky na cas, a proto
az na vyjimky nejsou pro praktické pouziti vhodné. Situace pro MERGESORT je kom-
plikovangjsi, hodné zavisi na konkrétni verzi algoritmu. Algoritmus MERGESORT je
nejvhodnéjsi pro externi pameéti se sekvenénim piistupem k dattim, pro interni pamét kvili
velké prostorové naro¢nosti neni doporuc¢ovan (je napt. dvojnisobna proti HEAPSORTU
a témér dvojnasobnd proti QUICKSORTU). Také se hodi pro ndvrh paralelnich algo-
ritmu. Pro tiidéni kratkych posloupnosti je doporucovano misto QUICKSORTU pro
posloupnosti délky < 22 pouzit SELECTIONSORT a pro posloupnosti délky < 15 IN-
SERTIONSORT. To vede k nadvrhu optimalizovanéh QUICKSORTU, ktery, kdyz vola
rekurzivné sam sebe na kratkou posloupnost, pak pouzije SELECTIONSORT nebo IN-
SERTIONSORT. V algoritmu A-sort se doporucuje pouzit (2,3)-strom. Pomér casu
spotiebovanych algoritmy QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT na klasickych
pocitacich uvadi Mehlhorn (1984) jako 1 : 1.33 : 2.22. To vSak nemusi byt pravda pro
soucasné procesory, pameéti a operacni systémy.

SLEVANI NESTEJNE DLOUHYCH POSLOUPNOSTI

V algoritmu MERGESORT jsme pouzili frontu, ktera fidila proces slucovani rostoucich
posloupnosti. Tato metoda je uspokojujici a dava optimalni vysledek (ve smyslu ¢asové
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narocnosti), pokud posloupnosti ve fronté jsou stejné dlouhé. Pokud se ale jejich délky
hodné 1isi, nedosdhneme timto zpusobem optimalniho vysledku. Pfitom rtzné verze tohoto
problému se vyskytuji v mnoha tulohach. Jednou z prvnich tloh, kde jsme se s nim setkali,
je konstrukce Huffmanova kédu — to je minimalni redundantni kod, ktery byl nalezen v
roce 1952. K optimélnimu feSeni vede napt. postup, ktery je kombinaci ‘mergeovani’ a
optimalizace a pouziva metody dynamického programovani. Nejprve formalné popiSeme
abstraktni verzi tohoto problému.

Vstup: Mnozina rostoucich navzajem disjunktnich posloupnosti.
Ukol: Pomoci operace MERGE co nejrychleji spojit vSechny tyto posloupnosti do jediné
rostouci posloupnosti.

Predpokladejme, ze mame postup, ktery z danych rostoucich posloupnosti vytvoii jedinou
rostouci posloupnost. Tento postup urcuje uplny binarni strom 7', jehoz listy jsou ohod-
noceny vstupnimi posloupnostmi a kazdy vnitini vrchol je ohodnocen posloupnosti, ktera
je sloucenim vstupnich posloupnosti ohodnocujicich listy v podstromu urceném timto vr-
cholem. Tedy kofen je ohodnocen vystupni posloupnosti. Forméalné pro kazdy vnitini vrchol
v plati:

kdyz vy a vy jsou synové v a P(v) je posloupnost ohodnocujici vrchol v, pak

P(v) =MERGE(P(v1), P(v3)).
Ozna¢me [(P) délku posloupnosti P. Pak soucet casu, které v tomto procesu vyzaduje
podprocedura MERGE, je O(>_{l(P(v)) | v je vnitini vrchol stromu T'}). Indukei lehce
dostaneme, ze

> {i(P(v)) | v vnitini vrchol stromu T} = Y~ d(t)I(P(t)),

{t je list T'}

kde d(t) je hloubka listu t.

Kdyz tedy T je uplny binarni strom, jehoz listy jsou ohodnoceny navzijem disjunktnimi
rostoucimi posloupnostmi, pak nasledujici algoritmus Slevani spoji tyto posloupnosti do
jediné rostouci posloupnosti a procedury MERGE budou vyzadovat celkovy cas

O( Y dtuP®)).

{t je list T'}

Slevani(T, {P(l) | I je list T'})
while P(kofen T') neni definovdno do
v := vrchol T takovy, ze P(v) neni definovéno a
pro oba syny v; a vy vrcholu v jsou P(vq) a P(vy) definovany
P(v) :=MERGE(P(v,), P(vs))
enddo

Nyni muzeme preformulovat puvodni problém:
Vstup: n ¢isel x1,x9,...,x,
Vystup: tplny bindrni strom T s n listy a bijekce ¢ z mnoziny {1,2,...,n} do listu T
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takovd, ze >, d(¢(i))x; je minimaln{ (kde d(4(7)) je hloubka listu ¢(7)).
Rekneme, ze dvojice (T, ¢) je optimalni strom vzhledem k z1, z, . .., T,.

V preformulované tloze uz nepracujeme s posloupnostmi, ale jen s jejich délkami. To
znamend, ze kdyz pro puvodni tlohu byly vstupem posloupnosti Py, Ps, ..., P,, pak pro
preformulovanou tlohu jsou vstupem jen délky ((Py),(P),...,l(P,). Strom vytvofeny pro
preformulovanou tlohu je pouzit v algoritmu Slevani tak, Ze posloupnost P; ohodnocuje
list, ktery byl v pfeformulované iloze ohodnocen délkou I(FP;), a hledand posloupnost v
puvodni tloze ohodnocuje kofen stromu.

Méjme mnozinu {x; | i« = 1,2,...,n}. Pro uplny bindrni strom T s n listy a bijekci ¢ z
mnoziny {1,2,...,n} do listu stromu T' definujme

Cont (T, ¢) = Zd )i,

kde d(¢(i)) je hloubka listu ¢(i), tj. délka cesty z kotfene do listu ¢(i) proi =1,2,...,n
Chceme zkonstruovat uplny bindrni strom s n listy, ktery minimalizuje hodnotu Cont. K
feSeni pouzijeme nésledujici algoritmus, ktery je upravenou verzi hladového algoritmu pro
nas problém.

Optim(zy,xa,...z,):
V' je mnozina n jednoprvkovych stromu
¢ je bijekce mezi {1,2,...,n} a mnozinou V
for every v € V do ¢(v) := z4-1(,) enddo
while |V| > 1 do
vezmi z V dva stromy v; a vy s nejmensim ohodnocenim
odstran je z V'
vytvof novy strom v spojenim stromi vy a ve
c(v) := ¢(v1) + ¢(v2), strom v vloz do V
enddo
Vystup: (T, ¢), kde T je strom v mnoziné V'

Vytvoreni nového stromu v spojenim stromu v; a vg znamena vytvotfeni nového vrcholu,
ktery bude kofenem stromu v a jehoz synové budou kofeny stromu vy a vo. To je analogické
procedufe spoj.

Véta. Pro danou posloupnost éisel (x1,xa,...,T,) algoritmus Optim nalezne optimdini
strom pro mnozZinu Ti,xs3,...,Tn 6 pokud je posloupnost (xi,xs,...,x,) neklesajici, pak
vyZaduje ¢ase O(n).

Diikaz. Dukaz ma dvé ¢asti. V prvni dokazeme korektnost algoritmu a ve druhé popiSeme
reprezentaci mnoziny V' a vypocteme ¢asovou slozitost.

Nejprve piipomenme, ze ¢(i) je list T pro kazdé i € {1,2,...,n}. Protoze na zacitku V
obsahuje jen jednoprvkové stromy, tak tvrzeni plati. Kazdy béh cyklu while do zmensi
pocet stromt V o jeden, ale nezméni mnozinu listu. Proto T je strom s n listy, ¢ je
bijekce z {1,2,...,n} do mnoziny listi 7" a algoritmus vzdy kon¢i. Dokézeme indukci
podle n, ze zkonstruovana dvojice (T, ¢) je optimalni strom vzhledem k (z1,x2,...,%,).
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Kdyz n = 2, tvrzeni ziejmé plati. Predpoklddejme, ze plati pro kazdou posloupnost ¢isel
(Y1,Y2, - - - Yn—1), @ necht x; < x9 < --- <z, je neklesajici posloupnost ¢isel. Bez tjmy na
obecnosti muzeme predpoklddat, ze v prvnim kroku algoritmus Optim zvolil stromy ¢(1) a
#(2). Uvazujme mnozinu (Y1, Y2, . .., Yn—1), kde y; = zjyoproi =1,2,...,n—2, y,—1 = 1+
7. Necht T” je strom ziskany ze stromu T' odstranénim listi ¢(1) a ¢(2) a necht ¥ je bijekce
z mnoziny {1,2,...,n—1} takova, ze (i) = ¢(i+2) proi =1,2,...,n—2 ap(n—1) je otec
listu ¢(1). Pak muzeme predpokladat, ze algoritmus Optim(yi,ya,. .., Yn—1) zkonstruoval
strom (7”,), a podle indukéniho predpokladu je to optimalni strom pro (y1,¥y2,- .-, Yn—1)-
Necht (U, 6) je optimélni strom vzhledem k (x1,x2, ..., ,). Zvolme vnitini vrchol u stromu
U takovy, ze délka cesty z kofene do vrcholu u je nejvétsi mezi vSemi vnitinimi vrcholy
stromu U. Necht u; a us jsou synové u, pak nutné u; a us jsou listy stromu U. Necht
i,7 € {1,2,...,n} takové, ze 0(i) = u1, 6(j) = uz. Po eventudlnim piejmenovéni muzeme
predpokladat, ze kdyz i,7 € {1,2}, pak i = 1 a j = 2. Definujme n z {1,2,...,n} do
lista U tak, ze n(1) = wuy, n(2) = ue, n(i) = 0(1), n(j) = 6(2) a n(k) = 6(k) pro vsechna
ke {3,4,...,n}\{i,j}. Pak n je bijekce a

Cont(U, n) — Cont(U, ) = (d(u1) — d(0(1))(x1 — i) + (d(uz) — d(0(2))(z2 — ;).
Z volby w plyne, ze d(uy) > d(0(1)), d(uz2) > d(0(2)), z1 < z; a 2 < x;. Odtud
(d(u1) —d(0(1))(z1 — 2) + (d(uz) — d(0(2))(x2 — z;) <0
a protoze (U,0) je optimdlni strom pro (z1,z2,...,x,), dostavame, ze (U,n) je také op-
timalni strom pro (z1, xa, ..., z,). Odstranénim listu u; a uy ze stromu U dostaneme strom
U’. Definujme 7 z {1,2,...,n — 1} pfedpisem 7(i) = n(i + 2) proi = 1,2,...,n — 2 a
7(n — 1) = u. Pak 7 je bijekce z {1,2,...,n — 1} do mnoziny listu U’ a protoze (T",1) je

optimélni strom pro (y1, ¥y, ..., Yn—1), plati, ze

Cont(T",v) < Cont(U’, 7).

Protoze

Cont (T, ¢) = Cont(T,v) + 1 + x4 ,

Cont(U,n) = Cont(U’,7) + z1 + 22
pak zaveér je, ze (T, ¢) je optimalni strom pro (z1,xa,...,Ty).
Predpokladejme opét, ze 1 < z9 < -+ < x, a ze v daném okamziku jsou vy, v, ..., vg
postupné vytvofené viceprvkové stromy (tj. strom v; byl vytvofen pfed stromem v;, kdyz
i < 7). V tomto okamziku je mnozina V sjednocenim mnoziny {vi,vs,...,v;} a mnoziny

jednoprvkovych stromi, které nebyly jesté zpracovany. Nyni vytvoiime strom w spojenim
stromu t; a to s nejmensim ohodnocenim. Z popisu algoritmu plyne, ze kdyz strom v; pro
i =1,2,..., k vznikl spojenim stromu u; a ug, pak max{c(uy), c(uz)} < min{c(t1), c(t2)},
a proto c(w) > ¢(v;) pro kazdé i = 1,2,...,k. Pak indukci okamzité dostdvame, ze
c(v1) < c(vg) < -+ < ¢(vg). Tedy staci, abychom méli rostouci posloupnost lista a v
ni ukazatel na nejmensi list, ktery je jesté nezpracovanym jednoprvkovym stromem (tj.
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pred ukazatelem jsou listy, které uz nejsou stromy v mnoziné V', za ukazatelem jsou listy,
které jsou jesté jednoprvkové stromy v mnoziné V') a frontu viceprvkovych stromu (z niz
stromy ke zpracovani odebirdme zpiedu a nové vytvorené ukldddme na konec). Udrzovat
tyto struktury vyzaduje cas O(1) stejné jako nalezeni dvou stromu s nejmensim ohodno-
cenim. Muzeme tedy shrnout, Ze algoritmus Optim konstruuje optimalni stromy v cCase
O(n), kde n je pocet zadanych ¢isel ;. O

Pro aplikaci na nasi puvodni tlohu je treba jesté settidit vstupni posloupnost délek pro
preformulovanou tlohu. Tato posloupnost je tvofena piirozenymi ¢isly a k jejimu setiidéni
muzeme pouzit algoritmus BUCKETSORT (bude popsén dile v textu), ktery vyzaduje
¢as O(n + m), kde n je pocet posloupnosti a m je maximalni délka posloupnosti.

Veéta. Uvedeny algoritmus mnozZinu disjunktnich rostoucich posloupnosti Py, Py, ..., P, o
délkdch 1(Py),[(P), ..., [(Py,) spoji do jediné rostouci posloupnosti v éase O, l(F;)).

VIII. Rozhodovaci stromy

Vétsina obecnych tiidicich algoritmu pouziva jedinou primitivni operaci mezi prvky vstupni
posloupnosti, a to jejich vzajemné porovnani. To znamend, ze praci takového algoritmu lze
popsat bindrnim stromem, jehoz vnitini vrcholy jsou ohodnoceny porovnanimi dvojic prvku
vstupni posloupnosti (napf. a; < a;). Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, ze vstupni
posloupnost je permutace  mnoziny {1, 2,...,n}. Tato permutace prochdz{ stromem takto:

Zacina v koreni stromu. Kdyz je ve vnitinim vrcholu v ohodnoceném porovnanim

a; < aj, pak kdyz 7 (i) < w(j), pokracuje v levém synu vrcholu v, a kdyz m(j) < w (i),

pokracuje v pravém synu vrcholu v. Proces tiidéni konci, kdyz se dostane do listu.
Aby byl algoritmus korektni, musi platit, ze dvé ruzné permutace skonéi v ruznych listech.
Tedy strom popisujici korektni algoritmus pro setfidéni n-prvkovyvh posloupnosti musi mit
alespon n! listi. Délka cesty z kotfene do listu, kde skoncila permutace m, reprezentuje
pocet porovnani, které potiebuje dany algoritmus k setfidéni dané posloupnosti . Protoze
porovnani vyzaduje alespon jednotku casu, dostavame tim i dolni odhad na ¢as potiebny k
setiidéni této posloupnosti algoritmem odpovidajicim danému stromu. Dolni odhad poctu
porovnani i ¢asu pro dany algoritmus a vSechny n-prvkové posloupnosti je pak délka nejdelsi
cesty z kofene do listu v odpovidajicim stromu. To nam umoznuje ziskat obecné platny
dolni odhad ¢asu potfebného k settidéni n—prvkové posloupnosti, kterym je minimum pfes
v8echny binarni stromy s alespon n! listy z jejich maximalnich délek cest z kofene do listu.
Korektnost téchto iivah plyne z pozorovani, ze kdyz porovnani je jedind primitivni operace,
pak algoritmus neni zavisly na konkrétnich prvcich vstupni posloupnosti, ale jen na jejich
vzajemném vztahu. Proto staci uvazovat pouze permutace n-prvkové mnoziny, protoze za-
chycuji vSechny mozné vztahy v n-prvkové posloupnosti. Déle je tieba si uvédomit, ze vztah
mezi stromem pro n-prvkové posloupnosti a stromem pro (n + 1)-prvkové posloupnosti je
dan konkrétnim algoritmem a nedd se popsat obecné.

V nevhodném algoritmu se muze stat, ze v nékterém listu neskoné¢i zadna permutace. To
nastane, kdyz strom pro n-prvkové posloupnosti mé vice nez n! listl, nebo, jinak feceno,
kdyz porovnani dvou stejnych prvku se na néjaké cesté vyskytne alespon dvakrat.
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a1 < ag

a1 < as as < as

N N

as < as a1 < ag a1 < as a1 < ag

/\

ai, az,as “ ai,as,as “ as,ai, as ‘ O ‘a2,a1,a3 “ as, ag, ai ‘ O ‘a3,a2,a1

OBR. 1

Nasledujici obrazek ilustruje nase ivahy na SELECTIONSORTU pro 3-prvkové posloup-
nosti. Listy jsou ohodnoceny permutacemi vstupni mnoziny {a1, as, as}, které v nich skon¢i,
nebo jsou prazdné.

Definice. M¢jme tiidici algoritmus A, ktery jako jedinou primitivni operaci s prvky vstupni
posloupnosti pouzivé jejich porovnani. Rekneme, ze binarni strom T, jehoz vnitini vrcholy
jsou ohodnoceny porovnanimi a; < a; pro¢,j =1,2,...,n, % # j, je rozhodovacim stromem
algoritmu A pro n-prvkové posloupnosti, kdyz pro kazdou permutaci m n-prvkové mnoziny
plati

posloupnost porovnani pii tfidéni permutace 7 algoritmem A je stejnd jako po-
sloupnost porovnani pii priuchodu permutace 7w stromem 7.

Pak korektnost algoritmu zajistuje, ze dvé rizné permutace mnoziny {1,2,...,n} skonéf v
ruznych listech stromu 7" a dolnim odhadem pro ¢as algoritmu A v nejhorSim piipadé je
délka nejdelsi cesty z kotene do listu. Pti rovnomérném rozdéleni vstupnich posloupnosti je
ocekavany cas algoritmu A roven prumeérné délce cesty z korene do listu.

Definujme

S(n) jako minimum pfes vSechny stromy 7' s alespon n! listy z délek nejdelsich cest z kotene
do listu v T,

A(n) jako minimum pies vSechny stromy 7' s alespon n! listy z prumérnych délek cest z
kotene do listu v T'.

Nasim cilem je spocitat dolni odhady téchto velic¢in.

Kdyz nejdelsf cesta z koiene do listu v bindrnim stromé 7' mé délku k, pak T mé nejvyse 2%
listti. Proto n! < 2%, Odtud plyne, ze S(n) > log, n!. Pfipomeiime si Stirlingtiv vzorec
pro faktorial:

nl = \/%(g)”u + ﬁ - 0(%)).

Protoze pro n > 1 je ﬁ, # > 0, muzeme piedpoklidat, ze (1 + == + O(=)) > 1 pro
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vSechna n > 1. Po zlogaritmovani vzorce dostavame

1 1
log, n! > 5 logo n + n(logy, n — log, e) + logy V21 > (n + 5) log, n — nlog, e.

Protoze
61 —e= 210g26 _ (eln2)log26 _ 61n210g2 e’

plati, ze ﬁ = log, e, a tedy

1 n
>1 > -1 - —.
S(n) > logynl > (n+ ) logyn —
Dale pro binarni strom 7" ozna¢me B(T') soucet vSech délek cest z kotene do listu a polozme

B(k) = min{B(T) | T je binarni strom s k listy}.

Kdyz ukézeme, ze B(k) > klog, k, pak bude

B(n!) < n!log, n! 1 n

A > =1 1> 1 -
(n) > 0go _(n+2) 0go N 2

n! = n!
Dokazme tedy, ze B(T) > klog, k pro kazdy bindrni strom 7T s k listy. Kdyz ve stromé
T vynechédme kazdy vrchol, ktery méa jen jednoho syna, a tohoto syna spojime s jeho
predchudcem, dostaneme tplny bindrni strom 7" s k listy takovy, ze B(T") < B(T). Proto
se staci omezit na uplné binarni stromy. Kdyz T je iplny binarni strom s jednim listem, pak
B(T) =0 =1log, 1, kdyz T je tiplny binadrni strom se dvéma listy, pak B(T") = 2 = 2log, 2.
Tedy plati B(1) > 1log, 1 a B(2) > 2log, 2. Predpoklddejme, ze B(i) > ilogyi proi < k, a
necht T je Uplny bindrni strom s k listy. Necht Ty a T5 jsou podstromy uréené syny kofene
a necht T; mé k; listt, kde i = 1,2. Pak 1 < ki, ko a ki + ko = k, tedy k1, ks < k a podle
indukéntho predpokladu B(k;) > k;log, k;. Odtud

B(T) = kl + B(T1> + k‘Q + B(TQ) Z k + B(k1> + B(kg) Z k + kl 10g2 k‘l + kQ 10g2 k‘Q.

Tedy staci ukazat, ze
k + k‘l 10g2 kl + k‘Q 10g2 kQ Z k 10g2 k

pro vSechna ki, ko > 0 takova, ze k = k1 + ko. To je ekvivalentni s tvrzenim, Zze pro k > 0
plati
f(x) =xlogyx + (k— x)logy(k —x) + k — klogy k > 0,

kde z € (0, k). Abychom to dokazali, vSimnéme si, ze f (%) = (0 a pocitejme derivaci f.
f(z) = logy x + logy e — log, (k — x) — log, e = log, k'i
—x

Nyni kdyz x € (0, g), pak f'(z) < 0 a f je na tomto intervalu klesajici, kdyz x € (g, k), pak
f'(z) > 0 a f je na tomto intervalu rostouci. Odtud plyne, ze f(z) > 0 pro x € (0,k). Tim

jsme dokézali, ze A(n) > (n+ 4)log,n — 1. Shrneme nase vysledky.
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Véta. Kazdy tridici algoritmus, jehoZ jedinou primitivni operaci s prvky vstupni posloup-
nosti je porovnani, vyZaduje v mejhorsim i v ocekdvaném pripadé alespon cnlogn casu
pro néjakou konstantu ¢ > 0. V nejhorsim pripadé pouZije alesporn [(n + %) logyn — 5 |
porovndni a ocekdvany pocet porovndni pri rovnomeérném rozdelent vstupnich posloupnosti
je alespori (n + 3)logyn — .
Tato véta plati i pro Sirsi t¥idu primitivnich operaci, proto v ni 1ze oslabit predpklady. Dolni
odhad (v nejhorsim i prumérném piipadé) bude platit i za predpokladu, ze t¥idici algoritmus
nepouzivd nepiimé adresovani a celociselné déleni. (Na druhé strané nésledujici klasicky
algoritmus BUCKETSORT ukazuje, ze predpoklady ve vété nelze zcela vynechat.) Tato
metoda pro nalezeni dolniho odhadu se pouziva i pro vycislovani algebraickych funkci a pii
algoritmickém feSeni geometrickych tloh.

[X. Prihradkové tridéni

V naésledujicich algoritmech predpoklddame, ze (); jsou spojové seznamy, novy prvek se
vklada na konec seznamu a konkatenace seznamu zavisi na jejich potadi. V seznamech
mame okamzity piistup k prvnimu a poslednimu prvku (pomoci ukazateli na tyto prvky).
Algoritmus BUCKETSORT tiidi posloupnost pfirozenych ¢isel aq,as, ..., a, z intervalu
<0,m >.

BUCKETSORT (aq,as,. .., a,, m):
for every i =0,1,...,m do Q; = ) enddo

for every i =1,2,...,n do

a; vloz na konec seznamu @,
enddo
1:=0,P:=0

while s < m do
P :=konkatenace P a QQ;, i :=1+ 1
enddo
Vystup: P je neklesajici posloupnost prvku ay,as,...,a,

Algoritmus nevyzaduje, aby prvky ve vstupni posloupnosti byly rizné. Ve vystupni posloup-
nosti se dany prvek opakuje tolikrat, kolikrat se opakoval ve vstupni posloupnosti, se za-
chovanim pofadi (tj. tiidéni je stabilni). Konkatenace dvou seznamu a vlozeni prvku do
seznamu vyzaduji ¢as O(1). Proto prvni a tieti cyklus vyzaduji ¢as O(m) a druhy cyklus
cas O(n). Celkem algoritmus vyzaduje O(n 4+ m) ¢asu a paméti. Ziejmé kdyz m = O(n),
tak pro tento algoritmus neplati tvrzeni véty z ptedchoziho odstavce. Divodem je, ze nejsou
splnény predpoklady, protoze druhy cyklus pouziva nepiimé adresovani.

Nyni uvedeme dvé sofistikovanéjsi verze tohoto algoritmu. V prvni pfedpokladame, ze
ai,as,...,a, je posloupnost navzajem ruznych redlnych ¢isel z intervalu < 0,1 > a «a je
pevné zvolené kladné realné cislo.

HYBRIDSORT (a1, as, . . ., an):
k:=an
for every i =0,1,...,k do Q; = () enddo
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for every i =1,2,...,n do

a; vloz na konec seznamu Qg
enddo
i:=0,P:=0

while ¢ < k do

HEAPSORT(Q);) P :=konkatenace P a Q;, i :=1+ 1
enddo
Vystup: P je rostouci posloupnost prvki aq,as,...,a,

Veéta. Algoritmus HYBRIDSORT setridi posloupnost redlniyjch éisel z intervalu < 0,1 >
v nejhorsim pripadé v ¢ase O(nlogn). Kdyz prvky a; maji rovnomérné rozloZeni a jsou na
sobé nezdvislé, pak oc¢ekdvany céas je O(n).

Dikaz. Prvni dva cykly v algoritmu vyzaduji ¢as O(n), i-ty béh tfetiho cyklu vyzaduje
nejvyse ¢as O(1 + |Q;|log|Q;]). Proto cas celého tietiho cyklu je

k k

O(>_(1+ @il 1og1Qil) = O(Y_(1+ [Qillogn) = O(k + (3 |Q:[) logn) = O(nlogn)

i=0 i=0
a celkovy cas HYBRIDSORTU v nejhorsim piipadé je nejvyse O(nlogn).

Nyni odhadneme o¢ekdvany cas. Polozme X; = |Q;|. Pak X, je ndhodnd proménnd a
protoze pravdépodobnost, ze x € Q);, je %, dostavame, ze

Prob(X; = ¢) = (") (%)q(l - %)n—q.

Ocekavany cas vyzadovany tietim cyklem se pak rovna

k n
EG 1+ Xlog X)) <k+kY ¢ (Z)(l)qu ~ Lyna gy k(% + %) = O(n),

protoze k = an a

o) = -s0(p)=we (i) (10

(Jedna se vlastné o zndmy vypocet 2. momentu binomického rozdéleni). [

Poznamka: V ditkazu jsme pouzili odhad qlogq < ¢? a disledkem toho je, Ze jsme dokazali,
ze ocekavana slozitost HYBRIDSORTU zustane linearni, i kdybychom v ném misto
HEAPSORTU pouzili néjaky tiidici algoritmus s kvadratickou slozitosti, napi. INSER-
TIONSORT.

Nyni pouzijeme modifikaci BUCKETSORTU pro tiidéni slov. Mame totalné usporadanou
abecedu a chceme lexikograficky settidit slova aq, as, ..., a, nad touto abecedou. Pfipomen-
me, ze kdyz a = x1x2... 2, a b =y192 ... Yyn jsou dvé slova nad totalné usporadanou abece-
dou ¥, pak a < b v lexikografickém uspoiadani, praveé kdyz existuje ¢ = 0,1, ..., min{n, m}
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takové, ze x; = y; pro kazdé j = 1,2,...,7 a bud n = i < m nebo i < min{n,m} a
Zip1 < yiy1. Predpokladejme, ze a; = ala?...al™, kde af € ¥ a I(i) je délka i-tého slova

)
a;.

WORDSORT (a1, as, .. ., a):
for every i = 1,2,...,n do [(i) :=délka slova a; enddo
I =max{l(i)|i=1,2,...,n}
for every i =1,2,...,l do L; = () enddo

for every i =1,2,...,n do
a; vloz do Ly
enddo
Komentéai: Pro kazdé i obsahuje L; vSechna slova z mnoziny {a1, as, ..., a,} délky i.

P={(al) | 1<i<n 1<j<I()
P, :=BUCKETSORT(P) podle druhé komponenty
P, :=BUCKETSORT(P;) podle prvni komponenty
for every i =1,2,...,1 do S; = ) enddo
(i,z) :=prvni prvek P,
while (i,x2) # NIL do
(i,z) vloz do S;
while(i, ) =néslednik (i,z) v P, do
(i, ) :=néslednik (i,z) v Py
enddo
(i, ) :=naslednik (i,z) v P
enddo
Komentar: V S; jsou vsechny dvojice (i,x) takové, ze x je i-tym pismenem nékterého
vstupniho slova a kdyz = < y, pak (i, ) je pred (i,y).
for every s € ¥ do T := () enddo
T:=0,4:=1
while ¢ > 0 do
T := konkatenace L; a T, a :=prvni slovo v T’
while a # NIL do
s := i-té pismeno a, vloz a do T
a :=naslednik a v T
enddo
(i,2) :=prvni prvek v S;, T :=0)
while (i,z) # NIL do
T := konkatenace T a T, T), :== 0
(i,z) :=naslednik (i,x) v 5;

enddo
1:=1—1
enddo
Vystup: T je settidéna posloupnost slov aq,ao, ..., ay,

Uvazujme jeden béh posledniho cyklu algortimu pro urcité . Po jeho skonceni jsou v T
vSechna slova z mnoziny a1, as, . . ., a,, kterd maji délku alespon i, a kdyz slovo a, je pred

aq v seznamu T, pak existuje j =i—1,14,...,[ takové, ze ak = a’; pro kazdé k =1,1+1,...,J
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abud I(r) = j <(g) nebo j < min{l(r),1(¢)} aai™ < aZ*!. To plyne z vlastnost{ algoritmu
BUCKETSORT indukci podle i. Jediny a hlavni rozdil proti BUCKETSORTU je, ze
neprochdzime vsechny piihradky 7T}, ale pouze neprazdné. To nam zajistuje mnozina S;
(viz Komentar).

Oznacme L = >"" | I(i) a pFipomeiime, ze | = max{l(i) | i = 1,2,...,n}. Pak prvn{ cyklus
(vypocet délek slov) vyzaduje ¢as O(L). Druhy cyklus (inicializace seznamu L;) vyzaduje
cas O(l) = O(L) a tfeti cyklus (zatazeni slov do L; podle délek) ¢as O(n) = O(L). Vytvoteni
seznamu P vyzaduje ¢as O(L) a jeho setfidéni podle obou komponent ¢as O(L +1) = O(L),
protoze Pi P; maji nejvyse L prvku. Dalsi cyklus (zalozeni seznamu S;) vyzaduje ¢as O(l) a
nasledujici cyklus vytvérejici seznamy S; ¢as O(L). Cyklus zakladajici seznamy T, vyzaduje
cas O(|X]). Beéhy dalsiho cyklu jsou indexovény i = 1,2,...,l. Pro kazdé i ozna¢me m;
pocet slov z mnoziny {ay, as, ..., a,}, kterd maji délku alespon i. Pak L = 22:1 m; a prvoi
vnitini cyklus v i-tém béhu vnéjsiho cyklu vyzaduje ¢as O(m;) a druhy vnitini cyklus cas
O(|S;]) = O(m;). Tedy celkovy ¢as algoritmu je O(L +m), kde m = || a L je soucet délek
vSech slov z mnoziny a1, as, ..., a,.

X. Poradkové statistiky

Na zaveér popiseme dva algoritmy pro hledani k-tého nejmensiho prvku v dané podmnoziné
totalné usporddaného univerza. Prvni z nich vyuziva stejny princip jako QUICKSORT.
Nejprve zaddme pfesné znéni nasi ulohy (tloha i algoritmy se daji snadno preformulovat
pro piipad, kdy hleddme k—ty nejvétsi prvek).

Pracujeme s totalné uspordadanym univerzem U.

Vstup: mnozina prvku M = {aq,as,...,a,} C U a ¢islo i takové, ze 1 <i < n.
Vystup: prvek ay takovy, ze |[{j |1 <j <mn, a; <ap}| =1.

Kdyz i = 5, pak ai se nazyva medidn.

FIND(M = (ay,a2,...,ay),1):
zvol a € M
My:={beM|b<a}, My:={be M |b>a}
if |[M,]| > i—1 then

FIND(M;y,1)
else

if [M,]| <i—1 then

FIND(Ms,i — |M;| — 1)
else
Vystup: a je hledany prvek
endif
endif

Dtkaz korektnosti algoritmu je zalozen na nésledujicim jednoduchém pozorovani: méjme
mnozinu M a prvek x a polozme My = {m € M | m < x}. Kdyz k < |M;|, pak k-ty nejmensi
prvek v M je stejny jako k-ty nejmensi prvek v M. Kdyz k > |M;|, pak (k — |My]|)-ty
nejmensi prvek v M \ M; je k-ty nejmensi prvek v M. Zbyvé vySetfit slozitost.
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V nejhorsim piipadé voldme FIND n-krit a jedno voldni vyzaduje ¢as O(|M|). Tedy
¢asova slozitost algoritmu FIND v nejhorsim pifpadé je O(n?). Dobré volby prvku a
mohou algoritmus znacné zrychlit. V tomto ptipadé plati stejné diskuse jako pro QUICK-
SORT. Spocitame ocekavany cas za predpokladu, ze prvek a byl vybran ndhodné. Pak
pravdépodobnost, zZe je k-tym nejmensim prvkem, je i, kde n = |[M|. Oznatme T'(n,1)
ocekavany cas algoritmu FIND pro nalezeni i-tého nejmensiho prvku v n-prvkové mnoziné
M. Plati

i—1 n

! O Tn—ki—k)+ Y T(ki),

T(n,i) =n+ —
[y k=i+1

protoze procedura FIND bez rekurzivniho volani sebe sama vyzaduje ¢as O(n). Predpokla-
dejme, ze T'(m,i) < 4m pro kazdé m < n a kazdé i takové, ze 1 <i < m. Pak

1—1 n 1—1 n

1 1
T(ni)=n+- _Tn—ki-k)+ > Thi))<n+=) 4n-k)+ Y 4k) =
"= k=i+1 "= k=i+1
4 2n—di)(i—-1) (m+i+1)(n—1i), 4 n%+2ni—n— 2i?
Vyraz v citateli zlomku nabyvé svého maxima pro i = % a jeho maximalni hodnota je

3,2 . _ 3n%-2n
sn® —n = === Tedy

4 3n% -2
T(n,i) <n+ —(——2"

)=n+3n—2=4n—2 < 4n.
n 4

Protoze tento odhad plati také pro n = 1 a n = 2, dokdzali jsme indukci, ze T'(n,i) < 4n
pro vSechna n a vSechna ¢ takova, ze 1 <17 < n. Plati tedy

Veéta. Algoritmus FIND nalezne i-tyj nejmensi prvek v n prvkové totdlné uspordadané mmno-
Ziné a v nejhorsim pripadé vyZaduje éas O(n?). Kdyz se pivot voli ndhodné nebo kdyz vsechny
vstupni mnoziny maji stejnou pravdépodobnost, pak ocekdvany cas je O(n).

Pro velmi mala ¢ nebo pro i velmi blizkd n pracuje rychleji pfimy pfirozeny algoritmus
(udrzuje si posloupnost i nejmensich nebo n — ¢ nejvétsich prvku a k ni pfidava dalsi tak,
ze ten prvek, ktery piekrocil danou hranici, je zapomenut). Tento algoritmus vSak neni
efektivni pro obecna 1.

Nasledujici algoritmus nalezne i-ty nejmensi prvek v linedrnim ¢ase i v nejhorsim ptipadé.
Vstupem je opét podmnozina M totalné usporddaného univerza U a ptirozené ¢islo ¢ takové,
ze1<i<|M]|

SELECT (M, 1):
= |M|
if n <100 then
setiid mnozinu M, m := i-ty nejmensi prvek M
else
rozdél M do navzdjem disjunktnich pétiprvkovych podmnozin Ay, Ao, ..., Az
(posledni z podmnozin muze mit méné nez 5 prvku).
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for every j =1,2,...,[¢] do
najdi medidn m; mnoziny A;
enddo
m i=SELECT({m, | j = 1,2,...,[21}, [15])
My:={meM|m<m}, Mo :={me M |m<m}
if |[M1| > i —1 then
m :=SELECT (M, 1)
else
if |M;| <i—1 then
m :=SELECT (Ms,i — |M;| — 1)
else
m:=m
endif
endif
Vystup: m
endif

Dtkaz korektnosti algoritmu je stejny jako u algoritmu FIND. Zbyva vySetiit slozitost.
Nejprve dokazeme nasledujici lemma.

Lemma. Kdyzn > 100, pak |M], | M| < 32

Diikaz. Pro j < [%] plati, ze kdyz m; < m, pak |A; N My| > 3, kdyz m; > m, pak
|A; N M| > 3, kdyz m; = m, pak |A4; ﬂMl\_\A N M| = 2. Protoze |{j =0,1,. L%J |
m; < m|,[{j = 0,1,...,[%] | mj > m}| > |{5], dostdvame, ze |M;|, |Ms| > L%LJ — 1.

Déle plati My N My =0, My UMy = M\ {m} a protoze 32 + L?’”j —1> 182 2> n kdyz
n > 100, dostavame pozadovany odhad. [

Maximélni ¢as vyzadovany algoritmem SELECT(M, i) pro |M| = n ozna¢me T'(n). Kdyz
n < 100, pak ziejmé existuje konstanta a takovd, ze T'(n) < an. Kdyz n > 100, pak [£] <

2L a protoze SELECT (M, i) pro | M| > 100 bez rekurentnich volani vyzaduje ¢as O(|M|),

plati, ze T'(n) < T(32) + T'(32) + bn pro néjakou konstantu b. Zvolme ¢ > max{a, 1420}

Ukézeme, ze T'(n) < c¢n pro vsechna n. Kdyz n < 100, tak tvrzeni zFejmé plati, protoze

a < c. Kdyz n > 100, pak (%1, [82] < n, a protoze z volby ¢ plyne b < 1615806 dostdvame

21n 8n 1031c
Tin) < e 4 ¢S 4 =
(n) < eqg0 e T = (o

+ b)n < cn.

Tedy

Veéta. Algoritmus SELECT nalezne i-ty nejmensi prvek v linedrnim case.

Algoritmus FIND je ve velké vétsiné pripadu rychlejsi nez algoritmus SELECT, proto je
v praxi doporucovan, i kdyz existuji pripady (velmi tidké), kdy potifebuje kvadraticky cas.
Je znamo, ze median n-prvkové mnoziny lze nalézt s méné nez 3n porovnanimi a ze kazdy
algoritmus hledajici median a pouzivajici porovnani jako jedinou primitivni operaci mezi
prvky mnoziny vyzaduje vice nez 2n porovnani.
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HISTORICKY PREHLED

Algoritmus HEAPSORT navrhl v roce 1964 Williams a vylepsil Floyd (rovnéz 1964).
N&avrh na pouziti d-reguldarnich hald je folklor stejné tak jako algoritmus MERGESORT.
Algoritmy QUICKSORT a FIND zavedl Hoare (1962). Analyza operace MERGE a
hledani optimélniho stromu pochézi od Huffmana (1952) a linedrni implementaci algoritmu
navrhl van Leeuwen (1976). Analyza rozhodovacich stromu je folklor. Algoritmus HY-
BRIDSORT navrhli Meijer a Akl (1980), vylepsend verze BUCKETSORTU (nazvana
WORDSORT) pochéazi od Aho, Hopcrofta a Ullmana (1974). Algoritmus SELECT byl
navrzen Blumem, Floydem, Prattem, Rivestem a Tarjanem (1972).
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