Diskrétni matematika

e #1: 06/10/6

Prednasejici
e Doc. Pavel Valtr

® http://kam.mff.cuni.cz/~valtr/dm.html
e struéné obsahy prednasek
e pozdéji info o zkousce

Literatura

o Kapitoly z diskrétni matematiky
e podle toho postupuje
e 240 K¢

Co je diskrétni matematika
e vlastnosti struktur na koneénych mnoZinach
e rlzna jind vymezeni

Priklady uloh

e 1. problém satnarky

e 2. domecek jednou ¢arou

e 3. plyn, elektfina a voda pro tfi domy

* Pojmy
e zavedeni usporadanych dvojic pomoci mnozin
o (xy)={{}{xV}}
e binarni relace
e mezi: libovolna X, Y
e naX: X X

e #2: 06/10/13

* Binarni relace
e Vlastnosti relaci
o def. Relace Rna X je
o reflexivni, pokud Vx € X: x R x
e symetricka, pokud Vx,y € X:x Ry =y R x
e transitivni, pokud Vx,y,z€ X:z€X: (x Ry &y Rz)—>xRz
e ekvivalence, pokud R je reflexivni, symetricka a transitivni
e Trida ekvivalence
e Znaceni
e R ekvivalence na X, x € X tfida ekvivalence uréena prvkem x:
o Rix]={y€X:xRy}(={y€X:yR x} vyplyva ze symetrie)
e Priklad
o X={1,2,3,4}
e R={(2,2),(3,3), (1,1), (4,4), (2,4), (4,2) }
e jerelace
e je ekvivalence (reflexivni, symetricka i transitivni)
e R[1]={1}, R[2] = R[4] ={2,4}, R[3] = {3}
e Tvrzeni a dikaz (tfida ekvivalence)
e R ekvivalence na X, potom
e i.Vx € X:R[x]zJ
e ii. Vx,yeX: R[x]=R[y] v R[X] nR[y] = @
e dukaz
e i.x€ R[x]
e ii. nechtx,y € X:
e a)pokud xRy:
o ukaZeme R[x] € R[y]
e necht z € R[x], tedy z R x —> z transitivity: z Ry —> z € R[y],
e obdobné (diky symetrii) R[y] € R[X]
e b) neplati xRy
e ukdzeme R[x] N R[y] = J, dokaZeme sporem
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o tedy predpoklad R[x] N Rly] # &
e dz € R[x] N R[y] libovolny, potomxRzaz Ry, tedy x Ry: spor
e dusledek
e Mnozina (systém mnoZin) {R[x]: x € X} tvofi rozklad mnoziny X
o tj. kazdy prvek z X patfi do pravé jedné z mnozin lezicich v {R[x]: x € X}

* Usporadani
o Def. (Caste€né= ne nutné linearni) usporadani
e je relace na X, kterd je reflexivni, transitivni, ,antisymetricka“
o Def. antisymetricka relace: Vx,y € X: (x Ry & y R x) => x=y
e pi.
e (N, <) ref,, trans., antisym. 3<3 & 3<3 —> 3=3
o (N, I (deli))
o (P(X) (potenéni mnozina), <)
e obvyklé znac¢eni uspofadani: < (takZe to nemusi znamenat mensi nebo rovno, nékdy se to kresli zakulacené <,
aby bylo jasno)
o Def. linearni usporadani
e uspof. splriujici Vx,yeX: xsy v y=x
e napf. (N, | (déli)) neni
e u potencni mnoziny zalezi na velikosti X
Do 2 prvkd.

® Zobrazeni, permutace a faktorial
e Def. zobrazeni (funkce)
e narozdil od skript Valtr preferuje termin zobrazeni a ne funkce
e X, T mnoZiny: Zobrazeni z X do Y je lib. relace f € XxY splriujici Vx: 3!y € Y:xfy
e moje pozn.: tedy X = D(f), Y = H(f)
e znaceni
o 1 X—>Y fjezobrazenizXdoY
o xfy, resp. (x,y) € f se znaci
o fixl>y
o fx)=y
e Def. f: X =Y, g: Y=>Z, potom g o f znaci zobrazeni z X do Z s pfedpisem gof(x) = f(g(x)) — sloZzené zobrazeni
e nékdy g of® =fQO g (tedy v opaéném poradi)
® pozn. gof je opravdu zobrazeni z X do Z
e TODO: Dukaz: gof(x) je jediné?
® gof(x) = g(f(x)=g(y) =z)
o f(x)=yprojedinéy€yY
e g(y)=2zprojediné z€ Z
e Def. zobrazeni f: X—=>Y je
e prosté (injekce), pokud Vx,yeX: xzy — f(x)=f(y)
e (vlevo nahore zakroucena Sipka)
e na (surjekce, nebo: z X na Y), pokud pro VyeY IxeX:xfy
e (Sipka se zdvojenym koncem na praveé strané (—>))
e vzajemné jednoznacné (bijekce): prosté & na
e (vlevo nahore zakroucena Sipka se zdvojenym koncem na pravé stran€, nebo <— s ,1-1“ nad Sipkou
e Pozorovani
e necht X, Y jsou kone¢né mnoZiny
o X—>Y prosté: IXI < 1YI
o X—>Y na: IXI=lYI
e — bijekce: IXI=1YI
e Pozn. funkce bud = zobrazeni, nebo = zobrazeni do mnoziny realnych &isel
e Def. permutace a faktorial
e Def. Permutace kone¢né mnoziny X je libovolna bijekce m: X — X
o obecnéjsi definice neZ na SS — X nemusi byt uspofddana
e pf. X={a,b,c,d}
e 1={(a,b),(b,d),(c,c),(a,a)} (zapis do dvou Ffadkd matice: dvojice se pisi jako sloupce, pfipadné jen vektor
pfifazenych prvkd, je-li X linearné usporadana (definovano linearni usporadani)
e Def. Faktoridl n! (n faktoridl) n! = soucin n prvnich pfirozenych &isel, 0! = 1
e Tvrzeni: Pocet permutaci n-prvkové mnoziny X = P(n) = n!

® Véta: IXl = n, 1Yl = k, potom existuje k" zobrazeni z X do (nikoli na) Y
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e #3: 06/10/20

e Zobrazeni (pokra¢ovani)
e Véta: IXI = n, IYl = k, potom existuje k*n zobrazeni z X do (nikoli na) Y
e ztoho prostych z X do Y:
o k(k-1) (k-2) ... (k-n+1)
e prvni prvek k moZnosti, dalSi k-1, atd. a takhle jdeme n-krat, tzn. dokud se ndm nevycerpa X
e k<n —> prosté zobrazeni neni
e z toho bijekei:
e k! =n!bijekci pro k=n
e 0 bijekci pro k#n
e ztoho Xna:
e pozdéji (za 14 dni asi)
* Kombinacni €islo
e Def. Kombinacni €isla (pfip. binomické koeficienty — ve skriptech)
e (nnadk)=n!/k! (n-k)!=n(n-1) ... (n-k+1) / (k(k-1)...1), kde n,k €Ngn =k
e (n nad k) = pocet k-prvkové podmnozin n-prvkové mnoziny
e UkaZeme, Ze dvé definice (viz vySe) kombinacnich &isel jsou ekvivalentni
e mnoZina X, IXI=n
e pocet usporadanych k-tic rdznych prvkd z X
e prirozené
e =n(n-1) ... (n-k+1) (celkem k Einiteld)
e vybereme neusporfadanou mnoZinu a pak vybereme jedno usporadani:
e = pocet k-prvkovych podmnoZin z X x k! (vybirani prvkd na prvni, druhé, ... misto)
e z porovnani téchto dvou vyjadreni vychazi, Ze definice kombinaénich ¢Eisel se rovnaji
e Znaceni: (X nad k) [nec¢te se X nad k!] = mnozZina k-prvkovych podmnozin X

it
k k
o (")t e o

e X
e Plati rovnosti

(,,) ( n ) (Ize odvodit z obou definic, i z druhé)
° =

k n-k

® (QOdvozeni z druhé definice: ke kaZzdé k-prvkové Ize vzdajemné jednoznacné pfiradit (n-k)-prvkovou, pocty se
tedy rovnaji

n\ (n=1\ (n—1)\(0pétz obou definic, samozfejme)
- (-G

e QOdvozeni z prvni definice
e Qdvozeni z druhé (kombinatorické definice:

WERRINE

k-1 k
e .. =pocet k-prvkovych podmoZin mn. X obsahujicich prvek xn + pocet k-prvkovych podmozin mn. X
neobsahujicich prvek xn
°

to znamena ,konec diikazu*“, nebo EPA (est post aves — je po ptakach)

e Pascaludv trojuhelnik

. (00)

. (10) (11)

° (20) (21) (22)
e (30) (31) (32) (33)
°
[ )

I1ze vyplnit bez poéitani kombinaénich E&isel
e po obvodu jedni¢ky, symetrie
e soucty vyplyvaji z druhé rovnosti (vyz vyse)

¢ Binomicka véta
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o (x+y) =E(k).xky k

k=0
e Dukaz indukci

e n—n+1

o (x+y)n = (x+y)(x+y)*n = (ind. pfedpoklad) (x+y) ((n nad 0) x*0 y*n + ... (n nad n)x"n y”0) =

= (n nad 0) x"My”n + ...) (n nad n-1)x*n y*+(n nad n)x*(n+1) y*0 +
+ (n nad 0) x"0 yA(n+1) + (aby to bylo hezky pod pfedchozim fadkem) ... + (n nad n) x*n y*M =
= soucet pfedchozich dvou = suma z binomické véty
vyjde to

e o o o

® Multinomicka véta
e zobecnéni binomické véty
e plati (n nad k) = (n nad k, n-k)
VnEN, VmEN Vx,--,x, ER:

m

¢ (q+etx,)= Kk

Ky kg i €Nk, +y +...+1<,,,=n(

e multinomicky koeficient

n n!
® \kpkyoook, ) KUK,
e Pocet zpudsobu zarazeni ¢isel 1, 2, ..., n do m mnozin (,Suplikd“), X1 aZ Xm, tak aby IXil = ki

e #4: 06/10/27

¢ Multinomicka véta (z minula)
e pf. rozmisténi 200 lidi do autobust po 80, 70, 50 mistech
e feseni: (200 nad 80, 70, 50) = velké Cislo

¢ Odhady faktorialti a kombinaénich éisel
o Véta:

n
o 1’ sn!s(

n+1)"

e Dikaz
(1+i)(n-i)=n+i(n-1-i)=mi=01...,n-1

(1+i)(n-i)= (n;- 1) :A - G nerovnost
.

W< (n,)z - (n + 1)2"
)
Faktorial presnéji (bez dlikazu)

° n!:(g)ﬂ\/ﬁ

e Vime

e Zfejmé (napf. z 1. definice kombinaéniho ¢&isla)

LR

Z toho pro nemrnava n>1

n n
2 < lﬁJ <2"

n+1l 2

Kombinaéni ¢islo pfesnéji

* Hz nz;/z

o (ol ()=l
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* Princip inkluze a exkluze
e P¥.: Z diagramu Ize snadno odvodit:
e |AUBI=IAlI+IBI-IANBI
e IJAUBUCI=IAI+IBI+ICI-IANBI-IANCI-ICNBI+IANBNCI
e | obecné | = jednotlivé - prdniky dvou + priniky tfi - ... atd. (posledni znaminko vyjde podle parity)
e Véta:Jsouli Ay, A,, ... A, kone¢né mnoZiny, pak pro velikost sjednoceni mnoZin plati:

Ua NA
i=1

i€l

n n

- Z(_I)H (“E n})

e Dukaz
e pro kazdy prvek budeme porovnavat kolikrat je zapocten vlevo a vpravo
e Necht x€A,;U...UA,
e vlevo: 1x (to je jasné
® vpravo:
e oznacme d = poCet mnoZin A;, v nichZ lezi x
® (jednotlivé mnoZiny:) (d nad 1) - (kolik dvojic vybereme z d mnozin?) (d nad 2) + (d nad 3) + ... = (d nad
d) =
® =1-((dnad0)-(dnad 1)+ (dnad?2)-... x(dnad d)) =1 - (-1+1)d (z binomické véty) = 1-0
o =1
e Priklad: Vanoéni besidka aneb Satnarka
e n darcy, kazdy da jeden darek nahodnému darci (jinému nebo sobé)
e Moznosti, kterymi mohou dostat darky: n! (kazda mozZnost stejné pravdépodobna (1/n!)
e Pravdépodobnost, Ze nikdo nedostane svdj vlastni darek?
e Matematicky: hledame §(n)/n!, kde §(n) je poc¢et permutaci m mnoziny {1, 2, ..., n} bez pevného bodu (i je
pevny bod, pokud (i) = i)
e Véta:s(n)=n!(1-1/11+1/21-1/31+ ... + (-1)n * 1/n!)
e zajimavost: osciluje konverguje k irac. €. mezi 0 a 1
e Pro malé hodnoty
e §(1) =11(1-1/1))
o 3(2)=1
e 3(3)=2
e Ddkaz pro vétsi hodnoty
e S, = mnoZina vsech permutaci {1, 2, ..., n)
e Aj=ne€S:n(i) =i}, proi=1,...,n
permutace, kdy i-ty ¢lovék dostane svij darek
o IA|=(n-1)!
protoZe i-ty prvek je fixovany
o IANAl=(n-2)! pro i
protoze i-ty i j-ty prvek jsou fixované (zobrazi se samy na sebe)
e (pokraCovani pristé)

e #5: 06/11/03

* Princip inkluze a exkluze (pokrac¢ovani)
e Priklad: Vanoéni besidka aneb Satnarka (pokradovani)
o {i1,i2,...,ik}c{1,2,...,n}
o A NALN..NA
e Podle principu inkluze a exkluze
e S(n)=ISI-1IA;UA,U...UAI=
e =n!-(n(n-1)! (soucet velikosti vSech) - (n nad 2)(n-2)! (soucet velikosti prdnikd dvojic) + (n nad 3)(n-3)! - ... (n
nad n)(n-n)!) =

n

. S“<">=n!—2<-1>“'(2)'<n—k)!

k=1

Tedy pravdépodobnost, Ze nikdo nedostane svdij darek je tedy:
® S(n)/n!=1-111+1/2!- ... +- 1/nl = 1/e pro n—x; 1/e = 0,36787...
e Priklad: Necht X ={1, ..., n}, Y ={1, ..., I}, n=l. Kolik zobrazeni z X na Y?
e vsech zobrazeni: I*n
e nechceme poditat ta, pro ktera Iy € Y Vx € X f(x)zy
e proi=1, ..., 1, necht A je zobrazeni, kde se na prvek i nic nezobrazilo: A; = {:X—=Y: VxeX: f(x)#i} = {:X=>(Y - {i})}
o tedy: IAl = (I-1)*n
o AN A ={EX=(Y -4, )}
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o tedy: IAN Al = (-2)*n
o profil, .. Ik} {1, .., Ay N A, N . N Ay = {EX-(Y - (i1, ... i)}

o tedy IA;; N Ap N ... N Ayl = (k) n
e z PIE (princip inkluze a exkluze) pocet zobrazeniz X na' Y

IL:JIA,. =r —(z. (1-1)" _(é) (1-2)"+ __.(—1)”2(ljl).(z_(l_l))” +(_1)H(§). (i- ,)u)

e UZ nejde moc vylepsit:(.

o I'-

Verze z: 06/12/06 12:17:13



