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Princip inkluze a exkluze (pokraéovani)

Uvod do teorie grafii

o Definice. Graf G je usporadana dvojice (V, E), kde V je libovolna koneéna mnoZina (obecnéji libovolna)

aEc (Vnad?2)

e \/ ... vrcholy (vertices)
e E ... hrany (edges)
e Pr.: G ={{ab,c,d}{{a,b}, {a,c}, {a,d}, {c,d}}

a——»p

Ty

Toto je jen znazornéni grafu. Graf je néco jiného:).

°_bA_d

a c

o Definice. Upiny graf K, (na n vrcholech): vSechny mozné hrany

e K,=(V,(Vnad2)),IVI=n
e Definice. Kruznice
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Diskrétni matematika

o C.=({vq, Vb {{v4.Vo} {Vo, V3t s Vi Vg b {VV4 3 ), n 23

e délka = pocet vrchold = pocet hran

e #6: 06/11/10

* Uvod do teorie grafti (pokraéovani)
e Definice. Cesta
® Po=({vp - Vo {{v, V41 {V4, Vo), oo {Vp Vi3 3 );n 20
e délka = pocet hran = pocet vrchold - 1
« Definice. Upiny bipartitni graf K,
o V={vy, ...V, Wy, ... W}
o E={{w; wj}; i=1...m,j=1...e}
° IE(Km’e)I =m-e
e Definice. Bipartitni graf
o V={vq, ...V, Wy, .. W=V, UV,
e Ec{{v,v}veVy, V'€V, } (je podmoZinou odpovidajiciho upiného grafu)
e Definice. Isomorfismus
e Grafy s ,pfezna¢enim” vrchold jsou isomorfni.
e Formadlné: G = G' & 3 bijekce f mezi V(G) a V(G') takova, Ze ({x, y} €E(G) < {f(x), f(y)} €E(G") )
o Zapis:G=G'
PfF.:

4 3
1——2

e Pozn.: Isomorfismus je ekvivalence (RST).
o Definice. G je podgraf grafu G": (G c G)
e V(G)c V(G') & E(G) € E(G) N (V(G') nad 2)
o Definice. G je indukovany podgraf grafu G:(Gc @)
)< V(G) & E(G) = 'Y nad 2)

® 4
e Priklad: i
K ale ne indukovany dokonce indukovany
[ ]

1

& $ d———c

AN

o ——q a———b

® Pozorovani: Graf na n vrcholech ma 2" indukovanych podgrafi (vybiram jen vrcholy, hrany se
vyberou samy, neboli kazda podmozina mnoziny V indukuje indukovany podgraf).
o Definice. G je souvisly graf
e VxyeV(G)dvGcestazxdoy

2 Verze z: 07/01/13 16:19:50



Diskrétni matematika

e Pfiklad: (nesouvisly)

v

e ZnacCeni: x ~g Yy < Vv G existuje cestazx do y
e X~g Y je ekvivalence na V(G)

o Definice. sled: vy, eq, v{, €4, ..., €, Vi, kde g;={v; 4, V) proi=1..m

Sled pacificky, pfevzato z Encyklopedie Worldbook
e Dukaz transitivity
e X~gY&y~gz=3sledzxdoz(vG)
e nejkratsi sled z x do z je cestou = x ~g z
o Definice. podgrafy indukované tfidou ekvivalence ~g se nazyvaji komponenty grafu G
e Poznamka: Souvisly graf ma tedy jednu komponentu (sebe sama).
e Poznamka: G souvisly & Vx,y € V(G) I sledzxdoy.
o Definice. vzdalenost x,y v G: dg(x,y) = délka nejkratsi cesty zx do y
e Poznamka: dz(x,y) ma vlastnosti metriky:
e dg(xy)=0
o dgxy)=0exy
o dg(xy) =dg(yx)
e dg(a,c) =dg(a,b) +dg(b,c)
o Definice. y je soused x v G pokud {x,y} € E(G)
Definice. matice sousednosti
e G=({v1,...,vn}, E)
* Ag= (Aij)i’jﬂ”, kde a;; = {vi,vj)}€E) ?1:0
e (zavisi na o€islovani vrcholu)
o Definice. stupefi vrcholu x v G: deg(x) = pocet hran obsahujicich x = pocet soused( x = soucet
pfislusneého fadku (sloupce) Ag

o #7: 06/11/24

e Skére grafu
e Veta. Princip sudosti:

e VG =(V,E): Z deg(v) = 2|E]
veV
e Dukaz: Vlevo kazda hrana pfispéje dvakrat.
e Disledek: VG: pocet vrchol( lichého stupné je vZdy sudy (jinak by 3, ¢, deg(v) nemohlo byt sudé).
o Definice. G = ({v4, ..., v}, E): skore grafu G = D(G) = ( degg/(v4), ..., degg(v,,) ), kde skore jsou stejna,
pokud se lisi jen pofadim prvkd.
e Priklad:

° GrafyA/\aA/majiskére (1,2,2,2,3), ale nejsou isomorfni.

e >, cydegg(v) =10, IE(G)I =5

e Vetaoskore:D=(dy,...,d,),0=dy =<...=d,
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e D je skére ngjakého grafu & D' = (dy, ..., dpn_a,-1,dn—q, — 1, ..., dn_1 — 1) je skére n&jakého gra:
e Priklad pouziti: Je (1, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4) skore grafu?
° 1233344 je skore (néjakého grafu) <
< 122223  je skdre &
e 12111 je skore  (zména poradi)
& 11112 je skore & 1100 je skdre « 0011 je skore < 000 je skdre (ifi nespojené vrcholy).
e Ano, je to tedy skore.
e Ddkaz:
e implikace <:
e G'ma skdre D'

Vv

n

® Pfidame novy vrchol v, a spojime ho hranou s vrcholy v, g, ..., V.4, dostavame graf se
skdre D.
o implikace =:
e Méjme G = ({v4, ..., V,}, E) se skdre D, oznaéme d =d, = deg v,
e 1. pfipad: z v, vedou hrany pravé do vrcholl v, g, ... v,_¢ (j. do pfedchozich d vrchold:

® Odstranénim téchto hran a vrcholu v, dostaneme graf se skére G' (jako v prvni implikaci, ale
pozpatku).

. pfipad (neplati prvni pfipad):
Potom Ji<n-d <j:{y;, Vit €E,{vj, v JeE:

/\/\/—\

vi) (vo) () (y Vig) L) (vi) ()

°
N

e Opakovanim postupu dostaneme prvni pfipad.

Grafy ,,jednotazky*“
e Uzavfeny tah zaéina a konéi ve stejném vrcholu.

4 Verze z: 07/01/13 16:19:50



Diskrétni matematika

e Opakovani: sled: Vg: €0 V11 €45 ++0r €1 Vi kde €, ={v; 4, vj) proi =1...m

e Definice. tah: Vg: €0 V1) €45 ++0r €1y Vi kdE €)= {v; 1, V) proi=1...m, g; # e (proi #j)

e Definice. uzavieny tah: vy, €q, V4, €4, ..., € Vi, kde € ={v;{, v) proi=1...m, g; % e (proi#j),vg =
Vm

e Alternativné: cesta: V0 €05 V1s €45 oo € Vi K€ €;={V; 4, V) proi=1..m, e; # € (proi#j),v;= \
(proi #j)

e Definice. Graf G je eulerovsky (Ize nakreslit jednim uzavfenym tahem), pokud existuje uzavreny tah,
takovy, Ze VeeE li:e=¢; & VveV di:v =y,
e Veéta. G je eulerovsky < G je souvisly a vsechny stupné v G jsou sudé
e Ddkaz:
e implikace =:
e Uzavreny eulerovsky graf dava souvislost (mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje tah) i sudé
stupné (pfi prochazeni sledu, projdu vrchol k-krat, pfipada na n€j tedy 2k hran — k dovnitf a k
ven, plati i pro ,poéatec¢ni” = ;koncovy“ vrchol)
e implikace <:
e Pozorovani: VSechny stupné sudé (ne nutné souvisly graf)= kaZzdou hranou vede néjaky
uzavfeny tah
e Ddkaz: nejdelSi tah danou hranou je uzavieny
e Predpokladejme, Ze neni uzavreny:
® Chodime v grafu, kdyZ se dostaneme do néjaké hrany, miZeme ho vZdycky prodlouZit
(vede z ni ,neprojita“ hrana).
e G =(V, E) souvisly graf, vSechny stupné sudé
e Ukazeme sporem, Ze nejdelSi uzavieny tah T v G je eulerovsky:
e Necht neni eulerovsky (nenakresli cely graf), potom (ze souvislosti) existuje
o e&E(T)
e VEV()

o

e (pokracovani pfiste)
e #8: 06/12/01

e Grafy ,jednotazky“ (pokrac¢ovani)
o (Véta. G je eulerovsky < G je souvisly a vSechny stupné v G jsou sudé)
e (Dlkaz:)
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e implikace < (pokrac¢ovani):

e V grafu G' = (V, E-E(T)) jsou vSechny stupné sudé, tedy hranou e vede uzavreny tah T' v
G' (podle Pozorovani).

e Ve vrcholu v propojime T, T' do jednoho uzavfeného tahu:

T

e Deldi nez T: Spor.
e Tedy T musel byt eulerovsky.

* Nékteré operace na grafech
¢ Definice.

e G=(V,E)graf

e odebrani hrany e € E
® G- G-e=(V,EH{e})

e pridani hrany e € (V nad 2)-E
e G- G+e=(V,EU{e})

e odebréani vrcholuv eV
e G G-v=(V,{e€E:v&e})

\Y

e déleni hrany e ={x, y}€E
o G— G%v=(VU{z}, z&V; (E{e})U {x, z}, {y, z}})

e Definice. G' je déleni grafu G, pokud ho dostaneme z G postupnym opakovanim operace déleni
hrany.

e Ekvivaletné: G' dostaneme z G nahrazenim hran cestami délek = 1.

e 2-souvislost grafu
Cte se ,dvousouvislost®.

o Definice. Graf G = (V, E) je (vrcholové) 2-souvisly, pokud IVl = 3 a Vv € V: G-v je souvisly.

® Moje poznamka (dle skript): Obdobné k-souvisly, pokud odebranim libovolnych nejvyse k-1 vrchold
ziskame souvisly graf.

e Priklady:

° je 2-souvisly.

° neni 2-souvisly.

o Definice. Graf G = (V, E) je hranové 2-souvisly, pokud G je souvisly a Ve € E: G-e.
e Pozorovani. G 2-souvisly, pak:
e a) G + e je2-souvisly pro Ve € (V nad 2)-E
e Da se snadno vymyslet proc.
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eb) G - e jesouvisly pro Ve €E
e Dukaz:
o e={X,y}€E
e G-x je (z definice) souvisly =y je v G-e v jedné komponenté s vrcholem v#x.
e G-y je souvisly =y je v G-e v jedné komponenté s vrcholem vzy.

e Z pfedchozich dvou plyne, Ze vSechny vrcholy jsou v jedné komponenté. Tedy G-e ma jednu
komponentu.

e TODO: TakzZe vrcholové = hranové 2-souvisly
e c) G %e je2-souvislyproVe€cE
e Ddkaz:
e G'=G%e (s pfidanym vrcholem z)
e G'-v je souvisly pro Vvzz
e G-z =G-e je souvisly podle b)
o Definice. Pridani ucha ke grafu
e Pridani cesty mezi u, v, vnitfni vrcholy cesty jsou nové vrcholy (pokud {u, v} €E(G), mize byt uchem
hrana {u, v}).

G G

u#v

Alternativni ilustrace, pfevzato z encyklopedie World Book 2004.
e Lemma o uSich
...nebo ,,0 uchach“?
e G je 2-souvisly & G Ize dostat z kruznice postupnym pfidavanim usi.
e Ddkaz:
e implikace «:
® Pridani ucha Ize slozit z pfidavani a délena hran: nejdfive rozdélim hranu a pak pfidam k
puvodnim koncovym vrcholdm ucho (v tomhle pofadi to vzdycky funguije).
e implikace =:
e V G I kruznice: {x, y} = e€E libovolna hrana

e G-e souvisly = v G-e existuje cesta z x do y, a ta spolu s e tvofi kruZnici. (Nasli jsme tedy
kruznici ve 2-souvislém grafu.)

e Necht G' je podgraf G, ktery vznikne z kruZnice pfidavanim usi. Sta¢i ukdzat G'«G = ke G'
muzeme pfidat dal$i ucho s hranami z E(G).

e Pokud V(G') = V(G): mdzeme pfidat libovolnou hranu e € E(G) - E(G")

e Pokud V(G') c V(G): souvislost G = existuje hrana {v, w} € E(G) mezi V(G') a V(G)-V(G')
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G) | V(G~V(G)

° IJ_V{%
G -

e Necht P je nejkratsi cesta z w do V(G') v G-v, potom P+hrana {v,w} je ucho, které miZzeme
pfidat ke G'.

e #9: 06/12/08

e 2-souvislost grafu

o Ddasledek lemmatu o usich: G 2-souvisly « G vznikne z K4 postupnym pfidavanim a délenim hran.
e Takhle je to ve skriptech.
e Ddkaz: z lemmatu o usich.

e Veéta. Ve 2-souvislém grafu lezi kazdé dva vrcholy na spole¢né kruznici.
e Ddkaz:

e Podle lemmatu o uSich sta¢i dokazat, Ze véta plati pro G = véta plati pro G + ucho (skryta
indukce?)

G G + ucho

v, w —dva vrcholy v G + ucho (x, y koncové body ucha).
Necht v € V(G), w&V(G) (ostatni pfipady ziejmé).
Necht C = spole¢na kruZnice pro v, x.

2 pfipady:

e Necht P = Nejkratsi cesta z y do V(C) v G-x.
e Okomentovat TODO
e Poznamka: V 2-souvislém grafu lezi takeé libovolné dvé hrany na spole¢né kruznici.

e Stromy
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Definice. Strom je souvisly graf bez kruZnice majici alespori jeden vrchol.

® Poznamka: Podle skript ma kaZdy graf aspori jeden vrchol, pak je takova podminka pro strom
zbyteéna.
Definice. List je vrchol stupné 1.

List (pfevzato z New Oxford American Dictionary)
Tvrzeni: Kazdy strom s alespori dvéma vrcholy ma alesporni dva listy.
e Dukaz: Koncové vrcholy nejdelsi cesty jsou listy.
To (Fikaji to i ve skriptech) neplati pro nekonecné stromy.
Pozorovani: G graf, v € V(G) list, potom G je strom < G-v je strom
e Dukaz: G obsahuje kruznici < G-v obsahuje kruznici & G souvisly < G-v souvisly. (Je tfeba si
uvédomit vyznam definice listu.)
Dusledek: G strom < z G dostaneme graf K, postupnym odebiranim listd.
V&tal Necht G(V, E) je graf a IVl = 1. Potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni (,NTJE®):
e (1) G je strom (souvisly graf bez kruZnice majici alespori jeden vrchol)
e (2) VX Y€V existuje prave jedna cesta z x do y

G nema kruznici, ale G+e ma kruZnici pro Ve, které nejsou v G.

)
e (3) G je souvisly, ale G-e neni souvisly pro Ve € E
)
5)

® (4
e (5) Gjesouvisly alVI=IEl + 1
Podle srkipt se tomu fika Euler(v vzorec.
Ddkazy predchozich vét (stac¢i dokdzat implikace 1-2-3-4-5-1, ale udélame i néjaké navic):
e Dikaz 1=2
e Souvisly = existuje cestaz x doy.
e Bez kruznic = neexistuji 2 cesty zx do y.
e Necht P, R jsou rtizné cesty zx doy
e P=xejvieyvy...y
e R=xe;'viy'e)’ vy ...y
e Dejme tomu, Ze cesty se od sebe v urcité chvili rozejdou a pak zase sejdou (to se miZe stat i
vicekrat). Tim se ale vytvofi kruznice. Spor.
e (Rozepsano formalné: kdo to mé opisovat furt...)
e Dikaz 2=3

e Vede cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy = souvislost

e e={xyh
e G-e neni souvisly, jinak by existovaly 2 cesty z x do y.
e Dikaz 3=4
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e Predpoklad 3, necht ma kruznici, spor s 3 (vynechanim libovolné hrany kruZnice se neporusi
souvislost), tedy nema kruznici.
e Duikaz, Ze G+e ma kruZnici:

® Souvisly, pfidame hranu e ={x, y}. Mezi {x, y} je cesta (kterd neobsahuje e). Hrana e a tato
cesta tvofi dohromady kruznici.
e Dikaz 4=1
e Bez kruznic — Ok.
e Chceme dokazat 4=souvisly:
e méjme dva vrcholy {x, y} € V(G)
e a) {x,y}hrana - Ok.
e b) {X,y}ne hrana
® G+e ma kruznici (ktera nebyla v G) pro e ={x, y}, tedy nutné prochazi hranou e, kdyzZ ji
umaZeme, zbude z ni cesta mezix ay.
e Dikaz 1=5
e Mame strom (tedy souvisly). Z disledku vyse (G strom < z G dostaneme graf K, postupnym
odebiranim listd.) plyne, Ze VI = |EIl + 1. (Odebrani listu = odebrani hrany.)
e Dikaz 5=1
e Souvisly a IVI=IEI+1.
e G nema kruznici:

® Pokud by mél kruZnici, odebereme jednu jeji hranu a neporusime souvislost, ma-li stale jesté
néjaké kruznice, opét mu odebereme hranu atd.

® Dostaneme graf G' = (V,E') souvisly bez kruznice (tedy strom) tedy IVI=IE'l +1 ve sporu s
tvrzenim IVI=IEl+q

e #10: 06/12/15

¢ Minimalni kostra grafu
o Definice. Kostra souvislého grafu G = (V, E) je libovolny strom T = (V, E'), kde E'<E.

® Poznamka: Kostra vZdy existuje: dokud v G existuje kruznice, odebirame z G (jednu libovolnou)
hranu kruznice, dostaneme tak kostru grafu.
Priklad:

® Definice. Graf s ohodnocenymi hranami: G = (V, E) graf, w: E-R*,

Problém minimalini kostry: Pro dany souvisly graf G = (V, E) graf, w: E=R™, nalézt minimaini kostru, tj.
kostru K = (V, E') takovou, Ze jeji vaha w(K) = w(E') = 3, ¢ g w(e) je minimalni.

L]
A

L4 1

A

e Kruskaldv (hladovy) algoritmus:
® G=(V,E) souvisly, w: E-R™*
e Predpokladejme, Ze E={ey, ..., €.}, pficemZ w(e) s w(e,) < ... =w(e
o 1.Ey= %]
e 2.proi=1,2,..., mpoklddame E, =
e =E;; U {g}, pokud (V, E;; U {g;}) neobsahuje kruznice
e =FE;, jinak
e 3.(V, E,) — vystup (min. kostra)
e Vysledek je urcité strom, je ale minimalni?
Véta. Kostra nalezena hladovym algoritmem je minimaini.
e Dukaz:
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e Necht (V, K) vysledna kostra, (V, L) jina kostra.
e Chceme w(L) = w(K).
e Indukci podle d = IKALI, symetricka diference KAL = (K-L) U (L-K)
e 1.d=0= K=L, zjevné plati
e 2.d>0aplatitoprod'<d
o K=L (i kdyZ IKI=ILI) = F e € L-K
e Vezmeme hranu z L a pfidame do K:
e (V,L -{e}) ma 2 komponenty (vzali jsme hranu ze stromu): V, a V,.
e (V,KU{e}) ma (jedinou) kruznici C, pfi¢emz e € E(C).
e dJe'€E(C):
o e'NV,z0
o e'NVyzD
e e'€K, e'¢L (neniv L, protoZe jinak by v L byla kruznice, je tam pfece také e), tedy e'
=K-L
® (V,L') je kostra (zachovava se nam, Ze je to strom, pfiddvame hrany a rusime
kruznice)
e '=(L-{e})U{e"} je podobnéjsi K neZ byla L, takZze se nam vic hodi pro zbytek dikazu:
o |L'AKI<ILAKI
e w(L") =w(K) (indukéni pfedpoklad)
e w(L)=w(L"
e odpovida w(e) = w(e')
¢ Hladovy algoritmus pfece nezval hranu e, protoZe by vznikla kruznice C, tedy uz
byla vybrana hrana e', tedy w(e') = w(e)
e Z predchozich dvou nerovnosti plyne w(L) = w(K)
e Jarnikdv algoritmus na minimalni kostru
e 1.V, ={v}, kde v je libovolny vrchol z V
e 2.proi=1,...,n-1necht e; hrana minimalni vahy vedouci z V; 4 do V-V, 4
e V;=V; U g (neboli pfidame koncovy vrchol hrany, ten, ktery tam jesté neni)
e 3.strom (V,{ey, ey, ..., €,_4}) = vystup

* Rovinné grafy

¢ Definice. Oblouk je mnozina bodu {y(x), x € [0, 1]}, pficemZ y:[0, 1]—>R2 je prosté a spojité zobrazeni.

¢ Definice. Graf G = (V, E) je rovinny, ma li rovinné nakresleni: vrcholy odpovidaji rdznym boddm v R a
hrany obloukdm spojujicim pFislusné dvojice bodd tak, Ze maji-li dva oblouky spole¢ny bod, potom je
tento bod pro oba oblouky koncovy.

e Priklady:
e K, je rovinny:

e C, je rovinny.
e Libovolny strom je rovinny.

e Je znamo, Ze rovinny graf Ize nakreslit, tak, Ze hrany odpovidaji use¢kam
e Ddkaz je téZky, nebudeme ho délat. (Buud!:-( Ja se tak tesil...)

e #11: 06/12/22

* Rovinné grafy (pokrac¢ovani)

® Definice. Sténa rovinného nakresleni: libovolna maximalni souvisla oblast mnoZiny R? - X, kde X je
mnoZina bodu lezicich na obloucich nakresleni (souvislost bereme intuitivné).
e Priklad:
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° ma 4 stény (vnitfni oblasti ozna¢ené pismeny)

Vv

Definice. VZdy jedna sténa je neomezenad, a to vnéjsi sténa. Ostatni jsou vnitfni stény.
Definice. Topologicka kruznice je uzavreny ,oblouk® (tj. y(0) = y(1))

Pfiklad:

¢ Jordanova véta o kruznici. Topologické kruZnice rozdéluje rovinu na praveé 2 souvislé oblasti (vnitfek a
vnéjsSek dané kruznice)
e Dukaz je fakt téZky, nebudeme ho délat:(.
e Véta. Ky neni rovinny.
e Dukaz sporem:
e V={1,23,4,5}

3
3
3
2 2
[ ]
1 4
1 1
e Oblouky 1, 2, 3 tvofi topologickou kruZnici K, 4 lezi uvnitf nebo vné. Kam potom s 5 (Zadna sténa
nema na hranici vSechny 4 vrcholy 1, 2, 3, 4).

o Veéta. K; 5 neni rovinny.
e Duikaz sporem:
e Vrcholy1,2,3,1,2,3

1 1 1
2' o
[ ]
1 2 1 2 1'

e Kams 3'?
e Pozorovani: Graf G rovinny < kazdé déleni grafu G je rovinny graf.
e Nové vrcholy nakreslim na oblouky.
o Naopak taky plati: Déleni grafu je i ten graf samotny.
o Veéta (Kuratowski). G je rovinny < G neobsahuje déleni K5 ani K3,3.
e = jejasné, ale zpatky bez dikazu:(.
e Tvrzeni (Eulerdv vzorec): Graf G je souvisly, rovinny graf, VI = 1.
e Necht s = pocet stén néjakého rovinného nakresleni G. Potom IVI - |[El + s = 2.
e TudiZ pocet stén nezavisi na volbé nakresleni.
e Dukaz: Indukci podle IEI:
e Nejdfive IEl = 0, graf ma nutné jeden vrchol, aby splfioval podminky: IVl =1, s= 1, 1+0+1=2
e [El=1
e G neobsahuje kruznici:
e Je to tedy strom: IVI = [El + 1; Is| = 1 — takZe to vychazi.
e G obsahuje kruznici C:
e ¢ je libovolna hranana C
e nakresleni G-e splriuje Euleriv vzorec (z indukéniho predpokladu)

® Ma o hranu a sténu méné (odebranim e se 2 stény spoji do jedné — vné a uvnitf
kruZnice).
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e Tedy i G splfiuje Eulerdv vzorec.
e Tvrzeni: Graf G je rovinny, 2-souvisly. Potom hranice libovolné stény v libovolném nakresleni G
odpovida kruznici v G.
e Dukaz: z lemmatu o uSich:
e plati pro kruznici
e pfidani ucha se platnost neporusi
e Necht G (rovinny, 2-souvisly) = ,G' + ucho“ a necht tvrzenf plati pro G'
e Vezméme libovolné nakresleni G a ucho vyhodme:

VA
e Tvrzeni plati G', opétovnym dokreslenim se jedna sténa ohrani¢ena kruznici rozdéli na dvé
trakové stény, ostatni stény se nezméni.
e Tvrzeni: G = (V, E) rovinny, IVl = 3. Potom
e ()IEI<3IVI-6
e Ddkaz: Pridavame hrany, dokud nedostaneme maximalni rovinny graf, urcit€ dostaneme 2-
souvisly graf (to intuitivné jde).
e Kazda sténa ohrani¢ena kruZnici, dokonce trojuhelnikem (jinak Ize pfidat néjakou ,diagonalu®)
e (ii) G neobsahuje K3 = IEI < 2IVI - 4

e #12: 07/01/05

¢ Rovinné grafy (pokrac¢ovani)
e Tvrzeni: G = (V, E) rovinny, IVl = 3. Potom (dokonceni z minula)
e (i) IEI<3IVI-6
e Dukaz: Pfiddvame hrany, dokud nedostaneme maximalini rovinny graf, urcité dostaneme 2-
souvisly graf (to intuitivné jde).
e Kazda sténa ohrani¢ena kruznici, dokonce trojuhelnikem (jinak Ize pfidat néjakou ,diagonalu®)

® Pocet incidentnich dvojic hrana-sténa = 3s (hazda sténa ma tfi hrany) = 2IEl (kaZzda sténa je
hranici dvou stén)
e 3s=2IEl
e Eulerdv vztah (krat 3): 3IEI =3IVl + 3s - 6
e Tedy: IEl = 3IVI - 6 pro kazdy maximalni rovinny graf (tzv. rovinna triangulace).
e (ii) G neobsahuje Kz = IEI<2IVI-4
e Dukaz: Obdobné pfidavame hrany, dokud nedostaneme maximalni rovinny graf bez trojuhelnikd.
e (a) vysledny graf neni 2-souvisly, potom je hvézdou (jeden bod spojeny se vSemi ostatnimi)
e [EI=IVI-1<2I|VI-4 (protoze IVI=3 a2lVI= VI + 3)
e (b) vysledny graf je 2-souvisly, proto je kazda sténa ohrani¢ena kruznici délky alespon 4 (a
nanejvys 5, Sestiuhelnik mohu rozdélit na dva ¢tyfuhelniky)
e Pocet incidentnich dvojic hrana-sténa = 2IEl = 4s, tedy 2s < |E|
e Eulerdv vztah (dvakrat): 2IEl = 2IVI + 2s - 4
e Tedy obecné IEl < 2IVI-4.
e Ddusledky:
e 1. kazdy rovinny graf ma vrchol stupné < 5 (vSechny vrcholy = 6 = |El = 3IVI — spor)
e 2. Ky ani K3’3 nejsou rovinné.
e z(i): 10 (neni) < 3-5-6
e Zz (ii): 9 (neni) = 2:6-4

¢ Barveni map a grafu
e Modelovy problém: Chceme, aby na politické mapé mély sousedni staty rizné barvy.
e Predpoklady:
e 1. Pro to byt sousedem nestaci jeden bod.
e 2. KaZdy stat je souvisly.
e Problém ¢&tyf barev: Staci vZdycky 4 barvy?
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Diskrétni matematika

e 5 barev se da jednoduse dokazat, 4 uz téZko:(, nékolik znamych matematikd se pry ztrapnilo Spatnym
dikazem. Ted je to dokazano pomoci poéitade.
e Definice. Graf G = (V, E) Ize (fadné) obarvit k barvami, pokud existuje zobrazeni b: V—{1, 2, ..., k}
takové, Ze {x,y} € E = b(x) £ b(y)

e Definice. Barevnost grafu G = x(G) (chi) = min {k : G Ize obarvit k barvami}

e Priklady:
e 1. X(K,) =n
° D x(Km’n) =2,mn=1
¢3 X(Cy) =2
o 4. X(Coypq) =3
e 5 x(M =2; T je strom

e \/ztah mezi barvenim map a rovinnych grafl (naznak)
e Udélam si silnice mezi hlavnimi mésty sousednich statud (tak, aby se nekfizZily). A mam z toho barveni
rovinného grafu. A tohle funguje i zpatky.
e Problém ctyf barev (jinak): x(G) < 4 pro kazdy rovinny graf G?
Véta o péti barvach: x(G) < 5 pro kazdy rovinny graf G = (V, E)
e Dukaz: indukci podle VI
e Pro IVI <5 plati.
e |VI =6 a véta plati pro grafy s mensim poc¢tem vrchold
e G ma vrchol stupné < 5 (viz dfive tuto hodinu)
® (a) deg x < 4: obarvime G-x 5 barvami (to jde z pfedpokladu), poté dobarvime x barvou
vrcholu, se kterym x nema hranu
e (b) degx=5:sousediuy, ... Ug
e G rovinny = G neobsahuje Kg = BUNO {u,, ug} ¢ E
Bez Ujmy Na Obecnosti
e V G-x ztotoZnime uy, us (nasobnost hran odstranime), vyjde nam (intuitivne) rovinny graf
e Podle indukéniho pfedpokladu existuje obarveni tohoto mensiho grafu by péti barvami, z
toho vyrobime obarveni G-x:
e b(v) = bg(v) pro v# u4, us
e b(ud4 =b(u5) :=b(v)
e Dobarvime vrchol x barvou rdznou od b(u1), b(u2), b(u3), b(u4) = b(u5)

e #13: 07/01/12

e Grafy, pocCet koster

e Cauchy-Schwarzova nerovnost:
Viz posledni pfednaska z linearni algebry.

. szyz < Do ny pro libovolnd x; y; € R

=1 =1 i=1
e Dikaz:
n n
o DD (@ —zy) >0

i=1 j=1

n n

n
o 2D 7Y v 203 wwi)* >0
i=1  j=1 i=1

e V&ta) Necht G=(V,E) je graf na n vrcholech obsahuijici K2,2 (= C4). Potom IEIl < (nVn+2)/2.
e Ddikaz:
e (nnad?2) = (#cestdélky2vG) =3, y(degvnad2) =3, cy (degv)(degv-1)2=
e = Vu, u' €V, uzu'" J nejvyse jedna cesta délky 2 z u do u'
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u
® (Jinak dostaneme C: )

o
e 1/2 Z\,Ev(degv-1)2 < > deg v (deg v -1) = (n nad 2)
® 3, cy(degv-1)1 < V(3 ey (degv-1)2)-V(Z, ey 12)
® 2IEln < V(=n?) - V(=n)
e 2IEln < nvn

e Véta. (Cayleyho formule): Vn=2: Pocet koster grafu K, je n""

2IEl< (n Vn+n)/2

2 (strominaV={1,2,...,n})

e Priklady:

n=2:20 =1 kostra
n=3:3"=3 kostry (vyhozeni jedné hrany z trojuhelniku)

e Dikaz (n=2):

Definice. Orientovany graf (se smyékami): G~ = (V, E™), kde V je libovolna koneéna mnozina a
E” c VxV

e Priklad:
®* G” =({a b, cs{(@b), (b,b), (ac),(ca)})
c

Definice. Kvétina je strom, v némz vsechny hrany jsou zorientovany smérem od jediného vrcholu

(kofene kvétiny).

Pozorovani 1: (# kvétin na{1, ..., n}) = n-(# stromd na{1, ..., n})

e Dukaz: Kazdy strom Ize zorientovat n riznymi zpdsoby na kvétinu (odpovidajicimi n rdznym
volbam korene).

Definice. Zahon je graf, jehoz vSechny komponenty jsou kvétiny.

Pozorovani 2: Kvétina se vyhozenim k hran zméni na zahon k+1 kvétin.

e Dukaz: Vyhozeni 1 hrany se kvétina rozpadne na 2 kvétiny atd. (Vyhodim druhou, jedna ze
dvou kytek se taky rozpadne na dvé, mam tfi, atd.)

Pozorovani 3: Pfidanim orientované hrany do zéhony dostaneme opét zéhon pravé, kdyz pfidana

hrana vede z libovolného vrcholu do kofene jiné komponenty.

e Dukaz: (TODO obrazek). Kdyby byly komponenty stejné, vznikne kruznice. Kdyby nevedla do
kofene, vznikly by dva ,kofeny” a srazily by se dvé Sipky na jednom vrcholu, takZe ne kvétina.

Vlastni ddkaz formule:

® Z grafu 1-2-3—...—n dostaneme kvétinu na {1, 2, ..., n} postupnym pfidavanim orientovanych

hran pravée, kdyzZ pfidavana hrana vzdy vede z néjaké komponenty do kofene jiné komponenty

(kvétiny).

Na zacatku mam jednovrcholové kvétiny: mam n(n-1) moznosti volby prvni hrany.

Mame n-1 komponent, vrchold je stale stejné.

Nasledné mame n(n-2) moznosti (Ize snadno rozmyslet, TODO obrazek).

Mame n-2 komponent, vrchold je stéle stejné.

AZ nakonec mame n-1 moznosti, jak zvolit (n-1). (n-minus-prvni) hranu.

Tedy mame n-1 (n-1)! mozZnosti, jak zvolit prvni az (n-1). hranu. Stejna kvétina vyjde (n-1)!-krat,
tedy kvétin je n™(n-1)1/(n-1)! = n™. Proto stromd je n™'/n = n"2.
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