Linearni algebra

#1: 06/10/2

Uvod

Linearni rovnice a jejich soustavy
Matice

Vektor

Linearni rovnice a jejich soustavy (pokracovani)
#2: 06/10/9

Reseni soustav

Operace s maticemi, specialni typy matic.
#3: 06/10/23

Soustavy linearnich rovnic (dopInéni minulé pf.)

Pocitani s maticemi
#4: 06/10/30

Matice nxn

Télesa

e Definice. Je-li X néjaka mnozina, pak binarni operace na X je libovolné zobrazeni XxX — X

e priklady operaci
e +N,R
e nasobeni reg. matic
e min{a, b}

o Definice. Téleso je mnozina T spolu se dvéma binarnimi operacemi na T + a - (s€itani a nasobeni) splriujicimi

nasledujici podminky (tzv. axiomy)

o (sK) scitani je komutativni
e Va,beT: a+b =b+a

e (sA) scitani je asociativni
e Va, b, ceT: a+(b+c) = (a+b)+c

o (s0) existuje neutralni prvek séitani
e Jd0eTVaeT:a+O=a

o (sl) existuje opacny prvek pro scitani
e VaeT dbeTa+b=0

e (nK) nasobeni je komutativni

e (nA)...

e (n1) jednotkovy prvek pro nasobeni (podobné jako neutraini)
e Jd1VaeTla=a

e (nl) inversni prvek pro nasobenfi
e VaeT-{O} 3 beT, ab=1

e (d) nasobeni je distributivni vzhledem ke séitanf, tj. Va,b,ce T

e a(b+c) = ab+acB
e (01) netrivialita
o 0=1
e Znacdeni
e opacny: -a
® inverzni:a’
e vynechdva se nasobeni

e a+(-b)=a-b

e abl=ab
e Priklady

e R, QC

e T={a+V2b,a,b€Q}
o (Ne)pfiklady
o Z
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Linearni algebra

e Pozorovani 1: Prvky 0 a 1 jsou uréeny jednoznaéné
o Dikaz sporem, kdyby existovala 0 a 0': 0+0'=0' & 0+0'=0 = 0=0' a to je spor, chtéli jsme dvé 0
e Jednotkovy obdobné

e Pozorovani 2: VaeT-{0} je prvek -aa a™

uréen jednoznacné
e sporem: kdyby ex. -a#(-a)'
e -a=-a+0=-a+(a+(-a)' = (-a+a) + (-a)' =0 +(-a)' = (-a)'

e #5: 06/11/6

¢ Télesa (pokra¢ovani)
o Ukol: Zkusit dikazy.
e Pozorovani 3: VaeT: -(-a) = a, VaeT-{0}: (a")"
e Dukaz: -(-a) = -(-a) + 0 = -(-a) + (-a+a) = (-(-a)+(-a)) + a =0 + a = a, inverzni prvek obdobné
e Pozorovani 4.1: VaeT: 0a=0
e Dikaz:0a=0a+0=0a+(0a-0a)= (0a+0a) - 0a=(0+0)a-0a=0a-0a=0
e Slobyi:0a+(la-1a)
e Pozorovani 4.2: VaeT: (-1)a=-a
e Staci ovéfit, Ze (-1)a + a = 0 (vime pak, Ze (-1)a se musi rovnat -a)), nebo
e Dukaz: (-1)a=(-1)a + (a-a) = ((-1)a+1a) = (((-1)+1)a)-a=0-a=-a
e Pozorovani 5: ab=0 = a=0 v b=0
e Dukaz sporem az0=b:
e 1=1-1=(@-a")-(-bN=@b)- @@ -b")=0-(@@! b")=0= spor
e Pozorovani6:a+b=a+c=b=c;ab=ac&az0 = b=c
e Ddkaz:
e b=b+(a-a)=(b+a)-a=(c+a)-a=c+(a-a)=c+0=c
e Obdobné dikaz, Ze rovnice a + x = b mé jednoznacné feseni:
e x=Xx+(a-a) = (x+a) -a=b-a=Db + (-a); a to je jednoznacné
Definice. Pro &islo p € N se mnoziny {0,p, 2p, ...} = [0], {1,p+1, 2p+1, ...} =[1], {2,p+2, 2p+2, ...} =[2], ... {p-1, 2p-1,
3p-1 ...} = [p-1] nazyvaji zbytkové tfidy modulo p.
e Znaceni
* X, = tfida obsahujici x
° Zp = mnoZina zbytkovy tfid modulo p
e VpVa,b € N: ap (&) b, = (a+h),
e VpVa,b € N: ap O] b, =(ab),
o Tvrzeni; Z, je téleso prave, kdyZ n je prvocislo.
e Dikaz:
e n neni prvocislo, tedy n =a - b, [a]-[b] = [0], spor s pozorovanim 5
e n je prvocislo: ovéfime, Ze plati axiomy
e (..)
e opacny prvek k [a] je [(n-a) mod p]
e (..)
® inverzni prvek: az0, hleddame al:a@a =[1]
® uvaZzme 1a, 23, 3a, (...), (n-1)a — nenulové, je jich n-1, a kdyby po déleni p dévala rdzné zbytky,
tak jedno musi davat zbytek [1]
e Predpokladejme (i-a), = (-a),,, pro (n-1)>i>j, pakia=xn+c&ja=yn+c
® a(i-j) = n(x-y), n(x-y) je délitelné n, a mezi 0 a n-1 a (i-j) mezi 0 a n-1 (soucin neni délitelna
pfirozenym cislem n) = prava str. délitelna n a leva ne = spor, tedy ¢isla davaji riizné zbytky

(]
o distributivita
e Dukaz jinak:
® pomoci malé Fermatovy véty (p prvocislo, a nesoudélné s p = aP 1 dava zbytek 1 po déleni p
e Znaceni (no fuj): a @ b mod p = (a mod p) = (b mod p)
e Téleso o n prvcich

e 04 prvcich

o T={0,1,x, x+1}

e +:jako séitani polynomd, ale koeficienty mod 2

e . jako nasobeni polynomd, ale mod (x2+x+1)

® x(x+1) = (X2 +x+1+1)mod (...)= 1 (Pozor: 1+1 = 0l)

o Ukol: doma ovéfit axiomy
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Linearni algebra

e \/éta (bez dikazu): Konecné téleso s n prvky existuje prave, kdyZ n je mocnina prvoéisla. Pak existuje pravé
jedno (aZ na isomorfismus, tedy ,pfeznaceni prvku‘)
e Znaceni: GF(n): Galoisovo téleso

o Definice. pokud existuje n takove, Ze 1+1+1+...+1 = 0, pak nejmensi takové n se nazyva charakteristika
télesa, jinak je charakteristika 0. (0 pro nekonecéna télesa)
o Tvrzeni! Charakteristika télesa je bud 0 nebo prvoéislo.

e Diukaz: Pfedpokladejme char. Ozn=ab, a£nb
e jednicky rozdélime do b skupin po a jedni¢kach: a-b=0, takze a nebo b je ta charakteristika ... spor!

e #6: 06/11/13

e Vektorové prostory
o Definice. Vektorovy prostor nad télesem (T, +, -) je mnozina V (jeho prvky jsou vektory) s binarnimi operaci @&
(s¢itani vektorl) a operaci © (ndsobeni vektoru skaldrami, TxV — V) splriujici axiomy:
e (sK) Vu,veV:udv=vdu
e (SA) Vu,v,w eV: (ubv)Dw = ud(vw)
e (sO) 3 ©@eV: VueV: u®® = u (neutréini prvek)
e (sl) VveVIweV:vdw=0
e (NA) Va, beT,v €V: (a-b)Ov=a®(bOv)
o (n1) VveV:1Ov=v (1 €T
o (d1) Va, beT,v €V: (a+hb)Ov =alv + bOv
e (d2) VaeT;u,v €V: a®O@udv) =alu +adv
e Terminologie
e skalary: z télesa
e vektory: z vektorového prostoru, nemusi to tedy byt usporadané n-tice skalard
e Priklady
e Priklad 1
e V={O}-rozmyslet
e Priklad 2 — aritmeticky vektorovy prostor
® vV =T" - uspofadané n-tice prvki T (tfeba R?)
e @ po slozkéch
e (O po slozkach vektoru ndsobime skaldrem
e Priklad 3
e libovolné T, V = mnozina vSech matic mxn s prvky z T
e obdoba pfikladu 2
e Priklad 4.1
e V = mnoZzina vSech polynomu s redlnymi koeficienty (vlastné nekonec¢né n-tice realnych koeficientu)
e Priklad 4.2
e V = mnozina vSech spojitych fci na R
e Priklad 5 (aneb legracky s mnoZinami)
e V = mnozina vsech podmnoZin X; T = GF(2) (nula a jedna)
e VA BCX:ADB=(AUB)-(ANB)
e VACX:1OA=A00A=0
e Priklad 6
® V =body pfimky v R? prochazejici pocatkem
e Pozorovani
e 1. Prvek © je uréen jednoznagné
e Dikaz: Obdobné jako u télesa.
e 2. Va: -a uréen jednoznacné
e Dikaz: Obdobné jako u télesa.
e 3. VYueV:00u=0
e Dikaz: 0Qu =0Qu ® © =00u & (UD-u) = (0(QUBT1OU) B -u= UB1)OUD -u= ©
e 4. VYveV:(-1)Ov=-v
e 5 VacT:a00 =0
e 6. a®u=0), pravé, kdyZa=0vu=0
® Duikaz sporem:u=10u = (a'1-a)®u = a'1®(a®u) =a'00=0
o Definice. Necht (V, +, -) je vektorovy prostor nad T, a necht U € V je takova, Ze splriuje ndsledujici vlastnosti, pak
(U, +, -) nazyvame podprostorem V. (Operace jsou pfevzaté z V.)
° i) Vu, veU, u+v €U (U je uzaviend na +)
e ji) VaeT, VueU, a.u €U (U je uzavieny na -)
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Linearni algebra

e Pozn.: Z toho plyne, Ze U musi obsahovat nulovy prvek

Pozorovani: Podprostory R2 jsou:
e pfimky prochazejici pocatkem
e (0,0
* R2
e (posledni dva trivialni)
Tvrzeni. Necht U, U,, ... jsou libovoIné podprostory v. p. V (nad T) proi €| . Pak prinik U = N;¢, U; je té2
podprostorem v. p. V.
e Dukaz

e Uzavienost na séitani (zfejmé)

e Uzavrenost na nasobeni (stejné tak)
Definice. Je-li (V, +, -) vektorovy prostor a X<V, pak podprostor generovany mnozinou X je prunik vSech
podprostortd V obsahujicich X. Zna¢ime ho L(X).
Jsou-livy,..., v €v.p.V, pak kazdy vyraz via;+ Voas+... + Vv, se nazyva linearni kombinace vy,..., v, (vZdy se
uvazuje konecny pocet vektord). Linearni kombinace prazdné mnoziny vektord je (vektorova) 0.
[Tvrzeni. Pro vektorovy prostor V nad T a pro X c V plati: Podprostor L(X) ={Z;_{" ax;: n=0, a; € T, x; € X}
e Dukaz

® Oznatme U ={3;_" ax;:n=0, 8, € T, x; € X}

e L(X)cU

e U je vektorovy prostor & U obsahuje X, takze Ok
e To je jasné, Ze obsahuje X: beru n=1, a=1 a jednotlivé prvky X.
e Vektorovy prostor? — Uzavienost na séitani a nasobeni
e scitani funguje jako séitani polynomu (lin. kombinace + lin. kombinace = lin. kombinace)
e nasobeni (pfenasobim lin. kombinaci skalarnim koeficientem)
e UcL(X)
e Prvky U jsme ziskali s¢itanim a nasobenim prvki z X, takZze musi byt i v X, tedy i v L(X).

e #7: 06/11/20

* Linearni rovnice (doplnéni)

To, co jsme si fikali, plati pro libovolna télesa (nejen R).

¢ Vektorové prostory (pokrac¢ovani)

Definice. Necht A je matice mxn nad télesem T. Pak:

® Sloupcovy prostor S(A) je podprostor T™ generovany sloupci matice A.
® Radkovy prostor R(A) je podprostor T" generovany (transponovanymi) fadky matice A.
® Jadro matice A = Ker(A) je podprostor T" tvofeny véemi Fesenimi soustavy Ax = 0.

e Pozn.: MnozZina feSeni je uzavifena na s¢itani a nasobeni, je to tedy podprostor.
Pozorovani:

e S(A)={Ax I x € T"}c T™ (&esky: Sloupcovy prostor matice A sestava z linearnich kombinaci sloupcu A.)

o RA)={ATx IXx €T cT"
Pozorovani (dle tvrzeni z minula):
e Soustava Ax =b ma feseni & b € S(A)
e b vlastné ziskame linearni kombinaci sloupcd A
Pozorovani: Elementarni fadkové dpravy neméni R(A) ani Ker(A)
e Dikaz:
e rtadkovy prostor (je tfeba ukazat tam i zpét)
® nasobeni nenulovou konstantou: vyndsobenim inverznim prvkem ke konstanté ziskdme puvodni, zase
Ize nakombinovat totéz
e pfi¢teni fadku: obdobné co Ize linearné nakombinovat po pfiéteni, Ize i pfed nim a naopak
e ERU neméni pfece mnozinu fesen.
Pozorovani: Sloupcovy prostor se méni.
Pozorovani: Necht v € R(A) a x € Ker(A), pak vTx = 0.
e Ddkaz:
® vER(A) znamena v’ €yTA
e x € Ker(A) znamena Ax =0

o vTx =
Definice. Vektory v4, Vs, ...,v,, € V nad T jsou linearné nezavislé, pokud rovnice a;vy + asv, + ... + a,v, =0,
8, €T, ma jediné fesenia; =a, =...=a, =0
Poznamka:
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Linearni algebra

® Vy,V,, ..., V, linedrné zavislé — nékteré z nich Ize vyjadfit jako linearni kombinace téch ostatnich (z definice
plyne jak)
e (1;0), (2;0) a(1; 1) jsou tedy zavislé, i kdyZ (2; 0) a (1; 1) jsou nezavislé, proto ,nékteré"”
e Definice. Nekonec¢ny soubor vektorl (mnozZina s opakovanim) je linearni nezavisly, pokud kazdy konecny
podsoubor je linedrné nezavisly.
o Definice. Linearni obal L(X) je podprostor generovany mnoZzinou X, viz minula hodina.
e Dalsi znaceni (psacim L):
o L(X)
e Poznamka: Definice z minulé hodiny funguje i pro nekonecna X, bere z nich konec¢ny pocet prvkd n.
e Priklady:

o fadky |, nezavislé
e nenulové fadky matice v odstupriovaném tvaru nezavislé
® 1,X%, x2, x3, ... ve v. p. vSech polynomd nezavislé

e Pozorovani:
e 1. Necht X je linearné nezavisly a Y € X, pak Y je linedrné nezavisly
e Dukaz:
e Ex. (netrividlni lin. kombinace y z Y) = 0, pak mudZu stejnou linearni kombinaci udélat z prvkd X — spor.
e 2. Necht X je linearné zavisly a X € Y, pak Y je linearné zavisly
e Dukaz:
e Obdobné jako predchozi bod.
e 3. Xje linedrné nezavisly < Vv € X: v&L(X-{v})
e Dukaz sporem
e Doméci ukol
e X je nekonecna, rozmyslet.
e Jak funguje pro nearitmetické v. p.?
e Jak poznat, zda soubor X<T" je linedrné zavisly ¢i nezavisly?
e 1. Sestroj z X matici (vektory — fadky)
e 2. Pfevedeme ji na odstupriovany tvar.
e 3. Nulovy fadek = X je linearné zavisly, jinak nezavisly.
e Elem. operace zase nic (tedy ani zavislost, nezavislost) nepokazi.
e Definice. Soubor (mnoZina s opakovanim) B v. p. V se nazyva systém generatorll V, pokud L(B) =V
o Definice. Linearné nezavisly systém generatori se nazyva baze vektorového prostoru.

e Priklad:
® ¢ je vektor, jehoZ i-ty prvek je 1, osatni 0; ey, ..., e, € T" je baze T"
* 1, xx3, %3, ... je baze vektorového prostoru vSech polynomd nad T

® V=R2 u,v nelezici na téze pfimce prochazejici poc¢atkem tvofi bazi R?
e #8: 06/11/27

* Vektorové prostory (pokrac¢ovani)
o Tvrzeni. Necht X je takova mnoZina, Ze L(X) =V, a VYcX :L(Y) # V. Pak je baze V.
e Dukaz:
e Dle predpokladu: X je systém generatord V.
o YueX: L(X-{u}) # V (z 3. pozorovani z minulé hodiny) = X je linedrné nezavislé.
e Z pfedchozich dvou bodu: X je baze
e Ddsledek: Z kazdého konecného systému generatort Ize vybrat bazi.
e Dukaz:
e Bud JyeX: L(X-{y}) = L(X),
e nebo VyeX: L(X-{y}) # L(X) = mdme bazi.
e Veéta. Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
e Bez dikazu:(, i kdyZ pro kone¢né generované vektorové prostory plyne z pfedchoziho.
e Pozorovani: Je-livy, ..., v, béze vektorového prostoru V nad télesem T, pak pro Vv € V 3! n-tice a4, ..., &,
takova, Zev =a vy +... +a,v,,.
e Dikaz: Vezméme libovolny vektor v €V,v =a vy +... +a,v,. UvaZme by, ...,b, ;byvy + ...+ bv, = v:
e 0=v-v=(a,-by)vq +... +(a,b,)v,, protoZe v; jsou linedrné nezavislé, Vi a; = b;
o Definice. Necht X ={vy, ..., v} je kone¢na béze (uspofddana mnoZina) vektorového prostoru V nad télesem T.
Pak prov €V, v = 3ayv, a €T, nazveme n-tici (a4, ..., a,) soufadnice v vzhledem k bazi X.
e Pozor: Zalezi na bazi (a jejim poradi)!
e Zapis (vektor)y = (soufadnice) znamena: soufadnice (vektoru) vzhledem k bazi X jsou (soufadnice)
e Pozorovani: Soufadnice ,,obycejnych” vektord jsou vzhledem k bazi (1, 0, 0, ...), (0, 1,0, ...), (0,0, 1, ...), ...

€T

n
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Linearni algebra

e Lemma o vyméné: Necht {v4, ..., v} je systém generdtori vektorového prostoru V nad T aw € V takové, Ze w =

aqVvq + ... +a,Vv,. Pak pro libovolné a; # 0 je také {v4, ..., Vi1, W, Vi1 , ..., V,} Systém generétor(i V.

® Ddkaz: a; = 0, existuje inverzni, vyjadfime v; pomoci ostatnich, takZe v, = ai'1 (W-aqVvy-agVy-...-8qViq-§
+1Vig1 - -+ - @pVy). UvaZme libovolny u € V:u=byvy +... +byv;+... + b,v,, pro vhodnd b; € T = mame u jako
linearni kombinaci {v, ..., Vi.{, W, Vi, 1, ..., V}

e Veéta. Steinitzova véta o vymeéné

® (1) Dldkaz a lemma Iépe na mff.lokisw.com/SteinitzovaVetaOVymene

o Necht V je vektorovy prostor nad T a X = {wj, ..., w,} jsou linearné nezavislé a Y ={vy, ..., v} je systém
generdtord. Pak < a nékterych k vektord z Y Ize nahradit vektory wy, ..., w tak, Ze dostaneme opét systém
generatord

o Ndapovéda ke zkousce: Nefikat ,necht k < n“, ale pak. Rozlisit pfedpoklad!

e Dukaz:
e Xlinearné nezavisly, tedy Viw; = 0

e Indukce podle I:
1. I=1

® Y je systém generatorl: wy = Zj=1”ajvj &3 a* 0, pak podle lemmatu o vyméné miZeme zaménit v|za
wy, a stale budeme mit systém generatord.

o2 |=2

- I-1
® W= DohyiaviCVit2jz1 AW,
e MozZny problém: Po (I-1) vyménéch w, vyjadfeno pouze jako linearni kombinace wy, ..., w4, to ale
nenastane, protoZe w; jsou linearné nezavislé

e Ddsledky
e 1. Pokud ma V konec¢nou bazi, maji vsechny baze stejny pocet vektord.

e Didkaz: UvaZzme baze X a 'V, X je bdze, mnozina linearné nezavislych vektord, Y je baze, systém
generatord, viz co o tom fika Steinitzova véta o vymeéneé: k=n, ale také (kdyZ se to udéla obracené)
n<k, takZe n=k, baze stejne velké.

e Definice. Dimenze vektorového prostoru V je velikost (mohutnost) néjaké jeho baze. Oznacujeme ji
dim(V).

® 2. Libovolnou linearné nezavislou mnoZinu Ize v konec¢né generovaném vektorovém prostoru dopplnit

na bazi.

e 3. Je-li W podprostor kone¢né generovaného vektorového prostoru V, pak plati dim(W) < dim(V).

e Dukaz: Vezmeme béazi X vektorového prostoru W a bézi Y vektorového prostoru V, a ted Steinitz: IXI
<Yl

e Plati-li rovnost dim(W) = dim(V), pak W=V. (Celé Y nahradime X, ...)

e Aritmeticky vektorovy prostor T" dimenze n = stejné dimenze jako jsme ted definovali.

e #9: 06/12/04

¢ Vektorové prostory (pokracovani)
e Pozorovani: Je-li n dimenze vektorového prostoru a vy, ..., v, m>n, jsou vektory z V, pak vy, ..., v, jsou linearné

zavislé.

e Ddkaz sporem: Kdyby byl linearné nezavislé...

e Pozorovani: Je-li n dimenze vektorového prostoru Vavy, ..., v, je systém generatord V, pak v4, ..., v,, jsou
linearné nezavislé.
e Dukaz: Byli-li by zavislé (?? —> vynech —> baze mensi nez n).

e Tvrzeni! Necht V je vektorovy prostor generovany vektory v, ..., v, € T" a necht A je matice (mxn), jejiZ fadky

; T
jsouvy, ...

, va. Pak dim(V) je hodnost matice A.

e Dikaz V = R(A) = R(U) (U je matice v odstupriovaném tvaru ziskana elementrarnimi dpravami). Nenulové
fadky U tvofi bazi V, jsou tedy linearné nezavislé. Systém generatoru to je také (nenulové musi generovat cely
prostor). Hodnost matice je tedy rovna dimenzi V.

e Véta. Necht A je matice mxn nad télesem T. Pak dim(R(A)) = dim(S(A)).

e Dukaz:
e Tvrzeni. Nasobeni regularni matici zleva (tedy i elementarni fddkova uprava) neméni dimenzi sloupcového
prostoru.
e Ddkaz: R-A=A"; R: mxm, A, A: mxn
e Sloupce A: Uy, ... Up
e Sloupce A" Uqly e Up!

e Baze S(A): Vi, ..V, tedy dim(S(A)) =k
e Chceme ukézat, Ze Rvy, ..., Rv, je bdze S(A") = S(R-A).

e Systém generatordi?
e w € S(A'), chceme vyjadfit jako linearni kombinaci Ry, ..., Rv,.
o Ru =y
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o w=3_"au=%_" a(Ru) = R 34" ay; (kde 3;_;" au; € S(A)= RS;_* by, = 5, b(Rv) je
lin. kombinace R-v{ + ... + R, tedy je systém generatord.
e Linearné nezavislé?
e Sporem: Pfedpokladejme netrividini linedrni kombinaci a;-R-vy, ..., aRv, =0 €T™

e R(a;vy, ..., V) =0, Rregularni, tedy (a;-vy, ..., a,v,) musi byt 0, protoZe v, jsou linearné
nezavislé (baze), tak vSechna a; = 0, i=1, ..., k (trivialni kombinace.)
[ ]
e Oba vektorové prostory maji tedy stejné velké baze, tedy stejné velké dimenze: dim(S(A) = dim(S(RA))
e Poznamka, z prvni &asti vime dim(S(A)) = dim(S(RA)). Pak vyuzijeme regularity matice R: A'=RA = A=

RA, opét ndsobime regularni matici, pak dim(S(R'1A') < dim(S(A"), RTA'= A, A=RA. Trada.

"N

NIV

X

e Opakovani:
e Necht U je A v odst. tvaru.
e U =RA, pro R regularni.
e Vime
e dim(R(A)) = rank(A) (hodnost A) = # nenulovych fadku v odst tvaru (dle tvrzeni pred touto vétou)
o dim(S(A) = dim(S(U) = # nenulovych Fadkd v odst. tvaru (staci si to pfedstavit, skutecné to tak je)
e Tim je véta dokazana.
Priklad:
e matice A = (10/00), R = (01/10)
o RA =(00/10), S(A) # S(RA) méni sloupcovy prostor (neméni jeho dimenzi a fadkovy) — rozliSovat!

Ddsledek 1: Pro matici A, mxn, plati rank(A) = rank(AT) (z toho jak si odpovidaji fadkoveé a sloupcoveé prostory).

e Pozorovani:

e dim(Ker(A) = # volnych radkd matice v odstupriovaného tvaru =
# volnych proménnych

e Obecné feseni Ax = 0 Ize zapsat x = t;z4 + ... + t,Z,, kde k je poCet volnych proménnych (parametrd), takZe
dimenze = # volnych

e Dadle je tfeba nahlédnout, Ze vektory jsou linedrné nezavislé: vZzdy x bazicka = linearni kombinace
nebazickych , z toho to plyne (pry se néjak prodluzZuji nezavislé vektory, a jsou
pak stéle nezavislé — pry promyslet pfed spanim).

Ddsledek 2: Pro matici A, mxn, plati: dim(Ker(A)) + rank(A) = n = # sloupcd.

e Dukaz:

e Pro matici v odstupriovaném tvaru mxn vyuZijeme pozorovani.

e Pro matici, ktera neni v odstupriovaném tvaru: Pfevedeme ji do né€j pomoci regularni matice R: U = R-A.
Elementarni fadkoveé upravy neméni prostor feseni, tim spis dim(Ker(A)) = dim(Ker(U)) = n - rank(U) = n -
rank(A).

Ddsledek 3: rank(AB) < min( rank(A), rank(B) ), je-li definovano.
e Mé zdivodnéni (tohle mé napadlo, kdyZ se mi nechtélo ¢ist nasledujici odpudivé vypadajici dikaz, dost
nejspis je to ale to samé, ono se toho moc vymyslet neda...):

e Réadky AB jsou linearni kombinaci fadki z B, tedy: rank(AB) = dim(R(AB)) < dim(R(B)) = rank(B)

e Sloupce AB jsou linearni kombinaci sloupctl z A, tedy:  rank(AB) = dim(S(AB)) = dim(S(A)) < rank(A)

e Dilkaz: Ay - Bhyk = ABryk

e S(AB) ={ABu | u€ T} = {Avlv € S(B)} € {AvIveT"} = S(A)

e Proto dim(S(AB)) = dim(S(A)). Ptitom vZdy dim(S(AB) = dim(R(AB)) = rank(AB).

® R(AB)={uABlu€ TM={vBIvER(A)C (vB | ve T"} = R(B)

e Diusledek 4: Pro regularni matici R a matici A plati, Ze rank(RA) = rank(A), je-li soucin definovan.

e #10: 06/12/11

¢ Linearni Zobrazeni

® Na tvod: M&jme matici A: mxn a vektorové prostory T, T™, ndsobeni vektoru matici je pak linearni zobrazeni T"
— Tm,
o A(u+u') = Au + A’

o Definice. Zobrazeni f: U—V, kde U a V jsou vektorové prostory nad télesem T, je linearni, pokud
e VuyvEeuU: f(u+v) = f(u) + f(v)
o Yu€UVcET:f(cu) =cf(u)

e Priklady:
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e 1. Libovolny vektorovy prostor V, f:V—=V, VueV: f(u) = 0 je linearni.
e 2. Libovolny vektorovy prostor V, f:V—=V, YueV: f(u) = u je linearn{
® 3. V=T"nz213,f((uy, ..., u,)) = uz; f: T je projekce na sedmou osu, také linearni zobrazeni
® 4. V=R?
o lakhle néjak by to vypadalo, kdybych to hezky vysazel, ale na to nemam cas:(: f((;)) _ (;ﬁ)

® f(x,y) = f((x,y)T) = (x+2, y+3)T— neni spinéna prvni podminka, neni linearni zobrazeni
® f(x,y) = (ax,ay)T = ((a, 0)(0, a))(x,y) — lze zapsat maticovym nasobenim, podminky plati, je linearni
® f(xy) = (%y)T = ((-1, 0)(0, N)(x,y) —ditto
® f(xy) = (%-y)" = (-1, 0)(0, -1))(xy) - dtto
® f(x,y) = (ax+by,cx+by)T = ((a, b)(c, d))(x,y) — dtto
® Poslednf priklad je obecné linedrni zobrazeni (v R?). Zadna jind uZ nejsou. (Treba posunuti (x+2, y+3)
neni.
° Rgzmyslet: Mohu jen linearné kombinovat (nasobit matici).
®5 U={3_o"axn=0,3€R,i=0, ..., n}
o f(p(x)) = p'(x), Vp(x)eU, f:U—U (p: mnohoclen)
o g(p(x)) = p(x)(x-7), Vp(x)eU, :U—U
®6. U,={3o"ax In=0,a¢€R,i=0, ..., n}
e f(p(x)) =p'(x), Vp(x)eU,,, f:U,~U, 4
e g(p(x)) = p(x)(x-7), Vp(x)eUp, U, = U, 4
® Pozorovani: f:U—V, f(U) = {f(v)lv € U}, f(U) je podprostor V (f je linearni zobrazeni)
e Pozorovani:
e 1. dim(f(U)) = dim(U)

e Dukaz:
e Vezméme bazi U: uy, ...., U,
e UvaZme f(uy), ...., f(u,), chceme dokazat, Ze je systém generatord

e Lib. v €f(U) je obrazem néjakého u € U, tj. v=f(u), f(u) = f(Z;_o" au) = 20" a;f(w)
e 2. Jsou-li f: U=V a g: V=W linedrni zobrazenf, potom i sloZeni h = gof je linedrni zobrazeni U—W
® Poznamka: gof znamena, Ze se nejdfive aplikuje f, pak g
e Dikaz:
e h(u+v) = g(f(u+v)) = g(f(u)+(v)) = g(f(u)) + g(f(v))

e Véta, Necht V a W jsou vektorové prostory nad T a vy, ..., V,, je béze V. Pak pro kaZdou uspofddanou n-tici wy,
..., W, € W, existuje prave jedno linearni zobrazeni f:V—W takove, Ze f(v;) = w;, i=1,...,n. (Cesky asi takhle:
Linearni zobrazeni je jednoznaéné uréené obrazem baze V.)

e Dukaz:
® Libovolné x € V Ize jednoznacéné zapsat x = 3;_;" av,
100 =1(3iy" av) = Zieq" & f(v) = iy " Ay w;
® Priklad: V = R2, uvaZme rotaci kolem pocatku o uhel a (proti sméru rucdicek)
e Zobrazeni bazovych vektory:
e f(1, 0) = (cosa, sina)
e f(0, 1) = (-sina, cosa)
e Vime, Ze se da vyjadfit jako maticové nasobeni:

o SV = (S0 ) - (W)

® h=gof
e h(x,y) =g(f(x,y)) = ... = (cos b -sin b / sin b cos b) (cos b -sin b/ sin b cos b) (xy) =
® =(cosacosb-sinasinb -sinacosb-cosasinb/cosasinb+sinacosb

- sin a sin b + cos a cos b)(x /y) = (cos (a+b) -sin (a+b) / sin (a+b) cos (a+b)) (x/y)
e TakZe mimochodem mame odvozeny vzorce pro souéty argumentu sinu a cosinu
e Necht vy, ..., v, jsou vrcholy pravidelného n-tihelnika se stfedem v pocétku.
o Ukoly:
e s=3;_,"v;=? (soudet vrchold, Ze by nula/podatek?)
® Vezméme rotaci o tau = 2r/n. Pak tau(v;) = V; nod n 4+ - Paks = Sic1" Vi= 3" tau(v) =tau(z;_") = sje
nulovy vektor (pZe s nim rotace nic neudéla)
o Definice. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T a necht (vq, ..., v,) =X je bdze V a (wy, ..., W) =Y
je baze W, a f: V=W je linearni zobrazeni. Ozna¢me [f(v;)]y soufadnice f(v;) vici bazi Y. Pak matici ( [f(v4)]y, ..., [f
(vp)ly 1 nazyvame matici zobrazeni f v(igi bazim X a Y. Oznacujeme ji [flyy

e #11: 06/12/18
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* Linearni zobrazeni
e Dneska pry nahlédneme, Ze linearni zobrazeni se da vzdy vyjadfit nasobenim matici:
e (Ze to plati naopak uz vime, plyne to z pravidel pro pocitani s maticemi.)
o Mgmeu€V,u=75_,"ax;uly= (@ ....an)"
o [f(u)ly="7
o f(u)=f( 3" axi) = iy " (x)
[ f(u) Ix = [flxy - [ul; kde [flyy je matice zobrazeni vici bazim X a'Y.
o Tvrzeni. Pro vektorové prostory V s bazi X ={xy, ..., x,,} @ W s bazi Y a linedrni zobrazeni f: V=W plati: Vu € V: [ f
(u) I =[xy - [ulx-
e Dusledek: KaZdé linearni zobrazeni f: R" = R™ md tvar f(u) = A u, kde u € R" a A je matice mxn, kde i-ty

sloupec je roven obrazu bazoveého vektoru e; = (0 0 1 (na i-té sloZce) 0 O)T.
® U€ER", K, ={ey, ..., e } (kanonicka baze)
o u=[ulk,", takZe:
o [f(Wlkn = knkm [Ulkn = lkakm U (knkm i€ matice A z pfedchoziho tvrzeni)
e Zvlastni pfipad (identita): id: V—V: Vv € V:id(v) =v
o Definice. Matice identického zobrazeni vzhledem k bazim X a Y se nazyvaji matice pfechodu od Xk Y.
o [uly =[id]xy - [ulx
e Piiklad: V = R2, Ky ={(1:;0), (0;1) }, B={(1;0), (1;1) }
o [idlo,g=(1-1/01)
e Tvrzeni! Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad T s koneé¢nymi béazemi X, Y a Z, necht f: U=V a g:V—=W jsou
linearni zobrazeni. Pak [goflyz = [alyflxy-
e Dikaz:
e Vezmi libovolné u € U:
o [f(W)]y = [flyylulx
o [g(f(u)l, = [glyZf(W]y = [glyZ[fTxy [Ulx
e Jak vyjadrit, Ze nasledujici jsou vlastné stejné vektorové prostory?
® Virag+ayx+ a2x2 + a3x3
L] V2 = T4
¢ Definice: Necht V a W jsou vektorové prostory nad T. Pak linedrni zobrazeni f: V=W, které je prosté a na,
nazyvame isomorfismem vektorovych prostord V.a W.
® Pozorovani: f je bijekce, takZe existuje inverzni zobrazeni f™!, a ™! je linearni zobrazeni
e Dikaz:Vz, 2z eW:
* l(z4z) = F1(f(x) + f(x)) = F1(f(x + X)) = x + x' = F 1 (2)+F 1 (2)
® Promyslet f'1(c-z)
e Veéta. Necht V a W jsou vektorové prostory nad T s koneénymi bazemi X a Y. Pak zobrazeni f: V=W je
isomorfismus pravé tehdy, kdyZ je matice [flyy reguldmi. Pak téZ plati: ([flyy) ' = [ 'lyx

e Dikaz
o <!
o fje prosté:
e UvaZme zobrazeni g: W—V popsané matici [glyy = ([flyy ).
e Pak [goflyy = (dle pfedchoziho tvrzeni) [glyy - [flxy = | = [id]xx
e fjena:
e Podobné: [foglyy = [flxy - [Blyx =1 = [idlyy
e Tedy f je isomorfismus.

e Abychom ukazali, Ze je reguldrni, hledame inversni matici.
e fisomorfismus = 3f': WV, linearni zobrazeni, plati:
o [flyy- [f'1]YX = [fOf'1]YY = [id]lyy =y, (to ale neznamena, Ze mame inverzni matici, mohou to byt
néjaké obdélnikové potvory)
* [Mlyx  [xy = [ oflxy = lidlxy = I,
e Vime: rank(AB) < min(rank(A), rank(B))
o [flyy: IYIxIXI(a [f'1]YX: IXI x IYl) hodnost matice je tedy aspori IYI a taky aspori IX| (protoZe takové
jsou hodnosti téch jednotkovych matic Iy, resp. | y,), tedy mame rank([flyy) =max(lYl, IXI) = 1Yl = IXI

(viz pfedchozi radek)
e Trada.
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* Ke zkousSce
o Mame mit udéleny zapocet.
e Zkouska pisemna.
e Jeden teoreticky priklad: diikaz nebo ukaz;)

e #12: 07/01/08
Prednasejici: Fiala.
* Prostory se skalarnim soucinem
e Télesa, se kterymi budeme pracovat:
e C: komplexni Eisla
e algebraicky uzaviené téleso
e komplexné sdruzené ¢&islo x
® Ixl =V(a2+b?)
e R:realna disla
e usporadané téleso = (reflexivni, antisymetricka, transitivni)
e Vab:buda<bnebobsa
e Vabia,b=0=a+b=0,ab=0
e Vab:asb=-a+th=0
. R+O
e odmocnina Va

e Definice. Necht V je vektorovy prostor nad C. Zobrazeni, které dvojici vektord u, v € V pfifadi komplexni éislo
{ulv) , se nazyva skalarni soucin, pokud splriuje nasledujici axiomy:

o (N) Vuev: {(ulu) =0eu=0
e (L1) Yu,v€EV,V aeC: (aulv) =a «ulv)
e (L2) Vu,v,weV: (u+viw) = (ulv) + (viw)
e (KS)Vu,vevV: (vlu) =sdruzené( {ulv) )
To jako, Ze cely soucin je ,nadtrzeny“, nechce se mi to sazet.
e (P) Vuev: {ulu) =0
e Formalné je skalarni soucin zobrazeni
e ()VxV-C

e Skalarni soucin pro prostor nad R se definuje stejné az na axiom KS:
e (KS)Vu,veV: (ulv) = (viu)
e Priklady: Standardni skalarni soucin na aritmetickych vektorovych prostorech:
e pro V=R™ (ulv) =3,_{"u;-v;
e proV=C": (ulv) =3,_"u;-V;
Pozor, vécko je nadtrzené!
® Skalarni souéin na R" definovany promoci regularni matice A Fadu n:
* (ulv) =uTATAv  PiiV=R% A=(12/01) {ulv) =uT(12/25)v=ulvl + 2u1v2 + 2u2vi + 5viv2
e Skalarni soucin na prostoru spojitych integrovatelnych funkci na intervalu (a, b)
o (f(X)Ig(x)) =/f(x)g(x)dx
o Definice. Necht V je prostor se skalarnim sou¢inem. Potom norma uréena skalarnim soucinem je zobrazeni II-II:
V—R dané predpisem llull =v {ulu) ( {ulu) je nezdporné z definice)
o Geometricka interpretace:
o [lull délka vektoru
e |lu-vll vzdalenost vektort u a v
e (ulv) udava pozici, ,uhel“ mezi vektory
® Pozorovani: Pro skalarni sougdin a jim uréenou normu na R" plati:
e {ulv) =llull-llivil-cosd, kde ¢ je uhel sevieny vektory u av
e Ddkaz:

Z cosinové véty: ¢® = a2 + b2 - 2ab cos¢

a = llull, b=llvll, c=llu-vll

(u-vlu-v) = {ulu) + {viv) -2llull llvll cosp
(u-viu-v) = {ulu) - {ulv) - {viu) + (viv)
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e Véta, (Cauchy-Schwarzova nerovnost) Necht V je vektorovy prostor nad C se skalarnim soucéinem a pfislusnou

normou. Potom plati:
e | (ulv) I<lulllivil
Pozor, vlevo je komplexni €islo, proto je v absolutni hodnoté, abychom mohli porovnavat.
e Disledky:

® Nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primérem: YueR" 1/n 3,_4" y;

® Ddkaz: zvolme v=(1, ..., 1)7
e 3 _"u= (ulv) s lull vl = V(3,_," u?)vn

< Y(1mg " u?)

e Dusledek: Norma uréend soucinem splriuje trojuhelnikovou nerovnost llu+vll < lull+ livll

e Dukaz: llu+vii=v( {u+viv+v) )=v( {ulu) + Culv) + {viu) + {viv) )=
e =<V ((ulu) +2I {ulv) I+ {vlv) ) = (Cauchy-Schwarz)
® <( (ulu) +21ulllivi+ {vIv) ) =v(Ilul2+ 211l v+ V) = ull+ivil
® Obecné je norma zobrazeni II-ll: V=R, které splriuje nasledujici podminky:
e |lull=0
o lull=0eu=0
o |lu+vil < lull + vl

Trojuhelnikova nerovnost.
o |la-ull = lal-llull

e Priklad obecné definované normy:

® L,normana R"

o llull, =

n
>t
i=1

e L, norma, norma uréena std. skalarnim soucinem
° L1’ L. — to jsem néjak nepobral, ale pfi pfednasce se to vyskytlo

e dalsi normy, ktera splriuji vySe uvedené axiomy, ale nejsou odvozeny od vektorovych prostort se

skalarnim souéinem
e Ortogonalita

¢ Definice. Vektory u a v z prostoru se skaldrnim sou¢inem nazveme kolmé, pokud plati {ulv) = 0. Zna¢ime

ulwv.
e Pozorovani: Kazdy systém vzajemné kolmych vektord je linearné nezavisly.

e Dukaz: Sporem, piedpokladam linearné zavislé: ug = 3;_4" ay;

® 0z <U0|UO) = (zi=1n aiuiluO> = zi=1n ai (UiIUO) = zi=1n aIO =0

v#v'=v L v'. Potom Z se nazyva ortonormalni baze prostoru V.

e Priklad ortonormalni baze
* vR3:(-2/3,2/3,1/3)7, (2/3, 1/3, 2/3)T, (1/3, 2/3, -2/3)7

Poznémka: KdyZ ortonormalni bazi R" narovnam do matice A (tzv. ortogonalni matice). ATA

Definice. Necht je prostor se skaldrnim soucinem a Z je jeho baze takova, Ze VveZz: livll = 1 a navic Vv,v'ezZ:

=|n

o Tvrzeni: Necht (v, ..., v,,) je ortonormalini béze prostoru V. Potom pro Vu € V plati, Ze u = {ulvy) vy + ...+ (ul

Vo) V.
o Koeficienty (ulv;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty vektoru u viéi bézi (v4, ..., v,,)
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