1. UWedte (a nedokazujte) z&kladni vlastnosti linmit posloupnosti (Véta,
Tvrzeni 2.1 az 2.5);

Véta 2.1 (jednoznacnost limity)

Kazda posloupnost realnyeh ¢isel ma nejvyse jednu limitu,

Véta 2.2 (monotonie a omezenost = konvergence)

Je-1i poslonpnost (a,),>1 C R neklesajici a shora omezena, je konvergentni a

lim a, =sup({a, : n € N}).

n—oo
Podobné je kazda nerostouci a zdola omezena posloupnost konvegentni a
infimum mnoziny jejich ¢leni je jeji limiton.
Tvrzeni 2.3 (podposloupnost ma tutéz limitu)
Je-1i (b, )n>1 vvbrana z posloupnosti realnych cisel (a,)n>1 alim,—o a, = L,
potom ilim, .. b, = L.

Véta 2.4 (Bolzanova—Weierstrassova véta)

Kazda omezena posloupnost realnyveh ¢isel ma konvergentni podposloupnost.
Véta 2.5 (konvergence < cauchyovskost)

Posloupnost (a,).>1 C R je konvergentni, pravé kdyz je cauchyovska.

2. Wvedte (a nedokazujte) vztahy nezi uspofadanim resp. aritnetickym
operaceni, a linmtou posloupnosti (Véta, Tvrzeni 2.6 az 2.9);

Tvrzeni 2.6 (limity a usporadani)
Necht (a,) a (b,) jsou konvergentni posloupnosti realnych cisel s limitami
lima, = A alimb, = B.

1. Kdyvz A > B, pak existuje ng € N tak, ze n > ng = a, > b,.

2. Kdyz existuje ng € N tak, ze n > ng = a, = b,, pak A = B.

Tvrzeni 2.7 (véta o dvou policajtech)

Necht realné posloupnosti (a,,), (b,) a (¢,) spliuji, ze (i) lima, = limb, =
L € R a (ii) existuje ng € N tak, ze pro n > ng plati a,, < c,, < b,,. Potom i
(c,) je konvergentni alime,, = L.

Tvrzeni 2.8 (limity a aritmetické operace)

Necht (a,) a (b,) jsou konvergentni posloupnosti realnyeh ¢isel s limitami
lima,, = A alimb,, = B. Potomn

1. lim(a, +b,) = A+ B;

2. lim(a,b, ) = AB;

3. pokud b, # 0 pro kazdé n € N a B # 0, pak lim {* = %
: _ .

Tvrzeni 2.9 (nasobeni limitni nulou)
Pokud je posloupnost (a,) C R omezena a posloupnost (b,) C R konverguje
k nule, pak i posloupnost (a,b,,) konverguje k nule.



3. UWvedte (a nedokazujte) vlastnosti linsup a |inmnf posloupnosti (Véta
2.11 a jeji dusledek);

Véta 2.11 (limsup, liminf a hromadné body)
Necht A = (a,) C R je posloupnost a H(A) € R* je mnozina jejich hromad-
nych bodit. Potom

limsup a, = max(H(A)) a liminfa, = min(H(A)).
Dusledek. Pro kazdou posloupnost A = (a,,) C R plati, Ze

lima, =L € R* «— limsupa, = liminfa, = L.

4. Wedte (a nedokazujte) kritéria konvergence fad (Véta, Tvrzeni 2.14,
2.16 az 2.19);

Veéta 2.14 (Leibnizovo kritérium)
Necht posloupnost (a,) C R spliuje nerovnosti a; > ay > az > ... > 0 a
lima, = 0. Pak rada

(s =)

o 1
E (—1)"*"a, =a, —ay +az —ay+ -

n=1

konverguje.
Tvrzeni 2.16 (srovnavaci kritéria konvergence rad)
Rady "> a, a )~ b, méjte neziporné cleny, tj. a, > 0 a b, = 0 pro

vsechny n € N.

1. Necht existuje ng € N takové, ze n > ng = a,, < b,,. Pak

b, konverguje = E a, konvergije.
1

n= n=1

2. Necht lim = K € R*, patrné K > 0. Pak

D<K <4 = (Z a, konverguje <= >"b, I‘I’meujo)
K=0 = (Z b,, konverguje = Z Uy fx'ﬂii‘i"{'fﬁ'”.f‘i‘)

K=+4+x = (Z a, konverguje = > b, J\;mn-'('r,qujo).



Véta 2.17 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
_. a,, nezaporné c¢leny, tj. a,, > 0 pro vsechny n € N.

Necht ma rada >

n=1

1. Predpokladejme, ze existuje g € R, 0 < g < 1, a no tak, Ze n > ng =
1/ v .
a, " < q. Pak Fada konverguje.

%]

e 1/n _ - § .
Kdyvz limsupa,)” < 1, pak fada konverguje.
. - o b 1.'" E v -

3. Kdyz lima,'" < 1. pak fada konverguje.

- T 1/n : . . .
4. Kdyzlimsupa, = > 1, pak rada diverguje.

- - 1/n _ . . . .
5. Kdyvz limay > 1, pak rada diverguje.

Jéta 2.18 (d’Alambertovo podilové kritérium)
Necht ma fada Y~ a, kladné ¢leny, tj. a, > 0 pro viechny n € N.

1. Predpokladejme, ze existuje g € R, 0 < g < 1, a ng tak, ze n > ng =
(py1/a, < q. Pak rada konverguje.

2. Kdyz limsup a,41/a, < 1, pak rada konverguje.
3. Kdyzlima,,i/a, < 1. pak rada konverguje.

4. Kdyvz lima,/a, > 1, pak rada diverguje.
/éta 2.19 (Cauchyovo kritérium)

Necht posloupnost (a,,) C R spliuje nerovnosti ay > ay > az > ... > 0. Pak
o o

E a, konvergnje +—— ' 23"0.2;; = aq + 2a5 + 4ay + 8ag + - - - konvergiije.
n=1 k=0
5. Diskutujte konvergenci a soucet dvou nejdul ezitéj 3ich fady, geonetrické
ady a 17s + 2"s + 3"s + ...;
227

6. Uvedte (a nedokazujte) kritéria neabsolutni konvergence fad (Véta 2.20);
Véta 2.20 (Abelovo a Dirichletovo kritérium)

Necht (a,), (b,) C R jsou dvé posloupnosti, pricemz ay > ag = az = ... = 0.

1. (Abelovo kritérium) Kdyz rada > 7 b, konverguje, potom fada
= | anby, konverguje.

n=

2. (Dirichletovo kriterinm) Kdyz lima, = 0 a posloupnost castecnych

souctii fady S0 b, je omezend, potom Fada Y a,b, konverguje.

n=



7. Wedte (a nedokazujte) véty o prferovnavani rad (Véty 2.22 a 2.23);
Véta 2.22 (prerovnani neméni soucet abs. konvergentni rady)

Je-1i fada > "7 . a,, absolutné konvergentni, je kazdé jeji pferovnani také ab-
Je-li rada ), _, a, s » JE]

solutnée konvergentni a ma stejny soucet

Véta 2.23 (Riemannova, o prerovnani neabsolutné konv. rady)
Necht fada )7~ a, konverguje, ale ne absolutné, to jest > >~ a, € R, ale

S la.] = +o0. Pak pro kazdé rozsifené realné ¢éislo v € R* existuje jeji
prerovnani, které ma soucet .

8. UWvedte (a nedokazujte) zakladni vlastnosti linmt funkci (Véta, Tvrzeni
3.1 az 3.4);

Véta 3.1 (jednoznacnost limity funkce)

Funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Véta 3.2 (Heineho definice limity funkce)

Necht a € R*, M ¢ R, P(a,0) " M # () pro kazdé § >0, f: M — R a
A € R*. Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. lim,_, f(x) = A;

2. pro kazdou posloupnost (x,) C M takovou, ze x, # a pro kazdé n € N
alim,_ x, = a, plati, ze lim,,_ __ f(x,) = A.
Tvrzeni 3.3 (aritmetika limit funkei)
Necht a, A, B € R*. funkce f a g json definované na néjakém prstencovém
okoli bodu a, lim,_, f(x) = A alim,_, g(z) = B.

1. lim,_, f(z)+ g(z) = A+ B, je-li tento soucet definovan.
2. lim,_, f(z)g(z) = AB, je-li tento soucin definovan.

3. Necht je navic g(x) nenulova na néjakém prstencovém okoli bodu a.
Pak lim,_, f(x)/g(z) = A/B, je-li tento podil definovin.
Tvrzeni 3.4 (limity funkci a usporadani)
Necht ¢ € R* a funkce f, g a h jsou definovand na néjakém prstencovém okoli
bodu c.

1. Maji-li funkce f a g v bodé ¢ limitu a lim,—. f(x) > lim,_. g(z), pak
existije 0 > 0, ze f(x) > g(x) pro kazdé z € P(c,9).

2. Existuje-li § > 0, ze flz) = g(x) pro kazdé x € P(c,9), potom i
lim,_, f(x) = lim,_.g(x), kdyz obé limity existuji.

3. Existuje-li 6 > 0, ze f(x) < h{z) < g(z) pro kazdé © € P(c,d) a
lim,—. f(x) = lim,—.g(x) = A € R*, potom i lim,—.h(z) = A.



9. UWvedte (a nedokazujte) vysledky o linté a skladani, resp. nonotonii
funkci (Véty 3.5 a 3.6);

Veta 3.5 (limita slozené funkce)
Necht e, A, B € R*, funkce f(x) je definovana na néjakém prstencovém okoli
bhodu A, funkce g(x) je definovana na néjakém prstencovem okoli bodu e,

lim f(x)= B, limg(x) = A

r— A r—c
a je splneéna jedna z podminek P1 a P2:
P1. Funkce f(x) je spojita v A.

P2. Na néjakém prstencovém okoli P(c,n) funkce g(x) nenabyva hodnotu
A, tj. g(x) # A pro kazdé x € P(c,n).

Potom

lim f(g(z)) = B.

L

/éta 3.6 (limita monotdni funkce)
Necht a < b jsou reilna c¢isla a funkce f: (a,b) — R je na intervalu (a,b)
monotoni, Potom existuji (pripadné nevlastni) jednostranne limity

lim f(x) a lim f(x).
rz—at r—b~

10. Wedte (a nedokazujte) vlastnosti funkci spojitych na intervalu (Véty
3.7 aZ 3.9);

Véta 3.7 (Darbouxova, o nabyvani mezihodnot)

Necht a < b jsou realna ¢isla, funkce f: [a,b] — R je na intervalu [a,b] spo-
jita a f(a) < f(b). Pak kazdeé realné c¢islo z intervalu [f(a), f(b)] je hodnotou
funkce f(x), to jest pro kazdé y € R, fla) <y < f(b), existuje o € [a,b], ze
fla)=y.

Véta 3.8 (princip maxima pro spojité funkce)

Necht a,be R, a <ba f: [a,b] — R je spojita funkce. Potom f nabyvi na
intervalu [a, b] svého maxima i minima.

Véta 3.9 (spojitost inverzni funkce)

J C R bud interval, funkce f : J — R bud spojita a rostouct (klesajici).
Potom inverzni funkce f=' : K — J, kde K je interval f(J), je rovnéz
spojita a rostouct {klesajici).



11. Wedte (a nedokazujte) vétu o zavedeni exponencidly (Véty 3.10 a 3.12);
Véta 3.10 (zavedeni exponencialy)

Existuje prave jedna funce exp : R — R, ktera ma dveé nasledujici viastnosti:
1. Vo,y e R: exp(ax+y) = exp(z) - exply):
2. VreR: exp(z) =1+

Tuto funkci nazyvame exponencialni funkei.
Véta 3.12 (exponenciala jako rada)
Pro kazdeé x € R plati rovnost

o2 ™ ,?:2 ,1:3 74
n=

12. Wedte (a nedokazujte) zéakladni vysledky o derivacich a jejich pocitani
(Véta, Tvrzeni 4.1 az 4.4);

Tvrzeni 4.1 (vlastni derivace vynucuje spojitost)

Ma-li f: Ula,d) — R v bodé a viastni derivaci, je v a spojita.

Véta 4.2 (aritmetika derivaci)

Necht f, g : Ula,0) — R jsou funkce, které maji v bodé a derivaci (vlastni
¢i nevlastni).

1. Plati, ze (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a), je-1i prava strana definovana.

2. Plati Leibnizova formule: (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), je-li prava
strana definovana a f nebo g je spojita v a.

3. Je-li g spojita va a gla) # 0, pak

Véta 4.3 (derivace slozené funkce)
Necht funkce f ma derivaci v bodé y,, funkce g méa derivaci v bodé g,
Yo = glxo) a g je spojita v xp. Pak

(fo Q‘)I(-To]' = ff(éfoj ‘Q’(i»‘o),

je-li vyraz napravo definovan.



Véta 4.4 (derivace inverzni funkce)
Necht J C R je interval, a € J jeho vnitini bod, f : J — R je spojita a ryze
monotonni funkee (tj. rostouci nebo klesajici) a f(a) = b. Pak

1. Kdyz ma f v a nenulovou derivaci f'(a), potom inverzni funkce f=!
ma v b derivaci

2. Kdyz f'(a) = 0 a f je rostouci (resp. klesajici), potom (f~') (b) = +oc
(resp. —o0 ).
13. Wedte (a nedokazujte) vysledky o souvislost nonotonie funkce a jejich
extrémi s derivaci (Tvrzeni 4.5, Véta 4.11);

Tvrzeni 4.5 (nenulova derivace vylucuje lokalni extrém)
Necht ma f: Ula,0) — R v bodé a nenulovou derivaci f'(a) # 0. Potom f
nenabyva v a lokalni extrém, to jest pro kazdé 61. 0 < 61 < 6, existuji body

b,c € Pla,dy) takove, ze f(b) < fla) < fl(c). ‘l
Diikaz. Necht napt. f/'(a) > 0. Existuje tedy d, > 0, Ze

x € Pla,8,) = % > 0.
To znamena, ze x € P~ (a,02) = f(z) < f(a) a také x € P*(a,d2) = f(x) >

fla). O
Dusledek. Necht a € M Cc R, f: M — R a f md v a lokdlni ex-

trém wvzhledem k M. Potom f'(a) neexistuje (nebo neni definovand, protoze
Ula,0) ¢ M pro kaZde 6 > 0) nebo f'(a) = 0.

Véta 4.11 (derivace a monotonie)

Necht J C R je nedegencrovany interval, funkce f: J — R je na J spojita a
ma v kazdem vnitrnim bode intervalu J derivaci. Pokud na vnitiku J plati
=0 (resp. f' = 0), je f na J rostouci (resp. neklesajici). Pokud na vnitrku
J plati f" < 0 (resp. f' <0), je f na J klesajici (resp. nerostouci).

Diikaz. Probereme jen pripad f > 0, ostatni pripady jsou velmi podobné.
Pro kazda dve cisla a < b z .J podle Véty 4.7 existuje ¢islo ¢ takové, ze

treshe F(b) ~ 1@
T2 = fl(e) > 0.
)T po
Z b—a >0 proto plyne, ze i f(b) — f(a) > 0 a f je na J rostouci. O

Dusledek. Je-li f: J — R spojita na intervalu J a ma nulovou derivaci v
kazdém vnitrnim bodé J, je f na J konstantni.



14. Wedte (a nedokazujte) véty o st fedni hodnoté a jejich aplikace (Véta,
Tvrzeni 4.6 az 4.10);
Véta 4.6 (Rolleova véta)

Necht —o0 < a < b < 400 a fuimkce f: [a,b] — R je na [a,b] spojita, ma na
intervalu (a,b) derivaci (i nevlastni) a f(a) = f(b). Potom existije ¢ € (a, b)
tak, ze f'(c) = 0.
Véta 4.7 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté)
Necht —x < a < b < 400 a funkee f: [a,b] — R je na [a,b] spojita a ma
na intervalu (a,b) derivaci (i nevlastni). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze
PN (ORS00}
b—a
/éta 4.8 (Cauchyova véta o stiedni hodnoté)
Necht —oo < a < b < 400 a funkee f,g : [a,b] — R jsou na [a,b] spojité
a maji na intervalu (a,b) derivaci, pricemz g'(x) je vzdy vilastnl a nenulova
(f'(x) mize byt i nevlastni). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f'le)  f(b) — fla)
g(c)  gb)—gla)
/éta 4.9 (I’Hospitalovo pravidlo)
Necht a € R*, funkce f,g : P(a,0) — R maji na P(a,d) vlastni derivaci a
g (z) # 0 na P(a,9).

1. Pokud lim,_, f(x

pak ilim,_., f(x)/g(x

lim, ., g(z) =0 alim,_, f'(z)/¢'(x) = A € R*,
) = A

2. Pokud lim,_, |g(x)| = 400 a lim, ., f'(x)/¢'(z) = A € R*, pak i
lim,_, f(x)/g(z) = A.

Totéz plati pro jednostranné limityv x — a~ ax — a™.
Tvrzeni 4.10 (jednostranna derivace jako limita derivace)
Necht a € R, funkce f: [a,a+0) — R je spojita zprava v bodé a, ma vlastni
derivaci na (a,a + 9) alim,_ .+ f'(x) = A € R*. Potom ma f v a derivaci
zZprava a
! y

fila) =A
15. Wedte (a nedokazujte) vysledky o pouziti druhé derivace: konvexni
(konkavni) funkce a inflexni body (Véta, Tvrzeni 4.12 az 4.15);

Véta 4.12 (konvexita a konkavita zarucuji jednostranné derivace)
Funkce f : J — R, ktera je na intervalun J konvexni nebo konkavni, ma v
kazdem vnitinim bodu intervalu J viastni jednostranné derivace.



Véta 4.13 (konvexita, konkavita a druha derivace)

Necht —0 < a < b < 400, fimkce f : (a,b) — R ma na (a,b) druhou
derivaci f"(x) a prval derivace f'(z) je na (a,b) spojita. Pokud na (a,b)
plati, ze f" > 0 (resp. f' = 0), je f na (a,b) ryze konvexni (resp. konvexni).
Pokud na (a,b) plati, ze f' < 0 (resp. f" < 0), je f na (a,b) rvze konkavni
(resp. konkavni).

Tvrzeni 4.14 (pro nenulovou druhou derivaci neni inflexe)

Pokud f"(a) # 0, nema funkce f v bodé a inflexi.

Véta 4.15 (postacujici podminka inflexe)

Necht f: (a,b) — R je funkce, ktera ma na (a,b) spojitou derivaci f', a pro
néjaky bod z € (a,b) ma na intervalu (a, z) zapornou a na intervalu (z,b)

kladnou druhou derivaci (nebo naopak). Potom je z inflexnim bodem f.
16. Uvedte (a nedokazujte) vysledky o Tayl orové pol ynonu a jeho aplikacich
(Véta, Tvrzeni 4.17 a 4.18, rozvoje funkci exp(x), sin(x), cos(x),
log(1+x) a (1+x)”a do Tayl orovy fady s oborem konver gence).

Véta 4.17 (charakterizace Taylorova polynomu)

Necht a € R a f"™(a) € R. Tayloriv polynom T/<(x) je jediny polynom
P(x) stupné nejvyse n s vlastnosti

_ f(z) - P(x)
lim
T—0 (“1, — (1.)?1
/éta 4.18 (obecny tvar zbytku Taylorova polynomu)
Funkee f a @ budte definované na okoli U(a,d) bodu a € R, pficemz f ma
na Ula,d) viastni (n+ 1)-tou derivaci f"9(x) a ¢ ma na U(a,d) viastni a
nenulovou prvai derivaci ¢'(x). Potom pro kazdé z € P(a,0) existuje cislo ¢
lezici mezi a a x takove, ze

= 0.

Ri(z) = f(z) — TH(z) = L L;’” ) (x — o)™

n! (e
Tayloriv rozvoj exponencialy:
s o] D /
_ " S S
V:I:ERZE‘.X“J;L‘):Z 14+ —4+ —+ —+-
Pl <l 2 "6 24



Tayloriv rozvoj sinw a cosinu:

' O'C'. (_1)31—12:231—1 2:3 :35 .’BT
YreR: sin(z) = —r -+ =
() Zl (2n —1)! 6 120 5040
O'C'l (_1)311.2?1 2:2 .'134 .’BB
Wi R: cos(lz) = e T
T € cos(x) Zﬂ )] 5 + 51 730 +
Tayloriv rozvoj logaritmau:
C’C'. (_1)3:—12:?1 l,-z 1133 $4
Ve e (—1,1]: log(l4+2) = /R
(LY log(14a) = 3 -

Tayloriv rozvoj mocniny: Necht o € R, pak

Yee (—1,1): (1+a)* = Z C:) a",

n=>0

kde

a\ ala—1)a—2)...(a —n+1)
(?I‘) n!

Pokud o« = m € N, dostavame konecény rozvoj

m - ' m T
(1+a)™" = Z (ﬂ):z, ,

=0

ktery plati pro kazdé = € R.

+...



