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1 Metrické prostory

1.1 Teoretické otazky

Ukazte, Ze nezapornost libovolné metriky plyne z trojihelnikové ne-
rovnosti a nulové vzdalenosti stejnych bodu.

Dokézeme sporem, pfedpokladejme, Ze existuji korektni metriky se zapornymi
vzdalenostmi. Vyberme si takovou metriku (M, J). Vybereme si body a,b,c € M
tak, ze a = b a §(a,c¢) < 0. NapiSeme si trojihelnikovou nerovnost a budeme

pozorovat, co se stane.
d(a,b) < 6(b,c) +d(a,c)

Protoze a = b, tak musi platit, ze d(a,b) = 0.
0<d(b,c) +d(a,c)

Ale a = b, takZe tento vzorec jeSté upravime,

0 < 26(a,c)

A méame SPOR, protoze d(a,c) < 0.

Co se stane, kdyz v definici metriky zapomeneme na symetrii? Plyne
z ostatnich axiomu?

Neplyne, uvedu protipiiklad. d(z,y) = |z — y3|. Pro tuto ,pseudometriku“
ostatni axiomy plati, akorat neni symetricka.

Dokazte tyto neintuitivni vlastnosti ultrametrického prostoru: kazdy
trojihelnik je rovnoramenny a v kazdé kouli je libovolny bod jejim
stfedem.

Dokézeme sporem. Necht tedy existuje libovolny nerovnoramenny trojtihelnik
tvoteny body x,y, z. M&me libovolnou ultrametriku (M, p). Necht délky stran
jsou v tomto trojuhelniku usporadény takto : p(x,y) > p(y,2) > p(x, z). Dle
definice ultrametriky musi platit pro Va,y, z € M tyto nerovnosti :

plr,y) < max(p(z,z2),p(y,2))
p(r,z) < max(p(z,y),p(y,2))
ply,z) < max(p(z,y),p(z,2))



Vzorce vyse si ,spocteme”, protoze zndme vzdalenosti bodi, viz. vyse.

plx,y) < ply,=2)
p(r,z) < pz,y
ply,z) < p(z,

Tyto nerovnosti ale neplati, coz je spor a dokonce trojihelnik je rovnostranny -
aby soustava nerovnic platila, musi byt vzdalenosti stejné.

Nyni si dokdZeme tu kouli. Necht je na této ultrametrice koule B(a,r) =
{z € M : p(a,z) < r}. Jelikoz jsou vzdalenosti v ultrametrice stejné, mizeme
rovnou psat Ve € B(a,r) : B(e,r) = B(a,r), nebot p(a,c) = p(a,z) < r.

Je koneéna podmnozZina metrického prostoru vzdy uzaviena?

Odpovéd je ano. Mnozina X je uzaviend, pokud je mnoZzina jejich limitnich
bodu prazdna, tj. mnozina se rovna svému uzavéru. Z definice limitniho bodu
vime, ze pro kazdé okoli U je prinik U N X nekonecny, coz zde ale nemiize byt,
protoze mnozina X je konecna.

Co lze Fici o otevienych mnoZinich metrického prostoru (M, d), jehoZ
kazdy bod je izolovany (jako bod mnoZiny M)?

Lze o nich Fici to, Ze neexistuji. Dle definice platit
Vee M3U :UNM = {x}

Cili v mnoziné M se nevyskytuji viibec zadné limitni body - izolovany bod je
yhegace® limitniho bodu, tedy mnozina M se rovna svému uzavéru a je tedy
uzaviena.

Ukazte, Ze bod mnoZiny X v metrickém prostoru je limitnim bodem
X, prave kdyZ neni izolovanym bodem X. A ukaZte, Ze bod mimo
mnoZinu X je limitnim bodem X, prave kdyZ je hrani¢nim bodem X.

1. bod a € X je izolovany, pravé kdyz neni limitni. To je pravda, plyne
rovnou z definice.

Definice izolovaného bodu a : 3 okoli U : UN X = {a}.
Definice limitniho bodu a : V okoli U : [U N X| = oc.

Pokud bod a neni limitni, pak 3 okoli U takové, Ze prinik |[U N X| je
konecny, navic pfimo obsahujici bod a. Pak vybereme nejmensi U takové,
Ze obsahuje pouze bod a (musi existovat, kdyby neexistovalo, bod by nutné
byl limitni).

2. a ¢ X, a je limitni bod < a je hrani¢ni bod.

,=“:a ¢ X a a je limitni bod - dle definice musi platit V okoli U bodu
a:lUNX|=00.Délea¢ X =>a€ M\ X = VokoliU bodua:aée
UNM\ X. Dle definice tedy ob& mnoziny spliiuji podminky pro hrani¢ni
bod a a je tedy hrani¢ni bod.



,<=": Staci sestrojit posloupnost bodi konvergujici k a. Pro V okoli U bodu
a:UNX #@aUNM\X # @. Necht U = B(a,r) s néjakym pocatednim
polomérem 7 > 0. Zadefinujeme si posloupnost mnozin U,, = B(a, 55 ). Dle
definice hrani¢niho bodu Vn € N : U,, N X # &. Dokonce a € U, "M \ X.
Sestrojime posloupnost a, tak, aby Vvn € N : a,, € U, N X. Pak plati
lim a, = a, nebot zjevné nlL»H;o 0(an,a) = 0.

n—oo

1.2 Metriky

Dokazte, Ze toto neni metrika a upravte ji tak, aby metrikou byla :

b
(M,d), M = R<a7b>7 5(f, g) = f'f(x) - g(x)|dx

Ukézeme si protipiikladem, Ze existuji 2 body (resp. funkce), které maji
vzdalenost nula, ale pfesto se nerovnaji a tedy nespliuji jeden z axiomi metriky.
Jz zelab\{L:neN}
f@) = 1 ze{l:neN}
z z€la,b\{i:neN}
2 zef{i:neN}
Zjevné f(x) # g(z) pro = € [a,b]. Podivame se, jak jsou na tom integraly.
Mnozina bodi nespojitosti {% :n € N} mé zjevné miru nula, tedy funkce bude
b

mit Riemanniv integral, protoZe jinde je spojitd. Dokonce plati, ze [ f(z)dz =
a

g(z) =

b b
| g(z)dx, nebot funkce jsou skoro stejné. Pak ale 6(f,g) = [|f(z) —g(x)|dz = 0.

a a
Funkce tedy musi byt stejné, ale nejsou, coz je spor.

Tuto pseudometriku lze upravit tak, aby byla regulérni metrikou spliujici
standardni axiomy. Pokud bindrni operator = mezi funkcemi zadefinujeme tak,
ze funkce jsou si rovny, pokud mnozZina jejich bodu nerovnosti ma miru nula,
pak bude tato metrika spliovat axiomy standardni metriky.

1.3 Analyza mnoZin
1.3.1 Uzavéry
Zjistéte, cemu se rovna uzaveér nasledujicich mnozin.

1. Q v R s obvyklou metrikou.

Uzavér mnoziny Q v R je samotnd mnozina R, jak si ted dokdzeme. Vez-
méme posloupnosti zlomku z Q, které konverguji k iraciondlnim ¢islim.
Prikladem takové posloupnosti budiz posloupnost
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Limita posloupnosti a,, je konvergentni, tj. lim a, = v/2. Takovych po-
n—oo

sloupnosti existuje nekone¢né nespocetné mnoho, tedy uzavér mnoziny Q

je QURN\ Q, tedy celd redlnd mnozina.



2. N v R s obvyklou metrikou.

Dokazeme si, ze mnozina N je uzaviend, to znamena Ze mnozina limitnich
bodi je prazdna. K tomu potfebujeme védét, pro¢. Limitni bod je takovy
bod a, ze pro kazdé okoli bodu U je prunik U NN nekonecny. Jenze to neni!
Protoze se jedna o ptirozena ¢isla, dokdzeme dokonce najit okolicko bodd,
ktery ma jeden prvek. U = (a — 3,a+ 1), pak ale U NN = {a}. Dokézali
jsme, ze kazdé a € N je izolovany bod, a tedy mnozina je uzaviena.

3. {1 :n € N} s obvyklou metrikou.

Opét budeme zkoumat mnozinu limitnich bodu. Dilezity je fakt, ze lim %

n—oo

0. Tedy uz vime, ze mnozina limitnich bodi obsahuje nulu. Obsahuje i dalsi
prvky? Odpovéd je nikoliv, jak si ted dokézeme sporem. Necht je mnozina
limitnich bodu {a,0, ...}, kde a # 0. Pak musi existovat néjaka konver-
gentni podposloupnost z posloupnosti a,, = %, ktera ma jako limitu prvek
a. Avsak z vét o limitdch vime, Ze posloupnost vybrand z konvergentni
podposloupnosti mé i stejnou limitu = a = 0, coz je SPOR.

Tedy uzavér této mnoziny je mnozina {1 : n € N} U {0}.

4. {f : f € C(]0,1]) : f je po Eastech linedrni } v C([0,1]) se supremovou
metrikou.

DokaZeme si, Ze uzavér této mnoziny je celd mnozina spojitych funkci na
kompaktnim intervalu [0,1]. V tomto odstavci pfedpokladejme nezdpor-
nost funkci f a g. Mé&me nadefinovanu kouli funkci B(f,r), kde polo-
mér r > 0. Necht funkce g € B(f,r) a navic ¢ # f. Dle definice koule
d(f,g9) < r, to znamena, ze sup |f(z) — g(z)| < r. Kfivka funkce g(x)
z€[0,1]

je od f(z) vzdalena nanejvySe ostfe méné, nez je polomér r. Je dilezité
si uvédomit, ze ¢im je polomér r mensi, tim jsou funkce ¢im dél tim vice
»skoro stejné“.

Nyni k vlastnimu ditkazu. Necht f,, je konvergentni posloupnost ¢4steéné

linedrnich funkeci, kterd konverguje k néjaké funkei f, f € C([0,1]). Mi-
zeme tedy psat

lim f, = f

lim d(f,. f)
lim sup |f,(2) — /()]

s
n=0 1e0,1]

Il
=

Pak od néjakého n > ng je vzdalenost mezi kiivkami mensi, nez €. Funkce
f ale nemusi byt viibec po ¢astech linedrni! Nekoneénou posloupnosti
vhodnych ¢astecné linearnich funkei 1ze libovolné blizko aproximovat spo-
jitou funkci na C([0,1]). Napiiklad kiivka f(z) = 22 lze pomérné krdsné
aproximovat (je to na ni pfimo vidét - pouze drobime linedrni funkci na
stale mensi ¢astecky blize kiivce).

Uzavér této mnoziny tedy je celd C([0,1]).
5. {f:feC(01]):Ve,y €[0,1] : [f(z) — f(y)| < [z —yl} v C([0,1]) se

supremovou metrikou.



Jelikoz x € [0, 1], mtizeme dokonce udélat horni odhad :

Vx,ye[0,1]:|f(:c)—f(y)|§|x—y|§1

Znamena to, ze funkéni hodnoty se pohybuji v rozmezi maximalné 1. Bu-
deme zkoumat limitni body této mnoziny a ukazeme si, ze vSechny limitni
body opét nalezi do této mnoziny. Necht funkce f je limitni bod kon-
vergentni posloupnosti funkci f,,. Pak musi platit, ze nlLII;O d(fn, f) = 0.

Rozepiseme si tuto definici a dostaneme, ze

lim sup [fn(z) — f(2)| =0

n—00 2¢[0,1]
Musime dokézat, ze f(x) pro kazdé z,y € [0, 1] plati

[f(z) = f)l < |z =yl

Dle definice limity Ve > 03ng € N : Vn > ng : d(fn, f) < €. A navic kazda
funkce z posloupnosti funkei f,, spliiuje nerovnost uvedenou vyse. Protoze
d(fn, f) < e, tedy kiivka se li§i o nejvyse €, pak plati nerovnost

[f(@) = fW)l <lz—y[+e
Jenze protoze v limité ¢ — 0, pak v limité je nerovnost splnéna, a tedy
tato mnozina je uzaviena, protoze funkce f do ni patii.
1.3.2 Zkoumejte nasledujici mnoZiny

1. Ukazte, ze koule B(a,r) je oteviend mnozina.

Mnozina X je oteviend, pokud Va € X3r > 0 : B(a,r) C X. Budeme
zkoumat, zda je oteviena koule oteviena mnozina.

B(b,r) ={z € X : §(b,x) <r}
Musime ukézat, ze pro Va € B3g > 0: B(a,q) C B(b,r).
a € B(b,r)=06(b,a) <r

Diky ostré nerovnosti 3 bod ¢, ze d(b, a) < §(b, ¢) < r. Pak polomér ¢ bude
d(a,c).

2. {[z,yl e R? 1y > 2%, 2% + y% < 2}

(a) Mnozina je omezend, je oteviena.

(b) Hrani¢ni body : {[a,b] € R? : b =a?,a € [-1,1]} U {[a,b] e R? : b =
V2 —a?,a € [-1,1]}. a € [-1,1] proto, aby byly splnény nerovnosti
- konstanty jsem spocital tak, ze jsem si misto nerovnosti spocital
rovnosti.

(c) Uzaver : {[x,y] € R? 1 y > 22,22 + ¢y% < 2}
3. {[a,b] € R? : y > 22} U{[0,-1]}

(a) Mnozina je neomezend - nemd ,horni mez*.



(b) Hrani¢éni body : {[z,2?] € R? : x € R} U {[0,—1]}. Bod [0, 1] je
izolovany.

(¢) MnoZina je uzaviena.
4. {[z,y) eR?: 1< <2,1<y<?2}

(a) Mnozina je omezend x i y jsou ,sevieny* mezi jedni¢kou a dvojkou.

(b) Hraniéni body : {[2,a] € R? :a € [1,2]} U{[a,2] € R? : a € [1,2]} U
{[1,a) eR?:a € [1,2]}U{[a,1] e R?:a € [1,2]}.

(c) Mnozina neni ani oteviend ani uzaviend (nékteré hraniéni body u
mnoziny i doplitku nemtizou obsahovat oteviené koule).
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