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1 Metrické prostory

1.1 Zaklady

Metricky prostor je dvojice (M, p), kde M je mnozina a p je funkce definovana
predpisem
p:MxM—-R\{reR:r<0} (1)

A navic p musi spliiovat nasledujici axiomy :
L. Va,y € M : p(x,y) = p(y, ),
2. Ve,y e M : p(x,y) =0= 2z =y,
3. Vz,y,z€ M : p(x,y) < p(x,2) + p(z,9).

Definice 1.1 Oteviend koule se stiedem v bodé a € M v mnoziné M o poloméru
r je definovdana takto

B(a,r) ={z € M : p(z,a) < r} (2)
Oteviena koule tedy

Definice 1.2 Uzavrend koule se stiedem v bodé a € M v mnoziné M o polo-
meéru T je definovdna takto

B(a,r)={x € M : p(z,a) <r} (3)

Véta 1.1 Necht je dan metricky prostor (M, p), L; jsou néjaké oteviené mno-
zZiny, K; jsou néjaké uzaviené mnoZiny, pak

1. @ a M jsou oteviené a uzavrené mnoZiny zdrover,

o0 n n
2. U Li, ULia () Li,n €N jsou oteviené mnoziny
=1 =1 i=1

o0 n n
3. N Li, N Li a U Li,n €N jsou uzaviené mnoZiny
=1 =1 i=1

Definice 1.3 Vztahy mezi body a mmnoZinami. Necht je definovdna metrika
(M, d), mnozina X, bod a € M a jeho okoli U. Pak tikdme, Ze

1. a je vnitrni bod mnoziny X, pokud U : U C X - to znameni, ze kromé
bodu a jsou ,blize hranici X“ jesté néjaké dalsi body a tedy a neni na
hranici X.

2. a je vnéjsi bod mnoziny X, pokud 3U : U € M \ X. Tedy bod ¢ m4 na
cesté k mnoziné X jesté néjaké dalsi body.



3. a je hraniénd bod mnoZiny X, pokud VU : UNM\ X #0alUNX # 2.

4. a je limitn? bod mnoziny X, pokud YU : |U N X| = oco. Napiiklad pro
realna a komplexni libovolnérozmérna ¢isla plati, ze kazdy jejich vnitini a
hrani¢ni bod je i limitni.

5. a je izolovany bod mnoziny X, pokud 3U : U N X = {a}.

1.2 Konvergence a spojitost

Definice 1.4 Posloupnost a,, v metrickém prostoru (M, d) konverguje, existuje-
li bod a € M takovy, Ze
lim d(an,a) =0 (4)

n—oo

Pak je bod a limitou posloupnosti a,,.

Definice 1.5 Posloupnost a,, je v metrickém prostoru (M,d) cauchyovskd, po-
kud
Ve > 03dng:myn € N:m>n>ng= dlam,a,) < (5)

Véta 1.2 Podmnozina X C M je uzaviend < V konvergentni posloupnost
(an) C X, lim a, € X.
n—oo

Piiklad posloupnosti, kterd neni uzaviend - interval (0,1) C R - zde je pfiklad
posloupnosti, ktera sice konverguje, ale jeji limita neni v tomto intervalu, po-
sloupnost a, = . Naopak interval [0,1] C R je uzavfeny, a kazd4 konvergentni
posloupnost méa limitu v tomto intervalu.

Definice 1.6 Uzdvérem mmnoZiny X v metrice (M,d) rozumime mnozinu X,
pro kterou plati

X ={a € M : a je limitou néjaké posloupnosti v X (6)
nebo ekvivaletnée
X = X U{a: a je limitnim bodem mnoziny X } (7)

Definice 1.7 Spojitd zobrazeni mezi metrickymi prostory. Necht (My,dy), (Ma, ds)
jsou dva metrické prostory a zobrazeni f : My — Msy. Zobrazeni f je v bodé
a € My spojité, pokud

Ve > 036 > 0,2 € My : di(z,a) <6 = dao(f(x), f(a)) <e (8)

Véta 1.3 Necht (Mi,d;), (Ma,ds) jsou dva metrické prostory. Zobrazeni f :
M, — M je spojité, < Vf(X) C Ms je oteviend mnoZina, pak i X C M; je
oteviend mnozina. Analogicky plati pro uzaviené mnoziny.

Pokud vzorem uzaviené mnoziny je oteviend mnozina nebo vzorem oteviené
mnoziny je uzaviend mnozina, pak logicky zobrazeni neni spojité, protoze ,bu-
dou problémy*“ s krajnimi body intervalid, nékde se musi uplatnit a tam to neni
Spojité.



Definice 1.8 Necht (My,d;), (Ma,ds) jsou dva metrické prostory. Pokud f :
My — M je spojité a f je bijekce, pak se jednd o homeomorfismus.

Homeomorfismus je slabsl nez izometrie, protoze u izometrie se zachovavaji
jesté navic vzdalenosti.

Definice 1.9 Necht (M,d) je metricky prostor. Nazgvd se kompaktni, pokud
kazda posloupnost (a,) C M md konvergentni podposloupnost.

Poznamka. Samotna posloupnost ve vétsiné pfipadd nekonverguje, to az jeji
podposloupnosti.

Véta 1.4 Kompaktnost se zachovdvd ndsledujicimi operacemi :

1. Pfechodem k uzavienému podprostoru,
2. Spojitym zobrazenim,
3. Kartézskym soucinem.
Véta 1.5 Kompaktni mnoZiny jsou uzaviené a omezene.

Véta 1.6 Kompaktni podmnoZiny euklidovského prostoru R™ jsou prdvé a jen
uzavrené a omezené mnoziny.
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