Matematicka analyza | — Martin Klazar
(Diferencialni poCet funkci jedné realné proménné)

0. Uvod a opakovani (znaéeni, operace s mnozinami apod.)

1. Redlna cCisla a jejich vlastnosti
« Usporadané téleso
- Komutativni téleso - axiomy A1-A9
 Lineérni uspotfadani - axiomy A10-All
« Usporadané téleso — axiomy A1-A13
- Isomorfismus
«  Maximum, minimum, supremum, infimum
«  Maximalni (minimalni)prvek mnoziny
+  Horni (dolni) mez mnoziny
«  Mnozina shora omezena, zdola omezena, omezena
«  Supremum, infimum
- Zavedeni realnych cisel
« Axiom suprema Al14
« Véta 1.1 (Charakterizace realnych cisel)
« T¢leso realnych ¢isel R — axiomy A1-A14
« Véta 1.2 (Cantorova véta o vnorenych intervalech)
« Véta 1.3 (Cantorova véta o nespocetnosti R)
- Dikaz 1) pomoci Véty 1.2
- Diikaz 2) pomoci Cantorovy diagonalni metody

2. Posloupnosti a rady realnych cCisel

+  Posloupnost (realnych ¢isel)
+ posloupnost — zobrazeni f: N — R
« Urceni: explicitnim vzorcem, rekurentni formuli
- Ptiklady — Fibonacciho posloupnost
+  Posloupnost shoda omezend, zdola omezend, omezena
- Posloupnost rostouci, klesajici, nerostouci (slabé klesajici), neklesajici (slabé rostouci), konstantni
«  Posloupnost cachyovska
« Limita posloupnosti
+  Definice limity
«  Posloupnost konvergentni, divergentni
+  Trojuhelnikova nerovnost
+ Obecné vysledky o konvergeci posloupnosti
« Véta 2.1 (jednoznacnost limity)
- Kazda posloupnost redlnych ¢isel ma nejvyse jednu limitu.
- Véta 2.2 (monotonie a omezenost [ konvergence)
«  Podposloupnost (vybrana posloupnost)
«  Tvrzeni 2.3 (podposloupnost ma tutéz limitu jako pivodni posloupnost)
« Véta 2.4 (Bolzano-Weirstrassova véta)
- Kazda omezend posloupnost redlnych ¢isel méa konvergentni podposloupnost.
« Véta 2.5 (konvergence < cauchyovskost)
«  Posloupnost redlnych cisel je konvergentni, pravé kdyz je cauchyovska.
« Aritmetika limit
«  Tvrzeni 2.6 (limity a uspofadani)
«  Poznamka: Ostra nerovnost mezi céeny posloupnosti miize v limite pfejit v rovnost.
« Tvrzeni 2.7 (véta o dvou policajtech, véta o sevieni)
+  Tvrzeni 2.8 (limity a aritmetické operace)
+  Poznamka: (linearni kombinace dvou posloupnosti)
« Kdyzo,UOR,a, — A, b, — Bpron — oo, potom aa, + b, — aA +B pro n — .
« Tvrzeni 2.9 (nasobeni limitni nulou)



«  Pokud je posloupnost (a,) je omezena a posloupnost (b,) konverguje k nule, pak i posloupnost
(anbs) konverguje k nule.
« Pozndmka: Nula m4 jako limita vyjime¢né postaveni.
- Pokud totiz (a,) diverguje a (b,) konverguje, ale ne k nule, pak (a,b,) diverguje.
Nevlastni limity
« Nevlastni limity: +o0 a —0
« Vlastni limita: lim a, J R
- Konvergentni posloupnost — vlastni limita
- Divergentni posloupnost — nevlastni limita, nebo zadna limita
«  Rozsirend realnd osa R*
«  Neurcité vyrazy
+  Tvrzeni 2.10 (d€leni limitni nulou)
«  Véta 2.2* (monotonie [ existence limity)
- Kazda neklesajici posloupnost ma limitu:
-+ shora omezend — vlastni
- shora neomezena — +oo
« Tvrzeni 2.3*: podposloupnost ma tutéz limitu (vlastni ci nevlastni), jako piivodni posloupnost
« Véta 2.4* (Bolzano-Weirstrassova véta pro vSechny posloupnosti)
«  Kazda realna posloupnost (a,) méa podposloupnost, kterd ma limitu (vlastni nebo nevlastni).
« Véta 2.5% (ekvivalence konvergence a cauchyovskosti) v pfipad¢ nevlastnich limit neplati
- Zadna posloupnost s nevlastni limitou neni cauchyovska.
«  Tvrzeni 2.6* (limity a uspotfadani) — plati pro nevlastni limity beze zmény.
« Tvrzeni 2.7* (véta o dvou policajtech) — plati pro nevlastni limity beze zmény.
«  Tvrzeni 2.8* (nevlastni limity a aritmetické operace)
Limes superior a limes inferior
«  Hromadny bod — limita né¢jaké podposloupnosti vybrané z posloupnosti (a,)
«  Limes superior a limes inferior
« Poznamka o hromadnych bodech.
« Véta 2.11 (limsup, liminf a hromadné body)
Dvé standardni limity
« limn* (n — ), lim q" (n — )
Rady realnych &isel
«  Nekonecna fada (realnych ¢isel) — definice
. Castecny soudet fady
«  Konvergentni fada — Ulimita vlastni s, posloupnosti ¢astecnych soucti (sn)
«  Soucet konvergentni fady — limita s,
- Divergentni fada — limita s, neexistuje nebo je nevlastni
Dvé diilezité rady
+  Geometricka fada
+ - kvocient
- Harmonicka fada
Obecné vysledky o konvergenci Fad
« Véta 2.12 (podminky konvergence tady)
+ Pokud fada (a,)konverguje, potom lim a, = 0.
- Rada (a,) konverguje, pravé kdyz splituje Cauchyovu podminku pro rady.
«  Absolutni konvergence
- Rada absolutnich hodnot |a,| konverguje [ fada a, konverguje absolutné
« Tvrzeni 2.13 (absolutni konvergence [l konvergence)
- Pokud fada konverguje absolutné, potom konverguje.
«  Pozndmka: Opacna implikace samoziejmé neplati.
« Véta 2.14 (Leibnizovo kritérium)
« pro alternujici fady
+  Tvrzeni 2.15 (linearni kombinace tad)
Kritéria konvergence iad s nezapornymi ¢leny



«  Tvrzeni 2.16 (srovnavaci kritéria konvergence tad)

+  body 1-2

« Véta 2.17 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
«  body 1-5

« Véta 2.18 (d’ Alambertovo podilové kritérium)
+  body 1-4

« Véta 2.19 (Cauchyovo kondenzacéni kritérium)
« Kritéria neabsolutni konvergence a prerovnavani rad
« Véta 2.20 (Abelovo a Dirichletovo kritérium)
- Abelovo kritérium
+  Dirichletovo kritérium
« Lemma 2.21 (Abelova parcialni sumace)
- Skladaci fady (Telescoping series)
«  Pterovnani fady
«  Véta 2.22 (pferovnani nemeéni soucet absolutné konvergentni fady)
- Rada je absolutn& konvergentni [0 kaZdé jeji pferovnani je také absolutng konvergentni a méa
stejny soucet.
«  Véta 2.23 (Riemannova véta o prerovnani neabsolutné konvergentni fady)

3. Limity a spojitost funkci jedné realné promenné

+  Funkce
«  Posloupnost — zobrazeni f: N — R
«  Funkce — zobrazeni f: M — R, M [ R, M je typicky omezeny interval nebo celé¢ R
+  Vlastnosti funkce
«  Monotonie — rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici
+  Omezenost — shora omezena, zdola omezena, omezena
+  Symetricnost — sud4, licha
« Periodi¢nost — periodicka
- Limita funkce v bodé, spojitost v bodé
+  Okoli bodu
-« 0-okoli
- g-okoli
- Pravé okoli, levé okoli
+  Prstencové okoli
- Limita funkce v bod¢€ — definice
-+ Limita posloupnosti jako specialni piipad
« Jednostranné limity
- Limita zprava, limita zleva
+  Spojitd funkce — definice
«  Funkce spojitd zprava, spojita zleva
+ Zakladni véty o limitach funkci
« Véta 3.1 (jednoznacnost limity funkce)
+  Funkce ma v daném bodé¢ nejvyse jednu limitu.
+  Véta 3.2 (Heineho definice limity funkce)
+ pomoci limity posloupnosti
- disledek — charaktizace spojitosti funkce
«  Poznamka: [vlastni limity funkce v bod¢ [ [prstencové okoli, na nemz je funkce omezena.
«  Tvrzeni 3.3 (aritmetika limit funkci)
«  Tvrzeni 3.4 (limity funkci a uspotadani)
+  Polynom Ize vytvofit z konstantnich funkci a z identické funkce opakovanym s¢itdnim a nasobenim
« Raciondlnich funkce — podily polynomu
« Véta 3.5 (limita slozené funkce)
.+  Véta 3.6 (limita monotdnni funkce)
«  Funkce spojité na intervalu
+ Interval — definice



+  konvexni podmnozina R
«  Vnitini bod intervalu, krajni bod intervalu
«  Funkce spojitd na intervalu — definice
«  Véta 3.7 (Darbouxova véta o nabyvani mezihodnot)
- Dasledek: Spojita funkce zobrazuje interval na interval.
+ Minima a maxima funkce na intervalu
«  Minimum, maximum
«  Ostré minimum, ostré maximum
- Lokalni minimum, lokalni maximum
«  Ostré lokalni minimum, ostré lokalni maximum
« Véta 3.8 (princip maxima pro spojité funkce)
- Funkce je spojita na uzavieném intervalu [1 funkce nabyvé na tomto intervalu svého maxima i

minima.
- Dusledek: Funkce je spojitd na uzavieném intervalu [J funkce je na intervalu tomto omezena.
«  Poznamky:

«  Funkce neni spojita na uzavieném intervalu nebo funkce je spojitd na otevieném intervalu [J
funkce na tomto intervalu nemusi nabyvat svého maxima ani minima, ani nemusi byt
omezena.

« Interval uzavieny (kompaktni) — Intervaly [a, b] (a, b jsou realna ¢isla), pro nez plati princip
maxima spojité funkce, jsou omezené a uzaviené neboli tzv. kompaktni intervaly.

+ Inverzni funkce
+  Funkce prosta — existuje k ni inverzni funkce
« Zobrazeni fa ™' jsou pak bijekce mezi mnozinami X a Z.
- Véta 3.9 (spojitost inverzni funkce)
+  Funkce f: J — R je spojita a rostouci (klesajici) na intervalu J

O inverzni funkce £ : f(J) — J, je rovnez spojita a rostouci (klesajici).

« Lemma: Funkce je na intervalu J rostouci (klesajici) a f(J) je interval [J funkce je spojita na J.
+  Poznamky:
- shrnuti operaci, které zachovavaji spojitost

- f, gjsouspojité vbodé¢ a  f+ ga f.gjsou spojité v bodé a

- £, gjsouspojité v bodé a, g(a) =0 J f/ gje spojitd v bod¢ a

« gjespojita v bod¢ a, f je spojitd v bod¢ g(a) LI slozena funkce f(g) spojitd v bod¢ a

- fje rostouci (klesajici) a spojitd na intervalu J 0 inverzni funkce f' : f(J) — R je spojitd na
intervalu f(J)

- funkce prosté a spojita na intervalu J < funkce je rostouci (klesajici)
- Exponenciala a logaritmus

- Véta 3.10 (zavedeni exponencidly)

- vlastnosti exponencialy

+  Bernoulliova nerovnost

«  Eulerovo ¢islo e = exp(1)

+  Logaritmicka funkce — inverzni k exponenciale

- vlastnosti logaritmické funkce

+  Obecna mocnina a° = log(b exp(a))

«  Tvrzeni 3.11 (rist exponencialy a logaritmu)

« Véta 3.12 (exponencidla jako fada)

«  Cauchtliv soucin fad

« Tvrzeni: Jsou-li ob¢ rady absolutn¢ konvergentni a maji-li soucty A [J R a B [J R, pak je absolutné
konvergentni 1 jejich Cauchtiv sou¢in a ma soucet C = AB.

« Identity exponencialy

« Véta 3.13 (iracionalita Eulerova ¢isla e)
« Eulerovo ¢islo e =2.71828... je iracionalni, e L1 Q

4. Derivace funkci jedné realné promenné
« Derivace funkce f(x) v bod¢ a je jeji okamzitd mira rtistu v bod¢ a.



Zakladni vlastnosti derivaci

Derivace funkce v bod¢ a

Derivace zprava, derivace zleva

Poznamky:

« Derivace bud existuje vlastni, nebo nevlastni, nebo neexistuje

- Existuje derivace funkce v bodé a < derivace zprava = derivace zleva v bod¢ a

«  Geometricky vyklad derivace

Ptiklady:

- derivace funkci: identita, mocninné funkce, exponencidla, signum, absolutni hodnota

Tvrzeni 4.1 (vlastni derivace [ spojitost)

«  Poznamky:
«  Ma-li funkce v bodé€ a vlastni derivaci, muzeme funkci v okoli a aproximovat pomoci

linedrni funkce.

- Priklad: funkce f(x) = || je spojita v bod¢ nula, ale viibec v ném nema derivaci.

- Piiklad: funkce f(x) = sgn(x) ma v bod¢ nula nevlastni derivaci, ale neni v tomto bode spojita.
Nevlastni derivace tedy nevynucuje obecn¢ spojitost.

Véta 4.2 (aritmetika derivaci)

- soucet
- soufin - Leibnizova formule
« podil

Véta 4.3 (derivace slozené funkce)
« Poznamka: Pro nevlastni derivace véta bez predpokladu spojitosti funkce g nemusi platit.
Véta 4.4 (derivace inverzni funkce)

@)= (b=
f'(a)
«  f'(a)=0 afjerostouci (klesajici) =(f"")"(b)=+0 (resp. —oo )
« Poznamka: Z praktického hlediska mame formuli (/7)) (x) =m

Goniometrické a cyklometrické funkce

Goniometrické funkce

+  Véta (charakterizace sinu)

+  Vlastnosti funkce sin(x)

«  Definice cos(x), tan(x), cot(x)

Cyklometrické funkce — inverzni ke goniometrickym funkcim
 arcsin(x), arccos(x), arctan(x), arccot(x)

Piehled derivaci elementarnich funkeci

derivace exponencialy, logaritmické funkce
derivace konstantni funkce

derivace obecné mocniny

derivace polynomu

derivace goniometrickych funkci

derivace cyklometrickych funkci

Derivace a extrémy, véty o stiedni hodnoté

Tvrzeni 4.5 (nenulova derivace vylucuje lokalni extrém)

Véta 4.6 (Rolleova veta)

Véta 4.7 (Lagrangeova véta o stfedni hodnotc)

Véta 4.8 (Cauchyova véta o stfedni hodnot¢)

N¢kolik pouziti vét o stfedni hodnoté:

Véta 4.9 (I’Hospitalovo pravidlo)

Tvrzeni 4.10 (jednostranné derivace jako limita derivace)

Véta 4.11 (derivace a monotonie)

- Dusledek: funkce je spojitd na intervalu a méa vSude nulovou derivaci [J je to konstantni funkce
«  Poznamka: Pro jiné defini¢ni obory nez jsou intervaly véta i jeji disledek obecné neplati.
- Degenerovany interval



Druha derivace, derivace vyssich fadu - definice

. Konvexni a konkavni funkce

Funkce konvexni, konkavni na intervalu

Funkce ryze konvexni, ryze konkavni na intervalu

Véta 4.12 (konvexita a konkavita zaru€uji jednostranné derivace)

«  Funkce konvexni nebo konkavni na intervalu, ma v kazdém vnitfnim bodu intervalu vlastni
jednostranné derivace.

« Dusledek: Funkce na otevieném intervalu konvexni nebo konkavni [] je na otevieném spojita.

Véta 4.13 (konvexita, konkavita a druha derivace)

Inflexni bod (inflexe)

Tvrzeni 4.14 (pro nenulovou druhou derivaci neni inflexe)

+  Druha derivace funkce v bodé¢ a neni nulova [J funkce nema v bod¢ a inflexi.

Véta 4.15 (postacujici podminka inflexe)

Asymptota

Tvrzeni 4.16 (0 asymptot¢)

+  VySetreni pribéhu funkce

Urc¢ime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.

Zjistime priseciky se souradnicovymi osami.

Zjistime symetrii funkce: sudost, lichost, periodicitu.

Vypocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

Spocteme prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globalni extrémy.
Spocteme druhou derivaci a ur¢ime intervaly, kde je funkce konvexni ci konkavni. Ur¢ime inflexe.
Nalezneme asymptoty funkce.

Nacrtneme graf funkce.

+  Tayloriv polynom

Aproximace funkce — lepsi nez pomoci linearni funkce
Taylortiv polynom fadu n funkce f v bodé¢ a — definice
Lemma (o identicky nulovém polynomu)
Véta 4.17 (charakterizace Taylorova polynomu)
Zbytek Taylorova polynomu - rozdil mezi hodnotou funkce a hodnotou Taylorova polynomu
Véta 4.18 (obecny tvar zbytku Taylorova polynomu)
- Dusledky:

« Lagrangetv tvar zbytku

+  Cauchytv tvar zbytku
Taylorova tada se sttedem v bod¢ a — rozvoj funkci
- Priklady:

+  TaylorGv rozvoj exponencialy

+  Taylortiv rozvoj sinu a cosinu

+  Tayloriv rozvoj logaritmu

+  TaylorGv rozvoj mocniny

« Asymptotické symboly o0 a O

asymptotické srovnani funkci

Peantiv tvar zbytku Taylorova polynomu

Ptiklad: Taylortv rozvoj arcustangenty se zbytkem v Peanove tvaru
Lemma

- Jeste ti'i poznamky o Taylorovych fadach

Ptiklady...

Stfidavé permutace

Mnozinové rozklady — jejich pocty Bellova ¢isla
Uspoiradané mnozinové rozklady

5. Primitivni funkce (tj. antiderivovani)
+  Primitivni funkce

Primitivni funkce F k funkci f na intevalu - definice
Tvrzeni 5.1 (Primitivni funkce je jednozna¢na az na konstantu)



+  Poznadmky

Mnozina primitivnich funkei — symbol integralu — Newtontv integral

Véta 5.2 (spojita funkce ma primitivni funkci)

- Kazda spojitd funkce na neprazdném otevieném intervalu ma primitivni funkci.

« Poznamka: ProtoZe derivovani zachovava linedrni kombinace, zachovava je 1 operace primitivni
funkce: F je primitivni k f, G je primitivni ke g a ¢isla a,b J R U oF + BG je primitivni k af +Bg
na intervalu

« Tabulka primitivnich funkei

Véta 5.3 (funkce s primitivni funkci mé Darbouxovu vlastnost)

+  Funkce ma ma intervalu I primitivni funkci [J f(I) je interval (funkce ma Darbouxovu vlastnost)

- Ttida primitivnich funkci je $irsi nez tfida spojitych funkci

+  Darbouxova vlastnost (nabyvani v§ech mezihodnot) funkce f je tedy nutnou podminkou pro to,
aby f mela primitivni funkci.

« Pocitani primitivnich funkci

Véta 5.4 (véta o substituci)

- Ddsledek

Véta 5.5 (intergrace per partes)

Intergrace racionalnich funkci

« pro nalezeni primitivni funkce je tfeba nelézt kofeny racionalni funkce

«  V¢éta 5.6 (obecny tvar funkce primitivni k racionalni funkci)

«  Zopakovani nékterych vlastnosti polynomu:

Véta (zakladni véta algebry)

Dusledek: kazdy polynom lze rozlozit na soucin kofenovych Ciniteli

Dtsledek: stejné kofenové Cinitele Ize seskupit

Diusledek: kazdy polynom P, ktery neni identicky nulovy, ma nejvyse deg(P) nulovych boda

« identicky nulovy polynom ma vSude samé nulové body

Dusledek: polynomy se stejnymi koeficienty jsou stejné (?)

Tvrzeni: Je-li a kofenem polynomu P(x) s ndsobnosti k = 1, potom je a kofenem P'(x) s

nasobnosti k—1.

Dusledek: Nasobnost o v P(x) je minimalni k takové, ze P®(x) neni nula.

Polynomy s redlnymi koeficienty

Tvrzeni: Je-li a=a+bi€C kotenem redlné¢ho polynomu P(x) s ndsobnosti k, pak i
x=a—bi je kofenem P(x) s nasobnosi k.

Dusledek:

Tvrzeni 5.7 (rozklad racionalni funkce na parcialni zlomky)

«  Postup:

déleni se zbytkem
rozklad na parcidlni zlomky
integrace parcialnich zlomkt
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