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Axiom 1 (Existence)
Existuje alespoň 1 množina.

Axiom 2 (Existensionality)

(∀x)(∀y)((∀t)(t ∈ x ⇐⇒ t ∈ y))⇒ x = y

Definice 1 (Podmnožina, inkluze)
Ř́ıkáme, že množina x je podmnožinou množiny y, zapisujeme x ⊆ y, jestliže
plat́ı:

(∀t)(t ∈ x⇒ t ∈ y).
Ř́ıkáme, že množina x je vlastńı podmnožinou množiny y, zapisujeme

x ⊂ y, jestliže plat́ı:
(x ⊆ y) & (x 6= y).

Lemma 1
1. x ⊆ x, ¬(x ⊂ x)

2. (x ⊆ y & y ⊆ z)⇒ (x ⊆ z)

3. (x ⊂ y & y ⊆ z)⇒ (x ⊂ z)

4. (x ⊆ y & y ⊂ z)⇒ (x ⊂ z)

5. (x ⊆ y & y ⊆ x)⇒ x = y

Axiom 3 (Schema axiomů vyděleńı)
Je-li ϕ(x) formule neobsahuj́ıćı volně proměnnou z, pak formule

(∀a)(∃z)(∀x)
(
x ∈ z ⇐⇒ (x ∈ a & ϕ(x))

)
je axiom teorie množin – axiom vyděleńı pro formuli ϕ1.

1Množina z je axiomem vyděleńı určena jednoznačně
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Definice 2 (Pr̊unik a rozd́ıl množin)
Pro množiny a, b pr̊unikem rozumı́me množinu {x ∈ a : x ∈ b} = {x : x ∈
a & x ∈ b} = a ∩ b (tj. podle axiomu vyděleńı ϕ(x) = x ∈ b).

Rozd́ılem pak nazýváme množinu a \ b = {x : x ∈ a & x /∈ b} (ϕ(x) =
x /∈ b).

Definice 3 (Prázdná množina)
∅ je jediná množina splňuj́ıćı (∀x)(x /∈ ∅). Nazýváme ji prázdná množina.

Definice 4 (Disjunktńı množiny)
Řekneme, že množiny a, b jsou disjunktńı, pokud a ∩ b = ∅.

Lemma 2
1. ¬(∃y)(y ∈ ∅)

2. (∀x)(∅ ⊆ x)

3. x ⊆ ∅ ⇐⇒ x = ∅

Lemma 3

(∀a)a = {x : x ∈ a & x = x}

Věta 4

¬(∃z)(∀x)(x ∈ z)

Axiom 4 (Dvojice)

(∀a)(∀b)(∃z)(∀x)(x ∈ z ⇐⇒ (x = a ∨ x = b))

Definice 5 (Neuspořádaná dvojice množin)
Jsou-li a, b množiny, pak množinu sestavenou z prvk̊u a, b nazveme neu-
spořádanou dvojićı množin a, b, znač́ıme {a, b}.

Mı́sto {a, a} ṕı̌seme {a}.

Lemma 5
1. {x} = {y} ⇐⇒ x = y

2. {x} = {x, y} ⇐⇒ x = y
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3. {x, y} = {u, v} ⇐⇒
(
((x = u) & (y = v)) ∨ ((x = v) & (y = u))

)
Definice 6 (Uspořádaná dvojice množin)
Uspořádaná dvojice množin a, b je množina {a, {a, b}}. Znač́ıme 〈a, b〉.

Lemma 6

〈a, b〉 = 〈u, v〉 ⇐⇒ (a = u & b = v)

Definice 7 (Uspořádané k-tice)
Necht’ k je přirozené kladné č́ıslo a jsou definovány množiny a1, a2, · · · , ak. Pak
uspořádanou k-tici definujeme jako: 〈a1〉 = a1 a indukčně 〈a1, a2, · · · , ak〉 =
〈〈a1, a2, · · · , ak−1〉, ak〉.

Lemma 7

〈a1, · · · , ak〉 = 〈b1, · · · , bk〉 ⇐⇒ (a1 = b1 & · · · & ak = bk)

Axiom 5 (Sumy)

(∀a)(∃z)(∀x)
(
x ∈ z ⇐⇒ (∃t)(x ∈ t & t ∈ a)

)
⋃
a = {x : (∃t)(x ∈ t & t ∈ a)}

Lemma 8
Bud’ a = {b, c}. Pak

⋃
a = {x : x ∈ b ∨ x ∈ c}2

Definice 8 (Pr̊unik množin)
Pro neprázdnou množinu a označme⋂

a = {x : (∀b)(b ∈ a⇒ x ∈ b)}

Axiom 6 (Schema axiomů nahrazeńı)
Je-li ψ(u, v) formule jazyka teorie množin neobsahuj́ıćı volně proměnné x a
z, pak formule

(∀u)(∀v)(∀w)
(
(ψ(u, v) & ψ(u,w))⇒ v = w

)
⇒

⇒ (∀a)(∃z)(∀x)
(
x ∈ z ⇐⇒ (∃t)(t ∈ a & ψ(t, x))

)
je axiom teorie množin, který nazýváme axiomeme nahrazeńı pro formuli ψ.

2V tomto př́ıpadě znač́ıme
⋃

a = b ∪ c
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Definice 9 (Kartézský součin)
Bud’te a a b množiny. Kartézský součin a× b množin a, b je množina

a× b = {〈u, v〉 : u ∈ a & v ∈ b}

Definice 10 (Relace, funkce, definičńı obor a obor hodnot)
Binárńı relace je množina R, jej́ımiž prvky jsou uspořádané dvojice.

Definičńı obor relace R: dom(R) = {x : (∃y)〈x, y〉 ∈ R}
Obor hodnot relace R: rug(R) = {y : (∃x)〈x, y〉 ∈ R}
Inverzńı relace k R: R−1 = {〈y, x〉 : 〈x, y〉 ∈ R}
Složeńı relaćı R a S: S ◦R = {〈x, z〉 : (∃y)〈x, y〉 ∈ R & 〈y, z〉 ∈ S}
Množina f se nazývá funkce, je-li f relace, pro kterou plat́ı:

(∀x ∈ dom(f))((y ∈ rug(f) & y′ ∈ rug(f) & 〈x, y〉 ∈ f & 〈x, y′〉 ∈ f)⇒ y = y′)

Definice 11 (Funkce prosté, surjektivńı a bijektivńı)
Funkce f : A→ B se nazývá prostá, je-li f−1 funkce.

Funkce f : A→ B se nazývá surjektivńı, je-li B = rug(f).
Funkce f : A→ B se nazývá bijekce, je-li současně prostá a surjektivńı.

Definice 12 (Uspořádané množiny)
Ostře uspořádaná množina je dvojice 〈a, r〉, kde a je množina, r je relace,
r ⊆ a× a a r splňuje pro všechna x, y, z ∈ a:

• r je tranzitivńı: (〈x, y〉 ∈ r & 〈y, z〉 ∈ r)⇒ 〈x, z〉 ∈ r

• r je antireflexivńı: (∀x ∈ a)¬〈x, x〉 ∈ r

Ostré uspořádáńı nazýváme lineárńı, jestliže

(∀x, y ∈ a)〈x, y〉 ∈ R ∨ 〈y, x〉 ∈ R ∨ x = y

〈a, r〉 je uspořádaná množina, x, y ∈ a x, y jsou r-neporovnatelné pokud

〈x, y〉 /∈ R & 〈y, x〉 /∈ R & x 6= y

Definice 13 (Isomorfismus)
Jsou-li R a S relace, R ⊆ a × a, S ⊆ b × b, řekneme, že dvojice 〈a,R〉 je
isomorfńı s 〈b, S〉 pokud existuje bijekce f : a→ b taková, že

(∀x, y ∈ a)〈x, y〉 ∈ R ⇐⇒ 〈f(x), f(y)〉 ∈ S

Zobrazeńı f se nazývá isomorfismus.
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Definice 14 (Nejmenš́ı prvek množiny)
Je-li r uspořádáńı na množině a, m ⊆ a, řekneme, že x ∈ je nejmenš́ı prvek
množiny m, pokud

x ∈ m & (∀y)(y ∈ m⇒ (x = y ∨ xry))

Řekneme, že uspořádáńı r na množině a je dobré (〈a, r〉 je dobře uspořádaná
množina) pokud každá neprázdná m ⊆ a má r-nejmenš́ı prvek.

Je-li 〈a, r〉 uspořádaná množina, x ∈ a budeme značit (←, x) množinu
{y : y ∈ a & yrx} (počátečńı úsek určený x).

Lemma 9
Je-li 〈a, r〉 dobře uspořádaná množina, x ∈ a, pak 〈a, r〉 neńı isomorfńı s
〈(←, x), r〉.

Lemma 10
Jsou-li 〈a, r〉 a 〈b, s〉 isomorfńı dobře uspořádané množiny, pak mezi nimi
existuje jediný isomorfismus.

Věta 11
Bud’te 〈a, r〉 a 〈b, s〉 dvě dobře uspořádané množiny. Pak nastává právě jedna
z následuj́ıćıch možnost́ı.

1. 〈a, r〉 isomorfńı s 〈b, s〉

2. existuje x ∈ a, že 〈(←, x), r〉 je isomorfńı s 〈b, s〉

3. existuje y ∈ b, že 〈a, r〉 je isomorfńı s 〈(←, y), s〉

Definice 15 (Tranzitivńı množina)
Množina x se nazývá tranzitivńı, jestliže plat́ı

(∀y)(y ∈ x⇒ y ⊆ x)

Ekvivaletně
(∀y)(∀z)((y ∈ x & z ∈ y)⇒ z ∈ x)

Definice 16 (Ordinál)
Množina x se nazývá ordinál, je-li tranzitivńı a dobře uspořádaná relaćı

”
∈“.

Věta 12 (O ordinálech)
1. Je-li x ordinál a je-li y ∈ x, pak y je ordinál a y = 〈(←, y),∈ 〉
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2. Jsou-li x a y ordinály a x ∼= y, pak x = y (jedinečnost isomorfismu)

3. Jsou-li x a y ordinály, pak plat́ı právě jedna z možnost́ı x ∈ y, y ∈ x,
x = y

4. Jsou-li x, y, z ordinály, x ∈ y a y ∈ z, pak x ∈ z

5. Je-li c neprázdná množina ordinál̊u, pak má nejmenš́ı prvek:

(∃x ∈ c)(∀y ∈ c)(x ∈ y ∨ x = y)

Věta 13 (Burali-Forti̊uv paradox)

¬(∃z)(∀x)(x ordinál ⇒ x ∈ z)

Lemma 14
Je-li amnožina ordinál̊u a plat́ı-li (∀x ∈ a)(∀y ∈ x)y ∈ a (ekv. a je tranzitivńı
množina ordinál̊u), pak a je ordinál.

Věta 15 (O isomorfismu dobře uspořádané množiny a ordinálu)
Je-li 〈a, r〉 dobře uspořádaná množina, pak existuje právě jeden ordinál d,
takový že 〈a, r〉 ∼= 〈d,∈〉.

Definice 17 (Typ 〈a, r〉)
Je-li 〈a, r〉 dobře uspořádaná množina, typ 〈a, r〉 je (jediný) ordinál c, že
〈a, r〉 ∼= 〈c,∈〉.

Značeńı: α < β bude sloužit mı́sto α ∈ β
Značeńı: α ≤ β bude sloužit mı́sto (α ∈ β ∨ α = β)

Definice 18
Je-li x množina ordinál̊u, označme sup(x) =

⋃
x.

Pokud x 6= ∅, označme min(x) =
⋂
x.

Lemma 16
1. Pro ordinály α, β plat́ı: α ≤ β ⇐⇒ α ⊆ β.

2. Je-li x množina ordinál̊u, pak sup(x) je nejmenš́ı ordinál, který je větš́ı
nebo roven než všechny prvky množiny x. Podobně, je-li x 6= ∅ množina
ordinál̊u, pak min(x) je nejmenš́ı prvek množiny x.
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Definice 19 (Ordinálńı následńık)
Pro ordinál α, ordinálńı následńık je

S(α) = α ∪ {α}

Lemma 17
Je-li α ordinál, pak S(α) je ordinál, α < S(α) a

(∀β)(β < S(α) ⇐⇒ β ≤ α)

Definice 20 (Izolovaný a limitńı ordinál)
Ordinál α se nazývá izolovaný pokud existuje ordinál β, že α = S(β) nebo
α = ∅.

Pokud ordinál α neńı izolovaný, pak se nazývá limitńı.

Definice 21 (Přirozená č́ısla)

0 = 0, 1 = S(0), 2 = S(1), . . .

Ordinál α je přirozené č́ıslo, jestliže

(∀β)(β ≤ α⇒ β je izolovaný)

ω je množina všech přirozených č́ısel.

Axiom 7 (Nekonečna)

(∃x)(∅ ∈ x & (∀y)(y ∈ x⇒ S(y) ∈ x))

Lemma 18
Množina x zaručená axiomem nekonečna obsahuje všechna přirozená č́ısla.

Lemma 19 (Vlastnosti ω)
• ωje ordinál

• všechny ordinály menš́ı než ωjsou izolované

• ωje limitńı ordinál

• ωje nejmenš́ı limitńı ordinál

Věta 20 (Peanovy axiomy)
1. 0 ∈ ω
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2. (∀n ∈ ω)S(n) ∈ ω

3. (∀n,m ∈ ω)(n 6= m⇒ S(n) 6= S(m))

4. axiom indukce:

(∀x)
(
x ⊆ ω ⇒ (0 ∈ x & (∀n)(n ∈ x⇒ S(n) ∈ x))⇒ x = ω

)
Definice 22 (Ordinálńı součet)
Bud’te α, β ordinály. Ordinálńı součet:

α+ β = typ〈α× {0} ∪ β × {1}, R〉

kde R =
{
〈〈ξ, 0〉, 〈η, 0〉〉 : ξ < η < α

}
∪

{
〈〈ξ, 1〉, 〈η, 1〉〉 : ξ < η < β

}
∪{

〈〈ξ, 0〉, 〈η, 1〉〉 : ξ < α, η < β
}
.

Lemma 21
Pro libovolné ordinály α, β, γ plat́ı:

1. α+ (β + γ) = (α+ β) + γ

2. α+ 0 = α

3. α+ 1 = S(α)

4. α+ S(β) = S(α+ β)

5. je-li β limitńı ordinál, pak α+ β = sup{α+ ξ, ξ < β}

Definice 23 (Ordinálńı součin, lexikografické uspořádáńı)
Jsou-li α, β ordinály, pak

α · β = 〈β × α,<LEX〉

kde <LEX se nazývá lexikografické uspořádńı a je definováno

〈ξ, η〉 <LEX 〈ζ, δ〉 kde ξ, ζ ∈ β a η, δ ∈ α pokud ξ < ζ nebo (ξ = ζ & η < δ)

Lemma 22
Pro libovolné ordinály α, β, γ plat́ı:

1. α · (β · γ) = (α · β) · γ
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2. α · 0 = 0

3. α · 1 = α

4. α · S(β) = α · β + β

5. je-li β limitńı ordinál, pak α · β = sup{α · ξ, ξ < β}

6. α · (β + γ) = α · β + α · γ

Definice 24 (Mohutnosti množin)
Bud’te a, b množiny.

1. Řekneme, že mohutnost množiny a je menš́ı nebo rovna mohutnosti
množiny b (a je subvaletńı b), jestliže existuje prosté zobrazeńı z množiny
a do množiny b. Znač́ıme a � b.

2. Řekneme, že mohutnost množiny a je rovna mohutnosti množiny b,
pokud ex. bijekce mezi množinami a a b. Znač́ıme a ≈ b.

3. Řekneme, že mohutnost množiny a je ostře menš́ı než mohutnost množiny
b, pokud a � b & ¬(a ≈ b). Znač́ıme a ≺ b.

Lemma 23
1. x ≈ x

2. x ≈ y ⇒ y ≈ x

3. (x ≈ y & y ≈ z)⇒ x ≈ z

4. x � x

5. (x � y & y � z)⇒ x � z

Věta 24 (Kantor-Bernstein)

(a � b & b � a)⇒ a ≈ b

Definice 25
Bud’ A množina. Pokud na A existuje dobré uspořádáńı, bud’ |A| nejmenš́ı
ordinál α, pro který je A ≈ α.
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Definice 26 (Kardinál)
Ordinál α se nazývá kardinál (kardinálńı č́ıslo), pokud α = |α|. Ekvivalentně,
α je kardinál právě když

(∀β)(β < α⇒ ¬(β ≈ α))

Lemma 25
Bud’te α, β ordinály. Je-li |α| ≤ β ≤ α, pak |β| = |α|.

Lemma 26
Je-li n ∈ ω, pak

1. n 6≈ n+ 1

2. (∀α)(α ≈ n⇒ α = n)

Důsledek: ωje kardinál a každé n ∈ ω je kardinál.

Definice 27 (Konečná, spočetná a nespočetná množina)
Množina A je konečná, pokud |A| < ω.

Množina A je spočetná, pokud |A| ≤ ω.
Množina A je nespočetná, pokud neńı spočetná.

Definice 28 (Sč́ıtáńı a násobeńı kardinál̊u)
Jsou-li κ a λ kardinály, pak

κ⊕ λ = |κ× {0} ∪ λ× {1}|

κ⊗ λ = |κ× λ|

Lemma 27
Pro n,m < ω, n⊕m = n+m < ω a n⊗m = n ·m < ω.

Lemma 28
Každý nekonečný kardinál je limitńı ordinál.

Věta 29
Je-li κ nekonečný kardinál, pak κ⊗ κ = κ.

Definice 29
Množina κ⊗κ je uspořádaná maximolexograficky (α, β, γ, δ ∈ κ) 〈α, β〉�MLEX

〈γ, δ〉 jestliže max{α, β} < max{γ, δ} nebo max{α, β} = max{γ, δ} & 〈α, β〉 <LEX

〈γ, δ〉
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Axiom 8 (Potence)

(∀a)(∃z)(∀x)(x ⊆ a⇒ x ∈ z)

Definice 30 (Potenčńı množina)
Potenčńı množina množiny a je P(a) = {x : x ⊆ a}.

Věta 30 (Cantor)
Pro každou množinu x, x ≺ P(x).

Věta 31

(∀α)
(
α je ordinál⇒ ((∃κ)κ je kardinál & κ > α)

)
Definice 31 (Limitńı kardinál a následńık)
Je-li α ordinál, α+ je nejmenš́ı kardinál větš́ı než α. Kardinál κ je následńık,
pokud existuje α pro které κ = α+, v opačném př́ıpadě nazýváme κ limitńı
kardinál.

Definice 32 (Tř́ıdy)
• Tř́ıda všech ordinál̊u: On = {x : x je ordinál}

• Univerzálńı tř́ıda: V = {x : x = x}

• Tř́ıda všech kardinál̊u: Cn = {x : x je kardinál}

Věta 32 (Transfinitńı indukce)
Je-li C ⊆ 0n, C 6= 0, pak C má nejmenš́ı prvek.

Věta 33 (Transfinitńı rekurze)
Je-li F : V → V , pak existuje jediná G : On→ V taková, že

(∀α)(G(α) = F (G � α))

Definice 33
Pro ordinály α je funkce ℵα (= ωα) definována transfinitńı indukćı takto:

ℵ0 = ω0 = ω

(ωα)+ = ωα+1 = ℵα+1

Pro γ ∈ On, γ limitńı je

ℵγ = ωγ = sup{ωβ : β < γ}
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Lemma 34
1. Každý ωα je kardinál.

2. Každý nekonečný kardinál je roven nějakému ωα

3. Pro α < β je ωα < ωβ

4. ωα je limitńı kardinál právě když α je limitńı ordinál, ωα je kardinálńı
následńık právě když α je ordinálńı následńık

Definice 34 (Kartézský součin)
Necht’ a je množina, 〈xt, t ∈ a〉 je soubor množin. Kartézským součinem
nazýváme množinu∏

t∈a

xt =
{
f : f je funkce , dom(f) = a & ((∀t)t ∈ a⇒ f(t) ∈ xt)

}
Definice 35 (Rozklad množiny)
Ř́ıkáme, že množina r je rozkladem množiny x, je-li x =

⋃
r, 0 6= r a

(∀u, v)
(
(u ∈ r & v ∈ r & u 6= v)⇒ u ∩ v = 0

)
Definice 36 (Princip výběru)
Pro každý rozklad r množiny x existuje množina y ⊆ x, pro kterou plat́ı

(∀u ∈ r)(∃t ∈ x)y ∩ u = {t}

Definice 37 (Selektor)
Funkce f definovaná na množině x, která splňuje

(y ∈ x & y 6= 0)⇒ f(y) ∈ y

se nazývá selektor na množině x.

Axiom 9 (Výběru - Axiom of choice (AC))
Na každé neprázdné množině existuje selektor.

Lemma 35
Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. axiom výběru

2. princip výběru
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3. pro každou relaci s existuje funcke f taková, že f ⊆ s & dom(f) =
dom(s)

4. je-li x 6= 0 a pro všechna t ∈ x je yt 6= 0, pak
∏

t∈x yt 6= 0

Věta 36
(AC): sjednoceńı spočetného souboru spočetných množin je spočetná množina

Definice 38 (Řetězec)
Bud’ 〈a,≤〉 uspořádaná množina, c ⊆ a. Množinu c nazveme řetězcem, pokud
c v uspořádáńı ≤ je uspořádána lineárně.

Definice 39 (Horńı mez, maximálńı prvek)
Necht’ 〈a,≤〉 je uspořádaná množina, d ⊆ a. Prvek x ∈ a se nazývá horńı
meźı množiny d, jestliže (∀y ∈ d)y ≤ x.

Prvek x se nazývá maximálńım prvekem množiny d, jestliže x ∈ d a
současně (∀y ∈ d)(y 6= x⇒ ¬(y > x))

Lemma 37 (Zornovo-Kuratowského, Zornovo, princip maximality)
Necht’ 〈a,≤〉 je uspořádaná množina taková, že každý řetězec v a má horńı
mez. Pak pro každé x ∈ a existuje m ∈ a, že m je maximálńı prvek množiny
a a x ≤ m.

Věta 38
Z principu maximality plyne: pro každé dvě množinyM , N plat́ı bud’M � N
nebo N �M .

Věta 39 (Zonmelova, princip dobrého uspořádáńı)
Na každé množiněm existuje relace r, že 〈m, r〉 je dobře uspořádaná množina.
(Každou množinu lze dobře uspořádat.)

Věta 40
Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. axiom výběru

2. princip maximality

3. princip dobrého uspořádáńı

Důsledky:
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1. (AC): pro každou množinu A, množina |A| existuje

2. (AC): je-li A nekonečná množina, pak A ≈ A× A ≈ A× {0, 1}

3. (AC): každou nekonečnou množinu lze rozložit na nekonečně mnoho
nekonečných část́ı

4. (AC): pokud A, B jsou množiny a existuje surjektivńı f : A→ B, pak
B � A.

Definice 40
Jsou-li A, B množiny, budeme značit

AB = {f : f je funkce, f : A→ B}

Podle (AC): pro kardinály κ, λ: κλ = |λκ|.

Věta 41
(AC): bud’te κ, λ kardinálý, κ ≥ 2, λ ≥ ω, κ ≤ λ. Pak

κλ = λλ = 2λ

Definice 41 (Kofinálńı zobrazeńı)
Bud’te α, β ordinály, f : α → β. Řekneme, že f zobrazuje α do β kofinálně
(f je kofinálńı zobrazeńı), jestliže

(∀η ∈ β)(∃ξ ∈ α)η ≤ f(ξ)

Definice 42 (Kofinalita)
Pokud je β ordinál, pak kofinalita β (cf(β)) je nejmenš́ı ordinál α takový, že
existuje kofinálńı zobrazeńı f : α→ β.

Lemma 42
Existuje kofinálńı zobrazeńı f : cf(β)→ β, které je ostře rostoućı.

Lemma 43
Bud’te α a β ordinály, necht’ existuje kofinálńı ostře rostoućı zobrazeńı f :
α→ β. Pak cf(α) = cf(β).

Důsledek: cf(cf(β)) = cf(β)

Lemma 44
Pro každý limitńı ordinál β, cf(β) je kardinál.
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Definice 43 (Regulárńı a singulárńı kardinál)
Kardinál κ je regulárńı, je-li cf(κ) = κ.

Pokud cf(κ) < κ ř́ıkáme, že κ je singulárńı.

Lemma 45
ω je regulárńı kardinál.

Lemma 46
(AC): je-li κ ≥ ω kardinál, pak κ+ je regulárńı.

Lemma 47
Je-li α limitńı ordinál, pak cf(ωα) = cf(α).

Lemma 48 (Königovo)
(AC): necht’ κ, λ jsou kardinály, κ ≥ ω, λ ≥ cf(κ). Potom κλ > κ.

Důsledek: Je-li λ ≥ ω kardinál, pak cf(2λ) > λ.

Věta 49 (Hypotéza kontinua)

2ω = ω1

Zobecněná hypotéza kontinua (GCH):

(∀α)2ωα = ωα+1

Lemma 50
(AC) + (GCH): necht’ κ, λ ≥ 2 jsou kardinály a alespoň jeden z nich je
nekonečný. Pak plat́ı:

1. je-li κ ≤ λ, pak κ+ = λ+

2. je-li cf(κ) ≤ λ ≤ κ, pak κλ = κ+

3. je-li λ < cf(κ), pak κλ = κ

Definice 44
(AC): Bud’ I 6= ∅ indexová množina, pro každé i ∈ I bud’ κi kardinálńı č́ıslo.
Definujme ∑

i∈I

κi =
∣∣∣ ⋃

i∈I

κi × {i}
∣∣∣
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Věta 51 (Königova nerovnost)
(AC): Je-li I 6= ∅ a pro každé i ∈ I jsou κi a λi kardinálńı č́ısla, κi < λi, pak∑

i∈I

κi <
∏
i∈I

λi

Věta 52 (Hausdorffova formule)
(AC): Jsou-li κ, λ nekonečné kardinály, pak

(κ+)λ = κ+ ⊗ κλ

Definice 45 (Částečný selektor, pokryt́ı podmnožiny, filtrované prodloužeńı)
Mějme (indexovaný) soubor množin A = 〈Ai : i ∈ I〉.

Částečný selektor na souboru A je zobrazeńı f takové, že dom(f) ⊆ I a
∀i ∈ I je f(i) ∈ Ai.

Bud’ S množina částečných selektor̊u souboru A. Ř́ıkáme, že S pokrývá
konečné podmnožiny množiny I, jestliže pro každou konečnou u ⊆ I existuje
f ∈ S že u ⊆ dom(f).

Zobrazeńı g se nazývá filtrovaným prodloužeńım množiny částečných se-
lektor̊u S, je-li

dom(g) = I a (∀u ⊆ I, u konečná)(∃f ∈ S) f � u = g � u

Věta 53 (Princip kompaktnosti)
Je-li A = 〈Ai : i ∈ I〉 soubor konečných množin, pak každý systém částečných
selektor̊u, který pokrývá konečné podmnožiny množiny I, má filtrované pro-
dloužeńı.

Lemma 54 (O třech množinách)
Necht’ f : M → M je takové, že pro všechna x ∈ M je f(x) 6= x. Pak
M = M0 ∪M1 ∪M2, Mi ∩Mj = ∅ pro i 6= j a pro všechna i = 0, 1, 2 plat́ı,
že f [Mi] ∩Mi = ∅

Věta 55 (Rado)
Necht’ 〈L,<〉 je lineárńı uspořádńı, J soubor interval̊u v L a

∃n ∈ ω ∀x ∈ L |{J ∈ J : x ∈ J}| ≤ n

Pak J = J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jn každé Ji je disjunktńı soubor.
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Lemma 56 (O disjunktńım zjemněńı, Bernstein, Menger, Sierpinski)
Bud’ κ nekonečný kardinál, bud’te 〈Aα, α ∈ κ〉 množiny, pro každé α ∈ κ je
|Aα| = κ.

Pak existuje soubor {Bα : α ∈ κ} takový, že

1. (∀α ∈ κ)|Bα| = κ

2. α 6= β Bα ∩Bβ = ∅

3. (∀α ∈ κ)Bα ⊆ Aα

Definice 46 (∆-systém)
Systém množin A se nazývá ∆-systém jestliže existuje množina K taková,
že pro každé A0, A1 ∈ A, A0 6= A1 pak A0 ∩ A1 = K.

Množina K se nazývá jádro ∆-systému.

Lemma 57 (∆-systém)
Necht’ A je nespočetný systém konečných množin, |A| je regulárńı kardinál.
Pak existuje ∆-systém B ≤ A, |B| = |A|.

Definice 47 (Omezená a uzavřená množina)
Bud’ δ lineárńı ordinál.

Ř́ıkáme, že množina A ⊆ δ je neomezená v δ, jestliže (∀α < δ)(∃β ∈
A)α < β.

Ř́ıkáme, že množina A ⊆ δ je uzavřená v δ, jestliže pro každé α < δ), α
limitńı, plat́ı sup(A ∩ α) = α⇒ α ∈ A

Ř́ıkáme, že množina A ⊆ δ je uzavřená neomezená v δ, jestliže je současně
uzavřená a neomezená.

Lemma 58
Necht’ δ je limitńı ordinál, cf(δ) > ω. Je-li τ < cf(δ) a {cξ : ξ < τ} soubor
uzavřených neomezených v δ, pak

⋂{cξ : ξ < τ} je uzavřený neomezený v δ.

Definice 48 (Stacionárńı množina)
Bud’ δ ordinál, cf(δ) > ω, S ⊆ δ. Řekneme, že množina S je stacionárńı v δ,
jestliže pro každou C ⊆ δ, C uzavřenou neomezenou v δ plat́ı: S ∩ C 6= ∅.

Definice 49 (Diagonálńı pr̊unik)
Bud’ κ kardinál, 〈Aα : α ∈ κ〉 soubor podmnožin kardinálu κ. Množina

∆Aα = {γ < κ : (∀α < γ)γ ∈ Aα}

se nazývá diagonálńım pr̊unikem souboru 〈Aα : α < κ〉.
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Lemma 59

∆Aα =
⋂
{Aα ∪ (α+ 1) : α ∈ κ}

Lemma 60
Necht’ κ > ω je regulárńı kardinál a 〈Cα : α < κ〉 soubor množin uzavřených
neomezených v κ. Pak ∆α∈κ je uzavřená neomezená množina v κ.

Definice 50 (Regresivńı funkce)
Bud’ A množina ordinálńıch č́ısel, funkce f : A → On se nazývá regresivńı
na množině A, jestliž

(∀α ∈ A)(α > 0⇒ f(α) < α)

Věta 61 (Fodorova, pressing-down lemma)
Necht’ κ > ω je regulárńı kardinál, E ⊆ κ. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou pak
ekvivalentńı:

1. E je stacionárńı v κ

2. je-li f : E → κ regresivńı, pak existuje α < κ taková, že f−1{α} je
stacionárńı v κ

3. je-li f : E → κ regresivńı, pak existuje α < κ taková, že f−1{α} je
neomezená v κ

Definice 51 (Vlamova matice)
Bud’ κ nekonečný kardinál. Soubor množin 〈x(α, β) : α ∈ κ+, β ∈ κ〉 se
nazývá Vlamovou matićı na κ+, jestliže plat́ı následuj́ıćı:

1. (∀α < κ+)(∀β < κ) x(α, β) ⊆ κ+

2. (∀α < κ+)(∀β1 6= β2, β1, β2 < κ) x(α, β1) ∩ x(α, β2) = ∅

3. (∀β < κ)(∀α1 6= α2, α1, α2 < κ+) x(α1, β) ∩ x(α2, β) = ∅

4. (∀α < κ+) |κ+ \ ⋃
β<κ x(α, β)| ≤ κ

5. (∀β < κ) |κ+ \ ⋃
α<κ+ x(α, β)| ≤ κ

Věta 62
Pro každý kardinál κ ≥ ω Vlamova matice na κ+ existuje.

Důsledek (Fodor): Je-li λ = κ+ > ω, pak každou stacionárńı množinu
S ⊆ λ lze rozložit na λ disjunktńıch stacionárńıch množin.
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Definice 52 (Značeńı pro Ramseyovu větu)
Je-li X množina, označme [X]n = {κ : κ ⊆ X & |κ| = n}, kde n ∈ ω.

Splňuje-liH ⊆ X, že f � [H]n je konstatńı, pak ř́ıkáme, žeH je homogenńı
pro f .

Bud’te κ, λ, µ kardinály, r ∈ ω. Symbol κ −→ (λ)r
µ pak čteme jako

”
pro

každou množinu X, |X| ≥ κ, pro každé zobrazeńı f : [X]r → µ existuje
H ⊆ X, H je homogenńı pro f a |H| ≥ λ“.

Věta 63 (Ramsey)

∀n, k ∈ ω : ω −→ (ω)n
k

Věta 64
Pro každé přirozené č́ıslo r, n, k existuje přirozeńı č́ıslo N takové, že N −→
(r)n

k .

Věta 65
Pro každé přirozené č́ıslo r, n, k existuje přirozeńı č́ısloN takové, že pro každé
obarveńı f : [N ]n → k existuje homogenńı množinaH, |H| ≥ max{r,minH}.

Věta 66 (Gödel)

2ω 6−→ (3)2
ω

Věta 67 (Sierpinski)

2ω 6−→ (ω1)
2
2

Axiom 10 (Fundovanosti (regularity))

(∀a)(a 6= ∅ ⇒ (∃x)(x ∈ a & a ∩ x = ∅))

Definice 53 (Množina Vα)
Pro každý ordinál α definujeme množinu Vα transfinitńı rekurźı takto:

• V0 = 0

• Vα+1 = P(Vα)

• Vα =
⋃{Vβ : β < α} pro α limitńı
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Lemma 68
Pro každý ordinál α plat́ı:

1. Vα je tranzitivńı množina

2. je-li β < α, pak Vβ ≤ Vα

Věta 69
Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. axiom fundovanosti

2. univerzum je V =
⋃{Vα : α : α ∈ On}
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