Teorie mnozin (NAIL063) — definice a veéty

sepsal Vojtéch Horky
26. cervna 2008

Axiom 1 (Existence)
Existuje alespon 1 mnozina.

Axiom 2 (Existensionality)

(Va) (W) (W)t €x > tey) ==y

Definice 1 (Podmnozina, inkluze)
Rikdme, ze mnozina z je podmnozinou mnoziny y, zapisujeme x C vy, jestlize
plati:
V)t ex =t ey).
Rikdme, ze mnozina z je vlastni podmnozinou mnoziny y, zapisujeme
x C vy, jestlize plati:
(z Cy) & (z#y)

Lemma 1
1. x Cx,~(x Cx)
2. (xCy&yCz)=(zC2)
3. (xCy&yCz)=(xC 2
4 (zCy&yCz)=(rC=2)

ot

(zCy&kyCr)=a=y

Axiom 3 (Schema axiomu vydéleni)
Je-li p(x) formule neobsahujici volné proménnou z, pak formule

(Va)(F2)(Va)(z € 2 = (v € a &k o(x)))

je axiom teorie mnozin — axiom vydéleni pro formuli ¢*.

Mnozina z je axiomem vydélenf uréena jednoznaéné
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Definice 2 (Pranik a rozdil mnozin)
Pro mnoziny a, b prunikem rozumime mnozinu {z € a : z € b} = {z : z €
a& x €b} =anb (tj. podle axiomu vydeéleni p(z) =z € b).

Rozdilem pak nazyvame mnozinu a \ b = {z : 2 € a & = ¢ b} (p(x) =

x &b).

Definice 3 (Prazdna mnozina)
() je jedind mnozina spliujici (Va)(z ¢ 0). Nazgyvame ji prazdnd mnozina.

Definice 4 (Disjunktni mnoziny)
Rekneme, Ze mnoziny a, b jsou disjunktni, pokud a N b = 0.

Lemma 2
L =(Jy)(y € 0)

2. (Vx)(0 C x)

3.6 C0 <= z=10
Lemma 3

Va)a={z:z€a& x=ux}
Véta 4
—(3z) (V) (z € 2)
Axiom 4 (Dvojice)
(Va)(V0)(F2)(Vz)(r € 2 <= (x=a V = =10))

Definice 5 (Neuspoidadana dvojice mnozin)
Jsou-li a, b mnoziny, pak mnozinu sestavenou z prvku a, b nazveme neu-
sporadanou dvojici mnozin a, b, znac¢ime {a,b}.

Misto {a,a} piseme {a}.

Lemma 5
L e} ={y} <= z=y

2. {z} ={2,y} &= 2=y



3. {z,y} ={uv} = (a=w)&@y=0) V (z=0) & (y=u))

Definice 6 (Uspoifadana dvojice mnozin)
Usporadana dvojice mnozin a, b je mnozina {a,{a,b}}. Znacime (a, b).

Lemma 6
(a,b) = (u,v) <= (a=u&b=0v)

Definice 7 (Uspoiadané k-tice)

Necht k je pfirozené kladné éislo a jsou definovany mnoziny aq, as, - - - , az. Pak
uspotrddanou k-tici definujeme jako: (a1) = a; a indukéné (ay, aq, -, ax) =
<<a17 g, -+ ,ak—1>, Gk>~

Lemma 7

<af17"'>ak>:<b1a"'7bk> — (fll:bl& o & ag, = by)

Axiom 5 (Sumy)

(Va)(Fz)(Va)(z € 2 = (At)(wct&tea))
Uae={z:Bt)(zet&teca)}

Lemma 8
Bud a = {b,c}. Pak Ja={z:x €b V x €c}?

Definice 8 (Prinik mnozin)
Pro neprazdnou mnozinu a oznacme

Na={z:(W)(beca= zeb)}

Axiom 6 (Schema axiomu nahrazenf)
Je-li ¢ (u,v) formule jazyka teorie mnozin neobsahujici volné proménné z a
z, pak formule

(Vu) (Vo) (Vo) (o (1, v) & (i, w)) = v = w) =

= (Va)(32)(V2) (v € 2 <= (F)(t € a & (t,2)))

je axiom teorie mnozin, ktery nazyvame axiomeme nahrazeni pro formuli .

2V tomto pifpadé znacime | Ja = bUc



Definice 9 (Kartézsky soucin)
Bud'te a a b mnoZiny. Kartézsky sou¢in a x b mnozin a, b je mnozina

axb={{u,v) :u€a&vecb}

Definice 10 (Relace, funkce, definiéni obor a obor hodnot)
Binarni relace je mnozina R, jejimiz prvky jsou usporadané dvojice.
Definiéni obor relace R: dom(R) = {z : (Jy)(z,y) € R}
Obor hodnot relace R: rug(R) = {y : (3x){(z,y) € R}
Inverzni relace k R: R™' = {{y,z) : (z,y) € R}
Slozeni relaci R a S: So R = {(z,2) : (y){z,y) € R& (y,z) € S}

Mnozina f se nazyva funkce, je-li f relace, pro kterou plati:

(V€ dom(f))((y € rug(f) &y’ € rug(f) & (z,y) € f & (z,¢) € f) = y=1)

Definice 11 (Funkce prosté, surjektivni a bijektivni)
Funkce f : A — B se nazyva prostd, je-li f~! funkce.
Funkce f: A — B se nazyva surjektivni, je-li B = rug(f).
Funkce f: A — B se nazyva bijekce, je-li soucasné prosta a surjektivni.

Definice 12 (Uspofdadané mnoziny)
Ostie usporddand mnozina je dvojice {a,r), kde a je mnozina, r je relace,
r C a X a a r spliuje pro vSechna z,y, z € a:

o 1 je tranzitivni: ((z,y) € r & (y,2) € r) = (x,2) €r
e 1 je antireflexivni: (Vo € a)—(z,x) € r
Ostré usporadani nazyvame linearni, jestlize
(Vz,y € a)(r,y) e RV (y,x) e RV z =y
(a,r) je usporddand mnozina, z,y € a x,y jsou r-neporovnatelné pokud

(r,y) ¢ R& (y,2) ¢ R&w #y

Definice 13 (Isomorfismus)
Jsou-li R a S relace, R C a X a, S C b x b, fekneme, ze dvojice (a, R) je
isomorfni s (b, S) pokud existuje bijekce f : a — b takova, ze

(V,y € a)(z,y) € R < (f(2),[(y)) € S

Zobrazeni f se nazyva isomorfismus.



Definice 14 (Nejmensi prvek mnoziny)
Je-li r usporadani na mnoziné a, m C a, fekneme, ze x € je nejmensi prvek
mnoziny m, pokud

rem& (Vy)lyem=(x=y V xry))

Rekneme, Ze uspofadani r na mnoziné a je dobré ((a, r) je dobie uspofddana
mnozina) pokud kazda nepréazdnd m C a mé r-nejmensi prvek.

Je-li (a,r) uspofddand mnozina, € a budeme znacit («—,x) mnozinu
{y 1y € a & yrx} (pocatecni tsek urceny x).

Lemma 9
Je-li {(a,r) dobte uspofddand mnozina, x € a, pak (a,r) neni isomorfni s

(=), 7).

Lemma 10
Jsou-li (a,r) a (b, s) isomorfni dobfe usporddané mnoziny, pak mezi nimi
existuje jediny isomorfismus.

Véta 11
Bud'te {a,r) a (b, s) dvé dobie uspofddané mnoziny. Pak nastdvd pravé jedna
z nasledujicich moznosti.

1. {(a,r) isomorfni s (b, s)
2. existuje z € a, ze ((«—,z),r) je isomorfni s (b, s)
3. existuje y € b, ze (a,r) je isomorfni s ((«,y), s)

Definice 15 (Tranzitivni mnozina)
Mnozina x se nazyva tranzitivni, jestlize plati

V) (ycx=yCux)

Ekvivaletné
V) (V2)(yex & ze€y) = 2z €x)

Definice 16 (Ordinal)

Mnozina x se nazyva ordindl, je-li tranzitivni a dobie usporadana relaci ,,€“.

Véta 12 (O ordindlech)
1. Je-li z ordindl a je-li y € x, pak y je ordindl a y = ((«—,y), € )
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2. Jsou-li z a y ordindly a x = y, pak x = y (jedine¢nost isomorfismu)

3. Jsou-li z a y ordindly, pak plati pravé jedna z moznosti x € y, y € z,
rT=1y

4. Jsou-li z, y, z ordindly, x € y ay € z, pak xz € 2

5. Je-li ¢ neprazdnd mnozina ordinalu, pak ma nejmensi prvek:
(Fzrec)Vyec)(zey V x=y)

Véta 13 (Burali-Fortitv paradox)

—(32)(Vx)(z ordindl = x € 2)

Lemma 14
Je-li @ mnozina ordinalt a plati-li (Vz € a)(Vy € x)y € a (ekv. a je tranzitivni
mnozina ordinalu), pak a je ordindl.

Véta 15 (O isomorfismu dobie usporiddané mnoziny a ordinalu)
Je-li {(a,r) dobfe usporddand mnozina, pak existuje pravé jeden ordindl d,
takovy ze (a,r) = (d, €).

Definice 17 (Typ (a,r))
Je-li (a,r) dobfe usporddand mnozina, typ (a,r) je (jediny) ordindl ¢, ze
(a,r) = (c, €).

Znaceni: o < 3 bude slouzit misto a € 3

Znaceni: a < (3 bude slouzit misto (a« € B V a =)

Definice 18
Je-li x mnozina ordindlu, ozna¢me sup(z) = Jz.
Pokud x # (), ozna¢me min(z) = N z.

Lemma 16
1. Pro ordindly «, g plati: a < <= a C (.

2. Je-li x mnozina ordindlu, pak sup(z) je nejmensi ordindl, ktery je vétsi
nebo roven nez vsechny prvky mnoziny x. Podobné, je-li x # () mnozina
ordindlu, pak min(z) je nejmensi prvek mnoziny z.



Definice 19 (Ordindlni naslednik)
Pro ordinal «, ordindlni naslednik je

S(a) =aU{a}

Lemma 17
Je-li a ordindl, pak S(«a) je ordindl, o < S(a) a

(VO)(# < S(a) <= B<a)

Definice 20 (Izolovany a limitni ordinal)
Ordindl « se nazyva izolovany pokud existuje ordinal 3, ze a = S(/) nebo

a=0.

Pokud ordindl « neni izolovany, pak se nazyva limitni.
Definice 21 (Pfirozena ¢isla)
0=0, 1=5(0), 2= 5(1),...
Ordindl « je ptirozené ¢islo, jestlize
(VB)(B < a = [ je izolovany)
w je mnozina vsech pfirozenych cisel.

Axiom 7 (Nekonecna)

(Fz)D ez & (Vy)(y € = S(y) € 1))

Lemma 18
Mnozina x zaru¢ena axiomem nekonec¢na obsahuje vSechna pfirozend ¢isla.

Lemma 19 (Vlastnosti w)
e wje ordinal

e vsechny ordindly mensi nez wjsou izolované
e wje limitni ordinal
e wje nejmensi limitni ordinal

Véta 20 (Peanovy axiomy)
l.0cew



2. (Vnew)S(n) ew
3. (Vn,m € w)(n #m= S(n)# S(m))
4. axiom indukce:

(‘v’x)(mgw:(OEm&(Vn)(nEmﬁS(n)Ex)):x:w)

Definice 22 (Ordindlni soucet)
Bud'te o, 3 ordindly. Ordinaln{ soucet:

a+ 0 =typ{a x {0} U3 x {1}, R)
kde R = {{(€.0),(n,0)) : € < n < a}U{UED) (1)) - € <y < B}U
{((6,0),(n,1)) : € < a,n < B}

Lemma 21
Pro libovolné ordinaly «, (3, v plati:

L a+B+7y)=(a+8)+~

2. a+0=«a

3. a+1=5(a)

4. a+ S(B) = S(a+ )

. je-li B limitni ordinél, pak o + = sup{a + &,£ < B}

ot

Definice 23 (Ordinalni souéin, lexikografické usporadani)
Jsou-li o, B ordinaly, pak

a-ﬁ: <ﬁ>< O-/,<LEX>
kde <pgx se nazyva lexikografické uspotadni a je definovano

(&,m) <pex (¢,0) kde £, € Ban,d € a pokud £ < ( nebo (£ =( & n <)

Lemma 22
Pro libovolné ordinaly «, 3, v plati:

La-(B-7)=(8) 7



a

a-S(B)=a-f+5
. je-li B limitni ordindl, pak « - 5 = sup{a - &,& < B}

ot

6. a-(B+7)=a-B+a-y

Definice 24 (Mohutnosti mnozin)
Bud'te a, b mnoziny.

1. Rekneme, Ze mohutnost mnoziny a je mensi nebo rovna mohutnosti
mnoziny b (a je subvaletni b), jestlize existuje prosté zobrazeni z mnoziny
a do mnoziny b. Znac¢ime a < b.

2. Rekneme, ze mohutnost mnoziny a je rovna mohutnosti mnoziny b,
pokud ex. bijekce mezi mnozinami a a b. Znac¢ime a = b.

3. Rekneme, 7e mohutnost mnoziny a je ostie mensi nez mohutnost mnoziny
b, pokud a = b & —(a =~ b). Znacime a < b.

Lemma 23
l. 2~z

2.rRy=>>y=xz

3. (rmy&kyr~z)=>rxz
4. v <«x

5. (zjy&y=z)=x=<z2

Véta 24 (Kantor-Bernstein)

(a=<b&b=a)=arb

Definice 25
Bud A mnozina. Pokud na A existuje dobré usporadéani, bud |A| nejmens
ordindl «, pro ktery je A ~ a.



Definice 26 (Kardinal)
Ordindl «r se nazyvé kardinél (kardindlni ¢islo), pokud o = |«|. Ekvivalentné,
a je kardinal prave kdyz

(VB)(B <a==(f=a))

Lemma 25
Bud'te «, 8 ordindly. Je-li |a| < 8 < a, pak |3] = |a.

Lemma 26
Je-li n € w, pak

l.n¥n+1
2. Va)lam=n=a=n)
Dusledek: wje kardinél a kazdé n € w je kardindl.

Definice 27 (Koneénd, spocetnd a nespocetnia mnozina)
Mnozina A je koneénd, pokud |A| < w.

Mnozina A je spocetnd, pokud |A| < w.

Mnozina A je nespocetnd, pokud neni spocetna.

Definice 28 (Scitani a ndsobeni kardindala)
Jsou-li k a A kardinaly, pak

KBA=|rx{0}UXXx {1}
KX =|k X Al

Lemma 27
Pronm<w,n®m=n+m<wan®m=n-m<w.

Lemma 28
Kazdy nekonec¢ny kardinal je limitni ordinal.

Véta 29
Je-li k nekonecny kardinal, pak x ® kK = k.

Definice 29
Mnozina k®k je usporadand maximolexograficky (a, 3,7,0 € k) (@, 5) <ImLEx
(7, 0) jestlize max{c, } < max{~,d} nebo max{a, f} = max{v,d} & (o, f) <ppx

(v,9)
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Axiom 8 (Potence)

(Va)(3z)(Vz)(xr Ca=x € 2)

Definice 30 (Potenéni mnozina)
Poten¢ni mnozina mnoziny a je P(a) = {z: x C a}.

Véta 30 (Cantor)
Pro kazdou mnozinu z, x < P(z).

Véta 31

(Va)(a je ordindl = ((3k)k je kardindl & k > a))

Definice 31 (Limitni kardindl a néaslednik)

Je-li a ordinél, a™ je nejmensi kardinal vétsi nez «. Kardindl x je néslednik,
pokud existuje « pro které xk = a*, v opactném piipadé nazyvdme x limitn{
kardinal.

Definice 32 (Ttidy)
e Tiida vsech ordindlu: On = {z : x je ordinal}

e Univerzalni tiida: V = {z : 2 =z}
e Tiida vsech kardinalu: Cn = {z : z je kardindl}

Véta 32 (Transfinitni indukce)
Je-li C'C On, C' # 0, pak C' ma nejmensi prvek.

Véta 33 (Transfinitni rekurze)
Je-li F:V — V pak existuje jedind G : On — V takova, ze

(Va)(G(a) = F(G | o))

Definice 33
Pro ordindly « je funkce R, (= w,) definovana transfinitni indukeci takto:

NOZWOZW

(Wa)Jr = Wa+1 = NaJrl

Pro v € On, ~ limitni je

N, =w, =sup{wg : f <7}
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Lemma 34
1. Kazdy w, je kardinal.

2. Kazdy nekoneény kardinal je roven néjakému w,
3. Proa < B jew, <wg

4. w, je limitni kardindl pravé kdyz o je limitni ordindl, w, je kardinalni
naslednik pravé kdyz a je ordinalni néslednik

Definice 34 (Kartézsky soucin)
Necht a je mnozina, (r;,t € a) je soubor mnozin. Kartézskym soucinem
nazyvame mnozinu

Iz = {f : f je funkee ;dom(f) =a & ((VE)t € a = f(t) € xt)}

t€a

Definice 35 (Rozklad mnoziny)
Rikdme, ze mnozina r je rozkladem mnoziny z, je-li x =Jr, 0 # r a

(Vu,v)((uer&vGr&u#v)ﬁuﬂvzo)

Definice 36 (Princip vybéru)
Pro kazdy rozklad » mnoziny x existuje mnozina y C x, pro kterou plati

(Vuer)(3Ft e x)ynu={t}

Definice 37 (Selektor)
Funkce f definovana na mnoziné x, ktera spliuje

(yex&y#0)=fly) €y

se nazyva selektor na mnoziné x.

Axiom 9 (Vybéru - Axiom of choice (AC))
Na kazdé neprazdné mnoziné existuje selektor.

Lemma 35
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. axiom vybéru

2. princip vybéru
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3. pro kazdou relaci s existuje funcke f takovd, ze f C s & dom(f) =
dom(s)

4. je-li x # 0 a pro vSechna t € x je y; # 0, pak [T, yt # 0

Véta 36
(AC): sjednoceni spoc¢etného souboru spocetnych mnozin je spocetnd mnozina

Definice 38 (Retézec)
Bud (a, <) uspofddand mnozina, ¢ C a. Mnozinu ¢ nazveme fetézcem, pokud
¢ v usporadani < je uspotradana linearné.

Definice 39 (Horni mez, maximalni prvek)
Necht (a, <) je uspofddand mnozina, d C a. Prvek @ € a se nazyvéa horni
mez{ mnoziny d, jestlize (Vy € d)y < z.

Prvek z se nazyva maximalnim prvekem mmnoziny d, jestlize x € d a
soucasné (Vy € d)(y #x = —(y > z))

Lemma 37 (Zornovo-Kuratowského, Zornovo, princip maximality)
Necht (a, <) je uspofddand mnozina takova, ze kazdy fetézec v a m4 horni
mez. Pak pro kazdé x € a existuje m € a, ze m je maximalni prvek mnoziny
aax<m.

Véta 38
Z principu maximality plyne: pro kazdé dvé mnoziny M, N plati bud M < N
nebo N <X M.

Véta 39 (Zonmelova, princip dobrého uspoiadani)
Na kazdé mnoziné m existuje relace r, ze (m, r) je dobfe usporddand mnozina.
(Kazdou mnozinu lze dobfe usporadat.)

Véta 40
Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. axiom vybéru
2. princip maximality
3. princip dobrého usporadani

Dusledky:
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1. (AC): pro kazdou mnozinu A, mnozina |A| existuje
2. (AC): je-li A nekonetnd mnozina, pak A~ A x A~ A x {0,1}

3. (AC): kazdou nekoneénou mnozinu lze rozlozit na nekonetné mnoho
nekonecnych casti

4. (AC): pokud A, B jsou mnoziny a existuje surjektivni f : A — B, pak
B < A.

Definice 40
Jsou-li A, B mnoziny, budeme znacit

AB ={f: f je funkce, f : A — B}
Podle (AC): pro kardindly s, \: & = |*x|.

Veéta 41
(AC): bud'te k, A kardinaly, k > 2, A > w, k < \. Pak

WA=\ = )

Definice 41 (Kofindlni zobrazeni)
Budte «, 8 ordindly, f : o — (3. Rekneme, Ze f zobrazuje o do 8 kofinalné
(f je kofinalni zobrazeni), jestlize

(Vn € B)(3€ € a)n < f(§)

Definice 42 (Kofinalita)
Pokud je § ordindl, pak kofinalita 3 (cf(/3)) je nejmensi ordinél « takovy, ze
existuje kofinalni zobrazeni f : a — (3.

Lemma 42
Existuje kofinalni zobrazeni f : cf(3) — [, které je ostie rostouci.

Lemma 43
Bud'te o a 3 ordinaly, necht existuje kofindlni ostie rostouci zobrazeni f :
a — (. Pak cf(a) = cf(9).

Dusledek: cf(cf(3)) = cf(5)

Lemma 44
Pro kazdy limitni ordindl (3, cf(/3) je kardinAl.
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Definice 43 (Reguldrni a singuldrni kardindl)
Kardindl k je regularni, je-li cf(k) = k.
Pokud cf(k) < k tikdme, Ze k je singularni.

Lemma 45
w je regularni kardindl.

Lemma 46
(AC): je-li k > w kardindl, pak k* je reguldrni.

Lemma 47
Je-li o limitni ordindl, pak cf(w,) = cf(«).

Lemma 48 (Ko6nigovo)
(AC): necht x, A jsou kardinaly, k > w, A > cf(k). Potom x* > k.
Dusledek: Je-li A > w kardinal, pak cf(2*) > \.

Véta 49 (Hypotéza kontinua)
2% = w1
Zobecnénd hypotéza kontinua (GCH):
(Va)2% = waq1

Lemma 50
(AC) + (GCH): necht x,\ > 2 jsou kardindly a alesponl jeden z nich je
nekonecny. Pak plati:

1. je-li k < A, pak 6T = AT
2. je-li cf(k) < X\ <k, pak k* = kT
3. je-li A < cf(k), pak k* = &

Definice 44
(AC): Bud I # ) indexovd mnozina, pro kazdé ¢ € I bud x; kardinaln{ ¢fslo.

Definujme
> k= ’ U ki x {z}‘

iel iel
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Véta 51 (Konigova nerovnost)
(AC): Je-li I # () a pro kazdé i € I jsou k; a \; kardinaln{ ¢isla, k; < \;, pak

Z,‘ii <H)\i

el icl

Véta 52 (Hausdorffova formule)
(AC): Jsou-li k, A nekonecné kardindly, pak

(k") =kT @Kk

Definice 45 (Césteény selektor, pokryti podmnoziny, filtrované prodlouzeni)
Méjme (indexovany) soubor mnozin A = (A; : i € I).
Céastecny selektor na souboru A je zobrazeni f takové, ze dom(f) C I a
Vielje f(i) € A,
Bud S mnozina ¢dstecnych selektortt souboru A. Rikdme, ze S pokryva
konecné podmnoziny mnoziny I, jestlize pro kazdou konecnou u C [ existuje
f €S zeuC dom(f).
Zobrazeni g se nazyva filtrovanym prodlouzenim mnoziny ¢astecnych se-
lektoru S, je-li

dom(g) =1 a (Vu C I,u konecnd)(3f € S) f [u=g¢ [ u

Véta 53 (Princip kompaktnosti)

Je-li A = (A; : i € I) soubor koneénych mnozin, pak kazdy systém ¢dstecnych
selektort, ktery pokryva konetné podmnoziny mnoziny I, ma filtrované pro-
dlouzeni.

Lemma 54 (O tfech mnozinach)

Necht f : M — M je takové, Ze pro viechna x € M je f(x) # z. Pak
M = MyU M, U My, M; " M; =0 pro i # j a pro vsechna ¢ = 0, 1,2 plati,
ze fIM;]NM; =10

Véta 55 (Rado)
Necht (L, <) je linedrn{ usporadni, J soubor intervalu v L a

necewVeelLl|{JeJ:xeJ}|<n

Pak 7 =7 UJU---UJ, kazdé J; je disjunktni soubor.
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Lemma 56 (O disjunktnim zjemnéni, Bernstein, Menger, Sierpinski)
Bud s nekone¢ny kardinal, bud'te (A,,« € k) mnoziny, pro kazdé a € & je
|As| = K.

Pak existuje soubor {B,, : a € k} takovy, ze

1. Va € K)|Ba| =k
Q.Q%ﬁBaﬂBQZQ
3. (Vaer)B, C A,

Definice 46 (A-systém)
Systém mnozin A se nazyva A-systém jestlize existuje mnozina K takova,
ze pro kazdé Ay, A1 € A, Ay 7é A pak AgNA; = K.

Mnozina K se nazyva jadro A-systému.

Lemma 57 (A-systém)
Necht A je nespocetny systém koneénych mnozin, |A| je regularni kardinal.
Pak existuje A-systém B < A, |B| = | A|.

Definice 47 (Omezena a uzaviena mnozina)
Bud § linedrni ordinal.

Rikédme, ze mnozina A C § je neomezend v 4, jestlize (Vo < 6)(36 €
A < f.

Rikdme, Ze mnozina A C § je uzaviend v 6, jestlize pro kazdé a < §), o
limitni, plati sup(ANa)=a=ac A

Rikdme, ze mnozina A C § je uzaviena neomezend v 4, jestlize je soucasné
uzaviena a neomezena.

Lemma 58
Necht § je limitn{ ordindl, c¢f(d) > w. Je-li 7 < cf(d) a {ce : € < 7} soubor
uzavienych neomezenych v 0, pak N{c¢ : & < 7} je uzavieny neomezeny v 4.

Definice 48 (Staciondrni mnozina)
Bud ¢ ordinél, cf(d) > w, S C 4. Rekneme, Ze mnozina S je staciondrni v 6,
jestlize pro kazdou C' C ¢, C' uzavienou neomezenou v 4 plati: S N C # (.

Definice 49 (Diagondlni prunik)
Bud & kardindl, (A, : a € k) soubor podmnoZin kardindlu x. Mnozina

AA, ={y<r:Va<y)y e A}

se nazyva diagonalnim prunikem souboru (A, : a < k).
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Lemma 59

Ad,=N{AuU(a+1):a €k}

Lemma 60
Necht £ > w je reguldrni kardindl a (C, : o < k) soubor mnozin uzavienych
neomezenych v k. Pak A,¢, je uzaviena neomezend mnozina v k.

Definice 50 (Regresivni funkce)
Bud A mnozina ordinalnich &isel, funkce f : A — On se nazyvé regresivni
na mnoziné A, jestliz

(Va € A)(a > 0= f(a) < o)

Véta 61 (Fodorova, pressing-down lemma)
Necht x > w je reguldrni kardindl, £ C k. Nésledujici tvrzeni jsou pak
ekvivalentni:

1. E je stacionarni v k

2. je-li f: E — k regresivni, pak existuje a < k takovd, ze f~1{a} je
staciondrni v K

3. je-li f: E — k regresivni, pak existuje a < s takova, ze f~{a} je
neomezena v s
Definice 51 (Vlamova matice)

Bud x nekonecny kardindl. Soubor mnozin (z(o,3) : a € k7,3 € k) se
nazyva Vlamovou matici na k%, jestlize plati nasledujic:

1. (Va < k) (Y8 < k) z(a, ) C K+
2. Voo < kT)(VB1 # B, P12 < k) x(a, f1) Nx(a, B2) =0
3. (VB < k) (Vo # ag, ag,as < k1) z(aq, B) Nx(ag, 5) =0
4. (Va < &) |57\ Uper 2(a, B)] < 5
5. (VB < k) |KT \ Uneyr (e, B)| < K

Véta 62
Pro kazdy kardindl x > w Vlamova matice na ™ existuje.

Dusledek (Fodor): Je-li A = k* > w, pak kazdou staciondrni mnozinu
S C X lze rozlozit na A disjunktnich stacionarnich mnozin.
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Definice 52 (Znaceni pro Ramseyovu vétu)
Je-li X mnozina, ozna¢me [X|" = {r: k C X & |k| =n}, kde n € w.
Spliuje-li H C X, ze f | [H|" je konstatni, pak fikdme, ze H je homogenni
pro f.
Bud'te x, A, ¢ kardinély, r € w. Symbol xk — (A);, pak ¢teme jako ,,pro
kazdou mnozinu X, |X| > k, pro kazdé zobrazeni f : [X]" — p existuje
H C X, H je homogenni pro f a |H| > \“.

Véta 63 (Ramsey)

Vnkew: w— (W)}

Véta 64
Pro kazdé ptirozené cislo r, n, k existuje pfirozeni ¢islo N takové, ze N —
(r)k-

Véta 65
Pro kazdé prirozené ¢islo r, n, k existuje prirozeni ¢islo N takové, ze pro kazdé
obarveni f : [N]|" — k existuje homogenni mnozina H, |H| > max{r, min H }.

Véta 66 (Godel)
29 /= (3);
Véta 67 (Sierpinski)
29 7= (w1);
Axiom 10 (Fundovanosti (regularity))
(Va)(a# 0= Bz)(z€a&ana=0))

Definice 53 (Mnozina V)
Pro kazdy ordinal « definujeme mnozinu V,, transfinitni rekurzi takto:

o 1,=0
® Vatl = P(Va)

o V, =U{Vs: 0B < a} pro a limitni

19



Lemma 68
Pro kazdy ordinal « plati:

1. V, je tranzitivni mnozina
2. je-li B <, pak V3 <V,

Véta 69
Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. axiom fundovanosti

2. univerzum je V = {V, : a:a € On}

20



