Axiomy VL:

Al (A—(B— A))

A2 (A— (B —0))—[(A— B)—(A—C)]
A3 (=B —-A)—(A— B)

A, A—B/B
V) A— A

Veta o dedukci
Necht T je mnozina formuli a necht A, B jsou formule, potom T |-
A— B prive kdyz T, A |- B

(v2) ~A—(A— B)

(V3) —A— A

(v4) A—mA

(v5) (A— B)—(-B—-A)
(v6) A= (-B — ~(A— B))
(V7) (~A— A)— A

«Con(T) = {AIT |- A}
*T < Con(T)

*Je-1i T < S potom Con(T) < Con(S)
* Con(Con(T)) = Con(T)

* TI-A préve kdyZ T, -A je spornd

Necht' T je maximélni bezespornd mnozina a A, B jsou formule.
*je-li T |- A, potom Ae T

* T je spornd prave kdyz T |- p & —p pro nejakou vyrokovou
promennou

« pro kazdou formuli A, prave jedna z formuli A, -A je prvkem T
* A&BeT préive kdyz AcT a Be T

* AvBeT prive kdyZ A nebo B ndlezi do T

Veta (Lindenbaum)
Kazdnou bezespornou mnozinu formuli T lIze rozsirit do maximalni
bezesporné mnoziny S, TCS.

Veta o bezespornosti a splnitelnosti
Je-li T mnoZina formulf vyrokové logiky, potom T je bezespornd,
prave kdyz je splnitelnd.

Vety o dplnosti.

Je-li T mnozina formuli, A formule, potom plati

() T Aprave kdyz T I= A

(ii) - A prave kdyz |I= A

Z(ii) plyne, Ze A je vetou vyrokové logiky, préve kdyz A je
tautologie.

Veta o kompaktnosti.

Mnozina formuli T je splnitelnd, prave kdyz je splnitelnd kazda
konecnd podmnozina mnoziny T.

Dusledek: Je 1i T |= A pak existuje konecnd podmnoZina T‘CT
takové ze T'l=A

A&B |- A; A&B I- B; A, B |- A&B

(i) - A & (A& A) (idempotence)

(i) - (A& B) < (B& A) (komutativnost)

(iii) I- (A& B)&C) < (A&(B&Q)) (asociativnost)
(iv) = (Aj—=...(A;—B)...)) & ((Ai&...&A,) —B)

Véta o ekvivalenci.

Necht formule A” vznikne z formule A nahrazenim

nékterych vyskyti podformuli A,....,A, formulemi A*,...,A’,. Je-li
= Ar o Al = Ay Al potom - A & A

de Morganova pravidla.
(i) - (A& B) <> (- Av-B)
(ii) -~ (AvB) < (- A&~ B)

Disledek.

(i) - A — (AvB), |- B — (AvB) (monotonnost)
(ii) I- A <> (AvA) (idempotence)

(iii) I- (AvB) «> (BvA) (komutativnost)

(iv) I= ((AVB)vC) « (Av(BVC)) (asociativnost)

Lemma o ditkazu rozborem piipadi.
Je-li T mnozina formuli a A, B, C jsou formule, potom
T, (AvB) |- C pravé kdyz T, AI-CaT,BI- C

Distributivnost konjunkce a disjunkce
(i) I- (AV(B&C)) < ((AVB)&(AVC))
(ii) I- (A&(BVC)) < (A& B)V(A&C))

Véta o normalnich tvarech.
Ke kazdé formuli A lze sestrojit formule Ay, Ay v konjunktivnim a
disjunktivnim tvaru, tak Ze - A & Acal- A & Ay

(i) Kazdd proménnd je term.

(ii) Je-li f n-drnf funkéni symbol a vyrazy ti....,t, jsou termy, potom
vyraz f(t,...,ta) je term.

Termy jsou definovdny kone¢nym poctem uZiti pravidel (i) a (ii).
Tedy jsou to kone¢na slova.

(i) Je-li p n-drnf predikdtovy symbol, potom vyraz p(ti....,t») kde
th,-...ta jsOU termy, je (atomickd) formule.

(ii) Jsou-li vyrazy A, B formule, potom vyrazy —A, (A& B), (AvB),
(A — B), a (A < B) jsou také formule.

(iii) Je-li x proménnd a A formule, potom vyrazy (Vx)A a (3x)A
jsou formule.

Necht t je term a A je formule.

(i) Podslovo s termu t, které je samo termem nazveme podtermem
termu t. Podslovo B formule A, které je samo formuli nazveme
podformuli formule A.

(ii) Dany vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, je-li soucdsti
né&jaké podformule tvaru (Vx)B nebo (3x)B. Neni-li dany vyskyt
proménné x vdzany, fikdme, Ze je volny.

(iii)) Rikdme, Ze proménnd x je volna ve formuli A, mé-li tam volny
vyskyt. Proménnd x je vazana v A, ma-li tam vézany vyskyt.

(iv) Formule A je otevi ji
proménnou. A je uzaviend, neobsahuje-li 74
proménnou.

Interpretace jazyka je definovdna mnoZinovou (rela¢ni) strukturou
M kterd ke kazdému symbolu jazyka a k mnoZiné proménnych
piifadi mnoZinu individui. Rela¢ni struktura M obsahuje

* neprdzdnou mnoZinu M pro individua.

« zobrazen{ fy:M"—M pro n-drni funkéni symbol f

« relaci pucM pro kazdy n-drni predikdt p

f) ije tvaru(3x)B a M I= B[e(x/m)] pro néjaké me M.
(ii) Rikdme, Ze formule A je pravdiva v M a pifeme M I= A, je-li A
spInéna v M pii kazdém ohodnoceni proménnych.

Rikdme, Ze formule je validni (platn4) nebo logicky pravdivi a
piseme |= A, jestlize je pravdivé pfi kazdé interpretaci daného
jazyka. Tedy I= A pravé kdyz M I= A pro kazdou interpretaci M.

(IX)A je zkratka za formuli ~(Vx)-A.

Formdlni systém predikétové logiky bez rovnosti.

Axiomy pro kvantifikétory.

Schéma specifikace. Je-1i A formule, x proménnd a t je term, potom
formule (Vx)A — A,[t] je axiom specifikace predikdtové logiky.
Schéma ,,preskoku‘. Jsou-li A, B formule a je-li X proménnd, kterd
nemd volny vyskyt ve formuli A, potom formule
(Vx)(A—B)—(A—(¥x)B) je axiom predikitové logiky.

Odvozovaci pravidla.
Modus ponens: A, A— B/B
Pravidlo generalizace: A / (Vx)A pro libovolnou proménnou x.

Zakladni véty o kvantifikatorech.

Pravidlo zavedeni V.

Nemd-li proménnd x volny vyskyt ve formuli A a |- A—B potom |-
A—(Vx)B

Pravidlo substituce, Pravidlo zavedeni E.

(i) = Adlt] —» @A

(ii) Je-li - A — B a x neni volnd v B, potom také |- (3x)A — B.

Specifikace a substituce.

Je-li A formule, Xi,...,X, proménné a ty,....t , termy, potom plati
(@) (VX1)yeee, (VXA = Ay Xa[t,e ta]

(ii) AX1yeensXn [t ta] = @X0),ec @X0)A

Uzavér formule

Jsou-li viechny proménné s volnym vyskytem ve formuli A v
né&jakém poradi, potom formuli (¥x)... (¥X»)A nazveme uzavérem
formule A.

Véta o uzavéru.
Je-li A” uzdvér formule A, potom plati |- A prévé kdyz - A”

Lemma o distribuci kvantifikatori
Je-li I- A — B, potom |- (Vx)A — (Vx)B a |- (3x)A — (3x)B

Véta o ekvivalenci.

Necht' formule A” vznikne z formule A nahrazenim nékterych
vyskytii podformuli Bi....,B, po fadé formulemi B*,,...B’s. Je-li |- B,
< B'y,..., - By < B, potom |- A & A"

Rikdme, 7e formule A” je variantou formule A, jestlize A” vznikne
z A postupnym nahrazenim podformuli (Qx)B formulemi kde y neni
volnd ve formuli B a Q je univerzélni nebo existenéni kvantifikdtor.

Véta o variantich
Je-li A” variantou formule A, potom |- A <> A"

Véta o dedukei
Necht’ T je mnozina formuli, A je uzaviend formule a B je libovolna
formule. Potom T |- A — B pravé kdyz T, Al- B.

Véta o konstantich

Necht' T je mnoZina formulf jazyka L a A je formule jazyka L.
Necht’ Xi,....Xa jsou proménné. Necht’ jazyk L” vznikne rozsifenim L
0 nové symboly ci,...,c, pro konstanty. Potom plati T |-L*
AXi,....Xa[Cl,....Ca] prave kdyz T I-L A

Konstanty a Véta o dedukci.

Chceme-li dokdzat implikaci A — B z T a A md volné proménné
Xi,....Xn, TOZSTFime jazyk o nové konstanty ci,....c,. Staéi dokdzat T,
AXiyeooXa[ClyensCa] - BXy,e,Xa[ChyniCa] @ 2 VELy 0 dedukei a Vety o
konstantich dostaneme T |- A — B.

Disledek.
Je-li A" uzavér formule A a T je mnoZina formuli, potom T |- A,
praveé kdyz TU{—=A"} je spornd.

Formule A je v prenexnim tvaru, jeli A = (Qixy)...(QuX,)B

B je oteviend formule a kvantifikované proménné jsou navzdjem
rizné. Formule B se nazyv oteviené jadro A a posloupnost
kvantifikaci pfed B se nazyvé prefix.

Véta o prenexnich tvarech
Ke kaZdé formuli A lze sestrojit formuli A”, v prenexnim tvaru,
kterd je s ni ekvivalentni.

Prenexni operace.

Pro libovolné formule B, C, kvantifikitor Q a proménnou x plati

a) v piipadé potieby nahradime né&jakou podformuli jeji variantou (ta
je s ni ekvivalentni).

b) I- 7(Qx)B « (Qx)-B

¢) I- (B — (Qx)C) « (Qx)(B — C), pokud x neni volnd v B.

d) I- ((Qx)B — C) < (Qx)(B — C) , pokud x neni volnd v C.

e) - (Qx)B 0 C) < (Qx)(B ¢ C), pokud x neni volnd v C.

Symbol ¢ zastupuje konjunkei nebo disjunkci.

Schema axiomi identity.
Je-li x proménnd, pak ndsledujici formule je axiom identity x = x
(R1) {Leibnitziv axiom}

Schema axiomii rovnosti pro funkce.

Je-li f n-drni funkéni symbol, a Xi.....Xa @ Yi,....Ya jsou proménné,
potom nasledujici formule je axiom rovnosti pro funkce.

Xi=Y1 = o Xe=Ya = (X1 Xa)=H(Y 1o Y0) (R2)

Schema axiomii rovnosti pro predikaty.

Je-li p n-drnf predikdtovy symbol, a Xi.....x, a yl.....ya jsou
proménné, potom ndsledujici formule je axiom rovnosti pro
predikdty. Xi=y; — ..X=Ya = P(X1,.ce.Xa)=P(¥1s...¥n) (R3)

Elementirni vlastnosti rovnosti.
O rovnosti se predpokldda, ze je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
l-x=X,l-x=y—>y=xl-y=x—>y=z—-x=z

Zikladni véta o rovnosti.

Necht T je mnoZzina formuli a ti,...ts a si,...,S, jsou termy pro, které
plati Tl=ti=s;,..Tlt,=s,

(i) Je-li t term a term s z n&j vznikne zam&nou nékterych vyskytd
termi ti odpovidajicimi termy si, potom T I-t=s

(ii) Je-li A" formule, kterd vznikne z formule A zdménou nékterych
vyskyti termi ti odpovidajicimi termy si ne viak bezprostiedné za

i termu t pii d e
tle] = e(x), je-li t proménnd x
tle] = fu(tilel.....ta[e]), je-li t tvaru f(t,...,t)

tle]. D

Tarského definice pravdy

Necht' L je jazyk, M jeho interpretace, e pravdivostni ohodnoceni a
A je formule jazyka L.

(i) Rikdme, Ze A je splnéna v M pii ohodnoceni e a piseme M I=
Ale] jestlize (indukci podle sloZitosti A)

a) A je atomickd , kde p neni rovnost. Potom M |= Ale] , jestlize
(tfe],....tz[e]) €pu

b) A je atomickd, A = t;=t; a ti[e]=t:[e]

) A je tvaru =B a M I# B[e].

d) A je tvaru B — C a M I#B[e] nebo M |= C[e].

Je-li e ohodnoceni proménnych, x je proménnd a m je prvek z
domény M, pe énéné ohod i e(x/m) i
e(x/m)(y)=m, je-li y=x nebo =e(y), je-li y=/x

e) A je tvaru(Vx)B a M |= B[e(x/m)] pro kaZdé me M.

k dtorem, potom T |- A= A

Teorie prvniho Fadu.

Je-li L jazyk prvniho fddu a T mnoZina jeho formulf, fikdme, Ze T je
teorie prvniho fddu s jazykem L. Formulim z mnoZiny T fikdme
specidlni axiomy teorie T. Predikatova logika je zvlaStnim pfipadem
teorie prvniho fddu, kterd nemd Zidné specidlni axiomy.

(i) Je-1i T teorie s jazykem L a M je interpretace jazyka L, fikdme,
Ze M je modelem teorie T a piSeme M |= T, jestlize kazdy specidlni
axiom teorie T , tedy kazda formule z T je pravdivd v M.

(ii) Rikdme, 7e formule A je sémantickym disledkem teorie
(mnoziny) T a piSeme T |= A, jestlize A je pravdiva v kazdém
modelu teorie T .

Jazyk elementarni aritmetiky obsahuje rovnost a specidlni

symboly 0, S, +, * kde
+ 0 je konstanta pro nejmensi pfirozene &islo,

* S je undrni funkéni symbol pro ndsledujici pfirozené ¢islo S(x) =
x+1

*+a % jsou bindrni funkéni symboly pro operace séitani a ndsobeni.

Elementirni aritmetika m4 tyto specidlni axiomy
S(x) #0

Sx)=S(y) > x=y

x#0 — 3y)(S(y) =x)

x+0=x

X+S(y)=S(x+y)
x*x0=0
Xk S(Y)=(xXky) +x

Interpretace N, jejiz doménou jsou pfirozend &isla,
N=0

Sx(X)=x+1=(xU{x})

X+ny=Xx+y=(x ®y) ordindlni soucet

X *xy=x*y=(x ®y) ordindlni sou¢in

Se nazyva standardni model aritmetiky.

Véta o korektnosti.
Je-li T teorie, A formule T, potom plati T |- A
mA=>I=A

=>TI=A. Specidln&

'Véta o dplnosti.

Necht T je teorie s jazykem L.

(i) je-li A libovolnd formule jazyka L, potom plati T |- A pravé kdyz
TI=A

(ii) Teorie T je bezespornd, pravé kdyZ ma model.

Kanonicka struktura M .

« Universum M = {t| t je term bez proménnych}

« Funkéni symboly (nepotiebujeme ohodnoceni proménnych). Je-li
ti,...tn € M a f je n-drni funkéni symbol, jeho realizaci definujeme
ndsledovné

fu(ti,.t)=f(t1,...t.) € M

* Predikdtové symboly. Je-li p n-drni predikitovy symbol, jeho
interpretace pM se definuje takto

(tiytn) € pu<=>T |- p(ty,...,tn)

Necht' M je kanonickd struktura pro L. Necht' A je atomicka formule
bez proménnych jazyka L. Potom plati M = A <=>T |- A

Necht' T je teorie s jazykem L.

(i) Rikdme, Ze T je iplni teorie, je-li bezespornd a pro libovolnou
uzavienou formuli A jazyka L je jedna z formuli A a ~A
dokazatelnd v T.

(ii) Rikdme, Ze T je Henkinova teorie, jestliZe pro libovolnou
uzavienou formuli tvaru (3x)B existuje konstanta c, takova, ze T |-
(3x)B — By[c]

Véta o kanonickém modelu.
Je-li T tiplnd a Henkinova teorie, potom kanonicka struktura M pro
T je modelem T .

« Necht' L a L” jsou jazyky, necht’ T je teorie s jazykem L a T” je
teorie s jazykem L.

« Definice. Rikdme, 7e jazyk L’ je rozsifenim jazyka L, jestlize
kazdy symbol jazyka L je symbolem jazyka L stejného vyznamu a
stejné Cetnosti.

« Definice. Rikdme, Ze teorie T je roziifenim teorie T, jestlize L~
je rozsifenim L a kaZdy axiom teorie T je vétou teorie T".

« Definice. Rikdme, Ze T~ je konzervativni rozsifeni T, je-li to

roz3iteni a pro kaZdou formuli A jazyka L plati Tl- A =>T |- A.
Pozorovini.
(i) je-li T” rozsitenim teorie T a T~ je bezespornd, potom T je také
bezespornd.

(ii) je-li T” konzervativni rozsiteni T, potom T je bezespornd, pravé
kdy? je bezespornd teorie T".

Véta. (Henkin)
Ke kazdé teorii T Ize sestrojit konzervativni roz3iteni Ty, které je
Henkinovou teorii.

Véta (Lindenbaum)
Kazdnou bezespornou teorii T Ize rozsifit do tplné teorie S se
stejnym jazykem jako T .

Redukce a expanze struktur

Definice. Je-li L” rozifeni jazyka L, potom

(i) je-li M” je interpretace jazyka L’, redukce struktury M~ do jazyka
L, kterou ozna¢ime Ml L, vznikne z M” vynechdnim téch zobrazeni
a relact, které interpretuji funk¢ni a predikdtové symboly, které
nejsou v jazyce L.

(ii) je-li M interpretace jazyka L a M” interpretace L", fikdme, Ze M"
je expanzi M, jestlize M = M'l L. Pov§imnéme si, Ze redukce a
expanze maji stejné univerzum.

Lemma.
Necht' T je roziteni teorie T, kterd mé jazyk L. Je-li M” model
teorie T” potom redukt M = M'I L je model teorie T.

'Véta o kompaktnosti.
Teorie T ma model, prévé kdyz kazdy jeji kone¢ny fragment T'cT
md model.

Diisledek.
Je-li T teorie s jazykem L, A je libovolnd formule jazyka L, potom T
|= A <=>T" |- A pro n&jaky kone¢ny fragment T*'CT

Peanova aritmetika prvniho F4du vznikne z Elementdrni
aritmetiky pfiddnim schematu axiomt indukce: pro kazdou formuli
A a proménnou x je ndsledujici formule axiom indukce.

AL[0] = (VX)(A—=ALS)]) — (VX)A)

Snadno se ovéfi, Ze standardni model (elementdrni) aritmetiky je
také modelem Peanovy aritmetiky prvniho fadu.

UZite¢né lemma

Necht' L je re enim jazyka L a necht’ T je teorie s jazykem L a
T~ teorie s jazykem L.

(i) T’ je rozsifenim T, pravé kdyz redukt MIL kazdého modelu M
teorie T~ je modelem T.

(ii) Je-li T” rozsifenim T a kazdy model M teorie T Ize expandovat
do modelu M” teorie T, potom T~ je konzervativni rozsiteni T.

Véta o definici predikétu.

Necht' T je teorie s jazykem L , necht’ xi,...,X, jsou proménné.
Necht D je formule jazyka L, takovd, Ze viechny jeji volné
proménné jsou mezi Xi,...,Xn.

Necht jazyk L” vznikne z L pfidanim nového n-érniho
predikdtového symbolu p a necht’ rozsifeni T~ teorie T vznikne
pfiddnim axiomu p(Xi,...,X,) <D

Potom T~ je konzervativni rozsifeni T a nové definovany symbol lze
z kazdé formule B jazyka L” eliminovat tak, Ze pro upravenou
formuli B plati Tl- B «<» B”

Rozsiteni teorie o funk&ni symboly.

a) Rekneme-li ,necht p je n&jaké prvoéislo p > x*, zavidime funkci
f(x), formuli, kterd uréf mnoZinu moZnych hodnot a f(x) vyberere
jednu z nich, ale ndm nezdleZ{ na tom, kterou.

b) Rekneme-li ,necht’ p je nejmen3i prvogislo p, p > x*, definujeme
hodnotu p jednoznaéné. V takovém piipadé definujeme funkci f(x) =
p formuli, ktera definuje hodnotu funkce jednozna¢ng.

Zavedeni funkéniho symbolu je jedinou moznosti v situaci, kdy
umime dokdzat, Ze pro kazdou hodnotu argumentu je mnoZina
moznych hodnot neprazdn4, ale neumime z nich zadnou
jed ¢né defi . Definice funkéniho symbolu odpovidé
situaci, kdy se ndm to

podafi.

Véta o zavedeni funk&niho symbolu.

Necht' T je teorie s jazykem L , necht’ formule (Jy)A jazyka L ma
vSechny volné proménné mezi Xi.....x». Necht' T~ vznikne z T
rozsitenim jazyka o novy funkéni n-drni symbol f a pfidanim
axiomu Ay[f(xi,....x,)]. Potom T” je konzervativnim rozsitenim
teorie T .

Pripomenime, Ze mnozina m je dobfe usporddand relaci < jestlize
kaZda neprdznd podmnoZina m” ma nejmen3i prvek vzhledem k <.
Véta o dobrém usporadani.

Na kaZdé mnoZing existuje relace dobrého usporddéni.

Rikéme, Ze T je oteviena teorie, jestlize viechny axiomy z T jsou
oteviené formule.

Véta (Skolem)

K libovolné teorii T Ize sestrojit otevienou teorii T, kterd je
konzervativnim rozsifenim T .

(i) fikdme, Ze formule A je univerzalni (existenéni), je-li v
prenexnim tvaru a viechny kvantifikdtory jsou univerzalni
(existenéni).

(ii) Teorie T a S se stejnym jazykem jsou ekvivalentni, jestlize maji
stejné véty. Piseme T = S.

Skolemova varianta formule.

Je-li A uzaviend formule v prenexnim tvaru, indukei podle poctu
existencnich kvantifikatord sestrojime uzavienou univerzalni
formuli As takovou, Ze |- As — A.

(i) je-li A univerzdlni, As je A

(ii) je-li A tvaru (Vx))... (¥xa) (3y)B, n >0, necht’ f je novy n-arni
funkéni symbol, definujeme

formuli A®, (VX))... (VXa)B,[f(Xi,....Xn)]

Pokud formule A° neni oteviend, stejnym postupem sestrojime
formuli A°° ... aZ po kone&ném poctu kroki sestrojime formuli As.
K sestrojeni Skolemovy varianty potiebujeme

roziifit jazyk o kone¢né mnoho novych funkénich symbolii. Podle
substitu¢niho lemmatu plati |- Ag—A a tedy |- As—A

Véta o definici funkéniho symbolu.

Necht' L je jazyk, rizné proménné. Necht' T je teorie
D formule jazyka L s volnymi proménnymi mezi ;...
Necht plati

TI-@y)D

TI- D —(Dy[t] —y=t)

Necht' T” vznikne z T piidanim nového n-érniho funkéniho symbolu
f a definujictho axiomu y= f(xi,...,x,) <D

Potom T~ je konzervativni rozsifeni teorie T a definovany symbol
Ize eliminovat. To znamend, Ze ke kaZdé formuli A” jazyka teorie T*
Ize sestrojit formuli A jazyka L, takovou, Ze T'l- A <> A"

jazykem L a
Y-

Definice.
Rikdme, 7¢ T~ je rozsi¥enim teorie T o definice jestlize T~ vznikne
z T koneénym potem rozsiteni o definice funkef a a predikati.

Véta (Church)

Necht' L je spocetny jazyk prvniho Fadu takovy, Ze

+ obsahuje alespoti jednu konstantu a alespoii jeden funkéni symbol
Cetnosti k > 0.

« pro kazdé piirozené ¢islo n obsahuje spoetné mnoho
predikdtovych symbolii.

Potom mnoZzina { #A | A je uzaviend formule a Li= A } neni
rozhodnutelnd.

Véta.

Necht' L je jazyk prvniho fddu bez rovnosti, ktery obsahuje alespon
dva bindrni predikdty, potom predikatova logika s jazykem L je
nerozhodnutelna.

T¥i axiomatizace aritmetiky
Jazyk L= {0, S, +, %, <}
Robinsonova aritmetika Q.
QL S(x)#0

Q25(0=S() - x=y

Q3 x#0 — @y)(x=S5(y)

Q4x+0=x
Q5 x+S(y) =S(x+y)
Q6x *x0=0

Q7x * S(y)=(x *y)+x
Q8x<ye (Fz)z+x=y)

Peanova aritmetika P (prvniho ¥4du)

Ma axiomy QI, Q2, Q4 - Q8 a schema indukce

Pro kazdou formuli A a kaZdou proménnou x je ndsledujici formule
axiom indukce.

AL0] = {(VX)(A—A[SX)]) — (VX)A}

Di se ukdzat, 7e v Peanové aritmetice je dokazatelny axiom Q3,
takze Peanova aritmetika je rozsifenim Robinsonovy aritmetiky. Da
se také dokdzat, Ze axiomatika Peanovy aritmetiky je

rekursivni.

Upln4 aritmetika.

Je-li N standardni model aritmetiky, ijlné aritmetika md za axiomy
viechny uzaviené formule pravdivé v N. Th(N) = { Al A je uzaviend
formule N |= A}

Této teorii se také fikd Pravdivé aritmetika, protoZe je
axiomatizovand viemi formulemi, které jsou pravdivé ve
standardnim modelu N. Mnoziné formuli Th(N) se fikd teorie
modelu N.

Mime tii axiomatizace aritmetiky Q , P, Th(N), viechny v jazyku L
={0,S,+ *,<}.Jeziejmé, ze QcPTh(N), kde inkluze znamend
rozsifeni.

* Q mé koneén& mnoho axiomi, je tedy rekursivné
axiomatizovatelna.

+ P md spocetné axiomii. Dd se ukdzat, Ze kédy axiomd schematu
indukce tvoii rekurzivni mnozinu, spolu s dalimi kone&n& mnoha
axiomy je P rekurzivné axiomatizovatelnd.

* Th(N) podle ditkazu neni rekurzivné axiomatizovatelna.

Definice.
Rikédme, Ze teorie T je rozhodnuteln4, je-li mnozina Thm(T)
(k6dt) vét rekurzivni. Jinak je teorie nerozhodnutelna.

Véta o nerozhodnutelnosti aritmetiky (Church)
Je-li T bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky Q, potom T je
nerozhodnutelnd teorie.

Véta o nedplnosti aritmetiky. (Godel, Rosser)
Je-li T bezesporné, rekurzivné axiomatizovatelné rozsifeni
Robinsonovy aritmetiky Q , potom T nenf dplnd teorie.

Oznaceni.

Je-li T bezesporné, rekurzivné axiomatizovatelné rozsiteni Peanovy
aritmetiky P a A formule, piSeme

* 7A jako zkratku za formuli Thm(T)(#A)

* Con(T) jako zkratku za formuli =? (0=1)

* Con(T) ¢teme T je bezespornd (konzistentni).

Druha véta o neiiplnosti.
Necht' T je bezesporné rekurzivné axiomatizovatelné roziifeni
Peanovy aritmetiky P, potom T |-/ Con(T)

Zermelo-Fraenkelova teorie mnoZin ZF mé jazyk prvniho iddu s
rovnosti, obsahuje Peanovu aritmetiku, md rekuzivni mnozinu
axiom, tedy je-li ZF bezespornd, pak ZF |-/ Con(ZF)

Mizeme, proto otekdvat jen dikazy relativni bezespornosti
Con(ZF) — Con(ZFC).



