1. prednaska 1. rijna 2007
Kapitola 1. Metrické prostory.

Definice MP, izometrie. Metricky prostor je struktura formalizujici jev vzda-
lenosti. Je to dvojice (M, d) slozend z mnoziny M a funkce dvou proménnych

d: M xM— R,

tak zvané metriky, splnujici tii axiomy:

a) d(x, 0 (nezépornost) a d(x,y) = d(y,x) (symetrie),
( 0 <= z=ya

d(x,z) 4+ d(z,y) (trojuhelnikovd nerovnost).

v)
0)
Y)

IAI IV

Nezapornost metriky v a) se nemusi pozadovat, plyne z axiomu b) a c).

Izometrie metrickych prostoru (M, d) a (N, e) je bijekce f: M — N zacho-
vavajici vzdalenosti: d(x,y) = e(f(z), f(y)) pro vSechny x,y € M. Existuje-li
takova bijekce, jsou prostory (M,d) a (N,e) izometrické, prakticky nerozlisi-
telné, izomorfni.

Priklady metrickych prostoru. V néasledujicich ptikladech se axiomy a) a b)
ovéti obvykle snadno (nicméné viz tlohu 7). Dokazat trojuhelnikovou nerovnost
byva casto obtiznéjsi, viz zavérecné ulohy.

Priklad 1. M = R™ a p > 1 je realné cislo. Na M definujeme metriky

dp(x,y) vztahem
n 1/p
= <Z i — yi|p)
i=1

(x = (1,22, .., Tn), ¥y = (Y1,Y2,-- -, Yn)). Pro n = 1 dostavame klasickou met-
riku |z — y| na R a pro p = 2,n > 2 euklidovskou metriku

da(z,y) = llz = yll = V(21— y1)? + (22 = 92) + - + (20 — yn)*.

FEuklidovskymi prostory rozumime metrické prostory (R", d3) s euklidovskou me-
trikou. Pro p = 1,n > 2 dostavame postdckou metriku

n
= =i —wil
i=1
a pro p — oo maximovou metriku

doo(,y) = Zax |z; — vl

Priklad 2. Za M vezmeme mnozinu vSech omezenych funkci f: X — R
definovanych na mnoziné X. Na M pak mame supremovou metriku

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|.

reX



Pokud M = Cla, b] (mnozina realnych funkci definovanych a spojitych na inter-
valu [a, b]), supremum se nabyva a mame maximovou metriku

d(f,g) = max |f(x) — g(z)].
x€[a,b]
Priklad 3. Vezmeme M = C[a,b] a realné ¢islo p > 1. Podobné jako v
prvnim prikladu mame na M metriky

b 1/p
dp(f,g)—</ If(:v)g(w)pdfv> :

Hodnota p = 1 dava integrdini metriku a p — oo davd maximovou metriku
z druhého piikladu. Dilezity je opét piipad p = 2. Co je na exponentu p =
2 zvlastniho? Ukazuje se, ze metrika da(-,-), v prvnim i ve tfetim ptikladu,
je odvozena ze skalarniho soucinu na vektorovém prostoru, a proto ma radu
peéknych a duilezitych vlastnosti. Vratime se k tomu v zavéru prvni kapitoly.

Vezmeme-li $irsi t¥idu funkci M = R|a, b] (funce majici na [a, b] Riemanniv
integral), je d,(f, g) definovana, ale nespliiuje axiom b) a nedostavame metriku.
Zménime-li napiiklad hodnotu funkce f € Rla,b] v jediném bodé, dostaneme
odlisnou funkci fy € Rla,b], ale d,(f, fo) = 0. (Tato potiz se odstrani tak, ze
misto s R]a, b] se pracuje s R|a, b]/~ pro vhodnou relaci ekvivalence ~.)

Priklad 4. Na souvislém grafu G = (M, E) s mnozinou vrcholdt M méame
metriku

d(u,v) = pocet hran na nejkratsi cesté v G spojujici u a v.

Priklad 5. Je-li A konefna mnozina (abeceda), mame na mnoziné M =
A™ slov délky m nad abecedou A tak zvanou Hammingovu metriku (u =
102 - . . Ay, 0 = b1by .. . byy,)

d(u,v) = pocet soufadnic i, pro néz a; # b;.
Meéfti miru odlisnosti obou slov—jaky nejmensi pocet zmén v pismenech staci k
premene u ve v.
Priklad 6. Na dvourozmérné sfére
M = Sg = {(xl,CEQ,ZEg) - R3 ‘ .’13% +£L'g +$§ = ].}
muzeme zavést metriku
d(z,y) = délka nejkratsi kfivky lezici v Se a spojujici z a y.

Konkrétné je d(z,y) rovna délce kratsiho z obou oblouki, na néz body x a y
déli hlavni kruznici K(z,y) jimi prochézejici. K(x,y) je prunik Ss s rovinou

urcenou poc¢atkem soutadnic a body z a y. Lezi-li tyto tfi body na pfimce (z
a y jsou antipodalni), neni K (z,y) uréena jednoznac¢né, ale to nic neméni na



tom, ze pak d(x,y) = m. Tuto metriku nazveme sférickou metrikou. Muzeme ji
uvazovat i na podmnozinach S,, naptiklad na horni polosfére

S = {(x1,22,23) €R® | 23 + 23+ 23 = 1,23 > 0}.

D4 se dokazat (aloha 9), Ze S, se sférickou metrikou neni izometricka z4dné
mnoziné X C R" s euklidovskou metrikou. Totéz tedy plati i pro celou sféru.
Sféra ani polosféra tak nejsou ,ploché“, nedaji se ,splacnout® do roviny ani
zadného jiného euklidovského prostotu se zachovanim vzdalenosti.

Priklad 7. Polozme M = Z (mnozina celych ¢isel) a vezméme néjaké pr-
vocislo p, naptiklad p = 29. Pro z € Z jako m,(z) oznacime nejvétsi celé cislo
e > 0 takové, ze p© déli z; m,(0) := co. Na M definujeme tzv. p-adickou metriku
(27> =0)

dy(z,y) = 9—mp(T—y)

Da se ukazat, ze p-adicka metrika spliuje toto zesileni trojuhelnikové nerovnosti:

dp(mv y) < max(dp(:c, Z)? dp(zv y))

Metrikdm spliiujicim tuto silnéjsi verzi trojuihelnikové nerovnosti se rika wultra-
metriky (nebo nearchimedovské metriky). Pro zajimavé vlastnosti ultrametrik
viz ulohu 12.

Koule, oteviené a uzaviené mnoziny. (M,d) bud metricky prostor. Pro
bod a € M a realné ¢islo r > 0 nazveme mnozinu

B(a,r) = {x € M | d(a,z) <7}, resp. B(a,r) = {x € M | d(a,z) < r},

(otevienou) kouli se stredem a a polomérem r, resp. uzavienou kouli se stredem
a a polomérem r. Podmnozina X C M je otevrend, pokud

Vae X 3Ir >0: B(a,r) C X,

jinak feceno, X s kazdym bodem obsahuje i n€jakou kouli kolem néj. X C M je
uzavrend, pokud je M\ X oteviend mnozina. Kazda koule je oteviend mnozina
a kazda uzavrena koule je uzaviena mnozina.

Tvrzeni 1.1. V metrickém prostoru (M,d) jsou mnoziny ) a M oteviené i
uzavrené. Sjednocent libovolné mnoha otevienych mnoZin je oteviend mmnozina
a pruntk konecne mnoha otevrenych mnozin je oteviend mnoZina. Sjednocent ko-
necné mnoha uzavrenych mnozin je uzavrend mnozina a pruntk libovolné mnoha
uzavrenych mnozin je uzaviend mnozina.

Dukaz. Mnoziny () a M jsou zjevné oteviené a protoze jedna je doplitkem druhé,
jsou i uzaviené. Necht {G; | i € I} je systém otevienych mnozin a a € G =
U,er Gi- Pak a lezi v néjaké G a tedy, pro néjaké r > 0, B(a,r) C G; C G
a G je oteviend. Necht je indexovd mnozina I konetnad a a € G = (),c; G;. To
znamena, ze a € G; pro kazdé i € I, a tak B(a,r;) C G; pro néjaka ¢isla r; > 0.
Protoze jich je jen koneéné mnoho, muzeme vzit r > 0, Ze r < min(r; : i € I),



a mame B(a,r) C B(a,r;) C G; pro vSechna i € I. Tedy B(a,r) C G a G
je otevrena. Tvrzeni o uzavienych mnozinach vyplyva z tvrzeni o otevienych
mnozinadch pomoci de Morganovych identit pfechodem k doplinktm. O

Oteviené mnoziny jsou ,robustni“ mnoziny—Ilezi-li bod a v oteviené mnoziné X,
pak pro dostateéné malé ¢ > 0 zadna porucha ¢i posunuti mensi nez € nedostane
a ven z X. Uzaviené mnoziny si zase miizeme predstavovat jako mnoziny s
ostrymi obrysy—zanedlouho dokazeme, ze X je uzavrenda, pravé kdyz s kazdou
konvergentni posloupnosti bod obsahuje i jeji limitu.

Okoli bodu, vnitini, vnéjsi a dalsi body. (M, d) bud metricky prostor a
a € M jeho bod. Kazdou otevienou mnozinu U C M splnujici a € U nazveme
okolim bodu a. Napiiklad kazda koule B(a,r) je okolim a a ovSsem kazdé okoli
bodu a obsahuje néjakou takovou kouli.

Necht a € M je bod a X C M je mnozina. V nasledujicich definicich sym-
bolem U rozumime okoli bodu a. Rekneme, ze

e a je vnitrnim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C X;

e a je vnéjsim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C M\ X;

e a je hrani¢nim bodem X, kdyz kazdé U protind X i M\ X;
e a je limitnim bodem X, kdyz je pro kazdé U prinik U N X nekonecny;
e a je izolovanym bodem X, kdyz existuje U tak, ze U N X = {a}.

Vnitini a izolované body X nutné lezi v X a vnéjsi body lezi mimo X. Hranic¢ni
a limitni body X mohou lezet v X i mimo X.
Jako ptiklad vezmeme v euklidovské roviné R? mnozinu

X={zeR?|0< |z|| <1}U{(0,2)},

jednotkovy kruh se stfedem v pocatku, z néhoz jsme pocatek odstranili a k
némuz jsme piidali bod (0,2). Pak vnitini body X tvoif mnozinu {x € R? | 0 <
|z|| < 1}, vn&jsi body mnozinu {z € R? | ||z|| > 1,z # (0,2)}, hrani¢ni
body mnozinu {z € R? | |z|| = 1} U {(0,0),(0,2)}, limitni body mnozinu
{z € R?| ||z|]| < 1} a izolované body mnozinu {(0,2)}.

Podprostory a soucdiny metrickych prostori. Popiseme dvé jednoduché
konstrukce vyrabéjici nové metrické prostory ze starych. Metricky prostor (M, d1)
je podprostorem metrického prostoru (Ms, ds), pokud M; C My a pro kazdé dva
body x,y z M; méame dy(z,y) = da(x,y). Metricky prostor (M, d) a podmno-
zina X C M dévaji novy metricky prostor (X,d’), kde d’ je metrika d z0Zena
na X x X; je jasné, ze (X, d’) je podprostorem (M, d). Riké se také, ze (X, d")
je podprostor s indukovanou metrikou.

(M,d) je soucinem metrickych prostort (Mi,d;) a (Ma,ds), kdyz M =
My x My a d je metrika (z = (x1,22) a y = (y1,¥y2) jsouz M):

d(ﬂ?,y) = \/d1($17y1)2 + d2($27y2)2'




Vsimnéte si, ze soucin euklidovskych prostorit R™ a R"™ je euklidovsky prostor
R™*" (pfesné fe¢eno, R™ X R je izometricky R™ ™ prostiednictvim zobrazeni

(1, s xm), W1,y Yn)) = (X1, Ty Y1y e -5 Yn))-
Vzorec pro soucinovou metriku jsme zafixovali ponékud libovolné, hlavnim

dtivodem bylo, aby pro euklidovské prostory platilo R™ x R™® = R™t", Ale
napriklad vzorce

d(z,y) = di(x1,y1) + d2(x2,y2) nebo d(z,y) = max{d(z1,y1), d2(z2,92)}

by poslouzily dobte také. Neni totiz tézké vidét, ze vsechny tii definuji stejné
oteviené (a tedy i uzaviené) mnoziny v My X My, a proto se vysledné souc¢inové
prostory velmi podobaji. Pro tivahy a pojmy, které vystaci jen s otevienymi
mnozinami (coz zahrnuje vétsinu tvah v této prednésce, s vyjimkou izometrie
a cauchyovskosti posloupnosti), jsou tyto t¥i soucinové metriky nerozlisitelné.

Ulohy
1. Ukazte, Ze nezapornost metriky plyne z axiomu b) a c).

2. Co se stane, kdyz v definici metriky zapomeneme na symetrii? Plyne z
ostatnich axiomi?

3. Dokazte vzorec pro maximovou metriku: lim, 1 dp(x,y) = doo(, y).

4. Odvodte z Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti ((a1b; + ... + anb,)? <
(a? + ...+ a2)(b? + ... + b2)) trojuhelnikovou nerovnost pro euklidov-
skou metriku.

5. Ovérte trojuhelnikovou nerovnost pro supremovou metriku.

6. Dokazte vzorec pro maximovou metriku pro funkce: je-li f spojita na [a, b],
pak

b 1/p
I P g _ ,
i < el x) ma [£()

7. Ovéite v prikladu 3 pro M = Cla, b] axiom b) metrického prostoru.
8. Oveérte trojuhelnikové nerovnosti v diskrétnich prikladech 4 a 5.

9. Dokazte, Ze horni polosféra SQL se sférickou metrikou neni izometricka

zddné podmnoziné euklidovského prostoru s euklidovskou metrikou. Na-
vod: uvazte ¢tyfi body (0,0,1), (1,0,0), (0,1,0) a (1/v/2,1//2,0).

10. Jak by se totéz dokézalo pro sféricky vrchlik S = {(x1, 2, 23) € Sa | 3 >
v}, kde 0 < v < 17

11. Ovérte, ze metrika v ptrikladu 7 je ultrametrika.



12.

13.

14.
15.

16.

Dokazte tyto neintuitivni vlastnosti ultrametrického prostoru: kazdy troj-
tthelnik je rovnoramenny a v kazdé kouli je libovolny bod jejim stfedem.

Ukazte, Ze v metrickém prostoru jsou koule B(a,r) oteviené mnoziny a
uzaviené koule B(a,r) a jednobodovky {a} jsou uzaviené mnoziny.

Je kone¢na podmnozina metrického prostoru vzdy uzaviena?

Co lze Tici o otevienych mnozindch metrického prostoru (M,d), jehoz
kazdy bod je izolovany (jako bod mnoziny M)?

Ukazte, ze bod mnoziny X v metrickém prostoru je limitnim bodem X,
pravé kdyz neni izolovanym bodem X. A ukazte, ze bod mimo mnozinu
X je limitnim bodem X, pravé kdyz je hrani¢nim bodem X.



2. prednaska 8. rijna 2007

Konvergence v metrickych prostorech. Posloupnost bodu (a,,) C M v me-
trickém prostoru (M, d) konverguje (je konvergentni), kdyz v M existuje takovy
bod a, ze

lim d(a,,a) =0.

n—oo

Pak tikame, ze bod a je limitou posloupnosti (a,) a piSeme lim,, .., a, = a ¢
a, — a pro n — oo. Ekvivalentni formulace konvergence (a,) k a jsou

Ve >0dng: n>ng=d(a,,a) <e

Yokoli U bodu a dng: n > ng = a,, € U.

Posloupnost bodu (a,,) C M je cauchyovska, kdyz
Ve >0dng: m>n>ng= dlam,a,) <e.

Plati trividlni implikace, ze konvergentni posloupnost je cauchyovska. Opacné
implikace plati v uplngych metrickych prostorech, k nimz se pozdéji dostaneme.

Tvrzeni 1.2. Podmnozina X C M je uzaviend, prdvée kdyz limita kaZdé kon-
vergentni posloupnosti (a,) obsaZené v X také lezi v X.

Dutkaz. Necht X neni uzaviena. Pak M\ X neni oteviend, a tak existuje takovy
bod a € M\ X, ze pro kazdé n koule B(a, 1/n) protinad X. Z priniku B(a,1/n)N
X vybereme bod a,,. Pak a,, — a pro n — oo, (a,) C X, ale a ¢ X.

Necht je X uzaviend a posloupnost (a,) C X je konvergentni, a,, — a pro
n — oo. Kdyby limita a nelezela v X, lezela by v oteviené mnoziné M\ X a
existovalo by r > 0, ze B(a,r) C M\X. Pro néjaké ng bychom pak méli, ze
n > ng = a, € B(a,r) C M\X. To ale je ve sporu s tim, ze a,, € X pro kazdé
n. Takze a € X. O

Pfipominame, Ze konvergence posloupnosti je relativni pojem: posloupnost (a,,) C
X C M, ktera je konvergentni v celém metrickém prostoru (M, d), nemusi byt
konvergentni v podprostoru (X, d) s indukovanou metrikou, protoze lim a,, ne-
musi lezet v X. Takze tfeba (1/n) je konvergentni v R, ale ne v podprostoru
(0,1]. Pro uzaviené mnoziny X tato obtiz nenastava.

Uzavér mnoziny X C M je mnozina

X={a€M|a= lim a, pro né&akou (a,) C X}.

Protoze kazdy bod a € X je limitou konstantni posloupnosti (a, a,a,...), mame
X C X. K X tedy priddme vSechny limitni body X (sta¢i pfidat jen ty lezici
mimo X):

X = X U {limitni body X}.



Dalsi ekvivalentni definice uzavéru mnoziny je tato:

X = M V.

VDX, V je uzaviena

X je tedy ve smyslu inkluze nejmensi uzaviens mnozina obsahujici X. Je jasné,
7e X je uzaviend, praveé kdyz X = X.

Jako priklady uvazme podmnoziny Q a (0,1) v euklidovském prostoru R.
Pak Q =R a (0,1) = [0, 1]. Mnozina,

X = {(x,sin(1/x)) € R? | 2 € (0,1]},
graf funkce sin(1/z) na intervalu (0, 1], ma v euklidovské roving R? uzavér

X =X U({0} x [-1,1]).

Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory. (M;,d;) a (Ms,ds) budte
dva metrické prostory a f : M; — My bud zobrazeni mezi nimi. Rekneme, ze
f je spojité v bodu a € My, kdyz

Ve>030>0: di(z,a) <d=do(f(x), f(a)) <e.
Ekvivalentni definice spojitosti f v a pomoci okoli bodt je, ze
Vokoli V' bodu f(a) Jokoli U bodu a: €U = f(x) € V.

Dalsi ekvivaletni definice spojitosti f v a je Heineho definice: f je spojité v a,
pravé kdyz pro kazdou posloupnost (a,) C M; plati

(an, — a,n — ) = (f(an) — f(a),n — 00).

Zobrazeni f je spojite, kdyz je spojité v kazdém bodu prostoru M;. Spojitost
zobrazeni lze popsat jen s pouzitim otevienych mnozin.

Tvrzeni 1.3. Zobrazeni f : My — My mezi metrickymi prostory je spojite,
prave kdyz vzor kaZdé otevrene mnozZiny v My je otevrenda mnoZina v My :

V C My je oteviend = f~*(V) = {x € M, | f(x) € V} je oteviend v M;.

Analogicka ekvivalence plati i pro vzory uzavrengych mnozin.

Dukaz. Necht je f : M; — My spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
(Mi,dy) a (Ma,ds), V C M, je oteviend mnozina a a € f~ (V) je libovolny bod.
Méame f(a) € V, takze existuje takové r > 0, ze Ba(f(a),r) C V (index 2 zde
odkazuje k metrice dsy). Diky spojitosti existuje takové s > 0, ze f(Bi(a,s)) C
By(f(a),r). Tedy Bi(a,s) C f~1(V). Mnozina f~1(V) obsahuje libovolny bod
s n€jakou kouli kolem né€j a je tedy oteviena.

Necht f splniuje podminku pro vzory otevienych mnozin a a € M; je libo-
volny bod. Pro dané £ > 0 uvazime kouli Bs(f(a),e). Je to oteviend mnozina,



takze jeji vzor f~1(Ba(f(a),€)) je oteviend mnoZina v Mj. ProtoZe bod a v ni
lezi, existuje takové & > 0, ze By(a,d) C f~1(B2(f(a),e)). Takze f(Bi(a,d)) C
Ba(f(a),e) a f je spojité v a.

Ekvivalence spojitosti s podminkou pro vzory uzavienych mnozin plyne z
pravé dokdzaného piechodem k doplitkiim a s pomoci identity f~1(M\X) =
M\ f~H(X). O

Skladani zobrazeni zachovava spojitost. Jsou-li zobrazeni f : M; — My a
g: Ms — M3 mezi metrickymi prostory spojitd, je i slozené zobrazeni h = g(f)
spojité. Je-li f spojité v bodu a € M; a g je spojité v bodu f(a) € Ms, je h
spojité v bodu a € M.

Homeomorfismus. Bijekce f : M; — M> mezi dvéma metrickymi pro-
story je homeomorfismus, kdyz zobrazeni f i inverzni zobrazeni f~! je spojité.
Existuje-li takova bijekce mezi M; a M, jsou oba metrické prostory home-
omorfni. Homeomorfismus je druh izomorfismu metrickych prostori, ktery je
slabsi nez izometrie. Kazda izometrie je homeomorfismem, ale obecné ne nao-
pak. Homeomorfismus je izomorfismus struktur otevienych mnozin obou pro-
storii. Homeomorfni metrické prostory se nedaji odlisit jen pomoci otevienych
mnozin.

Jako priklad uvazme zobrazeni x +— tanx mezi euklidovskymi prostory
(—7/2,7/2) a R. Toto zobrazeni je homeomorfismus (je bijektivni a tanz i
inverz arctanz je spojité zobrazeni). Tyto prostoty zjevné nejsou izometrické,
protoZe prvni je omezeny, ale druhy ne. (Mnozina X C M v metrickém pro-
storu (M, d) je omezend, kdyz existuje bod a € M a polomér r > 0 tak, ze
X C B(a,r).)

Na druhou stranu zobrazeni f(yp) = (cos ¢,sin ) mezi euklidovskymi pro-
story

0,27) a K ={zeR*||z| =1},

coz je interval v R a jednotkova kruznice v R?, homeomorfismem neni. Je sice
bijektivni a spojité, ale inverzni zobrazeni spojité neni (neni spojité v bodu
(1,0)). Jak uvidime, metrické prostory [0,27) a K ani homeomorfni nejsou,
protoze prvni z nich neni kompaktni, ale druhy je.

Kompaktni metrické prostory. Metricky prostor (M, d) je kompaktni, kdyz
ma kazdé posloupnost bodu (a,) C M konvergentni podposloupnost. Podmno-
zina X C M je kompaktni, kdyz je podprostor (X, d) s indukovanou metrikou
kompaktni. Z MAI dobfe vime, ze intervaly [a,b] jsou kompaktni podmnoziny
v euklidovském prostoru R. Dtlezitost kompaktnich mnozin spoc¢iva v tom, ze
spojité realné funkce na nich nabyvaji maxima a minima a také v tom, ze spojita
zobrazeni definovana na kompaktnich prostorech jsou stejnomérné spojita.

Tvrzeni 1.4. Kompaktnost se zachovdvd ndsledujicimi operacems.

1. Prechodem k uzavrenému podprostoru.



2. Obrazem spojitym zobrazenim.

3. Kartézskym soucinem.

Dukaz. 1. Necht je (M,d) kompaktni, podmnozina X C M je uzaviena a
(an) C X je libovolnd posloupnost. Diky kompaktnosti celého prostoru ma
konvergentni podposloupnost (ag, ) s limitou a € M. Diky uzavienosti X ale
a lezi v X, takze (ag, ) je konvergentni i v podprostoru (X, d). Proto je X téz
kompaktni.

2. Necht f : M; — M je spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
(My,dy) a (Ms,ds), pficemz (M, dy) je kompaktni. Tvrdime, ze f(M;) je kom-
paktni podmnozina Ms. Necht (b,,) C f(M7) je libovolné posloupnost. Pro kazdé
n zvolime a,, € M; tak, ze f(a,) = by. Z (a,) vybereme konvergentni podpo-
sloupnost (ay, ) s limitou a € M;. Protoze ay, — a pro n — oo a f je spojité
v a, podle Heineho definice spojitosti mame i b, = f(ar,) — f(a) = b pro
n — oo. Takze (b,) mé konvergentni podposloupnost a f(M;7) je kompaktni.

3. Pfenechavame pilnému ¢tenafi jako cviceni (tloha 9). O

Z ¢asti 2 plyne, ze homeomorfni metrické prostory bud soucasné jsou nebo sou-
Casné nejsou kompaktni. V druhém piikladu na homeomorfismus [0, 27) neni
kompaktni ((2r—1/n) nema konvergentni podposloupnost), ale jednotkové kruz-
nice K kompaktni je (jako spojity obraz kompaktni mnoziny, K = f([0,27])).
Tudiz [0,27) a K nejsou homeomorfni. A co [0,27] a K (oba prostory jsou ted
kompaktni)? Viz tloha 7.

V pristi prednasce dokazeme dalsi vysledky o kompaktnich prostorech:

Tvrzeni 1.5. Kompakini podmnoZiny v metrickém prostoru jsou uzavien€ a
OMEZENE.

Véta 1.6. Kompaktni podmnoziny euklidovského prostoru R"™ jsou prave a jen
UZAUTENE G 0MEZENE MNOZINY.

Ukazeme si také priklady omezenych a uzavienych mnozin, které nejsou kom-
paktni.

Ulohy

1. Dokazte, ze konvergentni posloupnost je cauchyovska a ze mnozina ¢lent
cauchyovské posloupnosti je omezena.

2. Necht X je konefna mnozina v metrickém prostoru, jejiz kazdy bod je
izolovany. Co lze fici o uzaveru X?

3. Co lze Tici o uzavéru mnoziny, kterd neméa hrani¢ni body?



. Necht N = (0,1) U (2,3] a (IV,d) je metrika indukovana z euklidovského
prostoru R. Jaké jsou uzévéry mnozin X = (0,1) a X = (2,3) v prostoru
N?

. Necht (N, d) je jako v pfedchozi tloze a f : N — R je na (0,1) rovna
konstanté a a na (2, 3] je rovna konstanté b. Pro jaké hodnoty a a b je f
spojita funkce?

. Necht N ={1,1/2,1/3,1/4,...}U{0} a (N, d) je opét metrika indukovana
z euklidovského prostoru R. Popiste spojité funkce f: N — R.

. Ukazte, ze euklidovské prostory I = [0,27] a jednotkova kruznice K =
{x € R? | ||z|| = 1} nejsou homeomorfni. Navod: D4 se I\{1} vyjadrit
jako sjednoceni dvou neprazdnych a disjunktnich otevienych mnozin? D&
se tak vyjadrit K po vyhozeni jednoho bodu?

. Ukazte, ze euklidovské prostory R a R? nejsou homeomorfni. Navod:
stejny argument, jako v predchozi tloze.

. Dokazte ¢ast 3 Tvrzeni 1.4: kdyz jsou (M;,dy) a (M7,d;) kompaktni, je
souéinovy prostor (My x Mo, d) (pro definici viz konec 1. pfednasky) rovnéz
kompaktni.



3. prednaska 15. rijna 2007

Kompaktnost a uzaviené a omezené mnoziny. Kompaktni mnoziny jsou
vzdy uzaviené a omezené, a v euklidovskych prostorech to platiinaopak. Obecné
to ale naopak neplati.

Tvrzeni 1.5. Kompakini podmnoZiny v metrickém prostoru jsou uzavien€ a
omezene.

Dukaz. Necht X C M je podmnoZina v metrickém prostoru (M,d), ktera
neni uzaviena. Existuje tedy konvergentni posloupnost (a,) C X, jejiz limita
a lezi mimo X (Tvrzeni 1.2). Kazdé jeji podposloupnost ma ale a jako limitu
a neni proto konvergentni v (X, d). Podprostor (X, d) neni kompaktni, nebot
posloupnost (a,,) nemé konvergentni podposloupnost.

Necht X neni omezené. Inkluze X C B(a,r) tedy neplati pro zadnou kouli
B(a,r) adiky tomu lehce sestrojime posloupnost (a,,) C X spliujici d(a,,, a,) >
1 pro kazdé dva indexy 1 < m < n. (Kdyz uZz mame v X body a1, as,...,a,
z nichz kazdé dva maji vzdalenost > 1, zvolime ay11 € X mimo kouli B(aq,r),
kde r = 2 + maxi<;<x d(a1,a;). Pak d(axs1,a;) > 1 pro 1 < i < k.) Tuto
vlastnost méa zrejme i kazda podposloupnost a zadna proto neni konvergentni.
Podprostor (X, d) tedy neni kompaktni. O

Jak jsme uz poznamenali, konvergentnost je relativni vlastnost, ktera zavisi na
obklopujicim podprostoru—prechodem k podprostoru muiize posloupnost prestat
byt konvergentni. Je-li ovSem posloupnost konvergentni v podprostoru, je nutné
konvergentni i v celém prostoru. S otevienosti a uzavienosti mnozin se to ma
opacné. Pokud X C Y C M a mnozina X je oteviena v celém prostoru (M, d),
pak je X otevifena i v podprostoru (Y,d), a totéz plati pro uzavienost (iloha
1). Pfechodem k nadprostoru se ale otevienost a uzavienost mize ztratit—
napiiklad Y je vzdy oteviend i uzaviena v (Y, d), ale uz to tak nemusi byt v
(M, d).

Kompaktnost je absolutni vlastnost, aplné nezavisla na obklopujicim pod-
prostoru. Z definice je jasné, ze pokud X C Y C M, pak X je kompaktni v
podprostoru (Y, d), pravé kdyz je kompaktni v celém prostoru (M, d).

Véta 1.6. Kompaktni podmnoziny euklidovského prostoru R"™ jsou prdve a jen
UZGUTENE G OMEZENE MNOZINY.

Duikaz. Kompaktni mnozina X C R” je uzaviena a omezend podle Tvrzeni 1.5.
Naopak, necht je podmnozina X C R™ uzaviena a omezena. Pak, diky omeze-
nosti, existuje ¢ > 0 tak, ze X C [—c, ¢]™. Krychle [—c¢, ¢]” je kompaktni mnozina
(protoze interval [—c, c] je kompaktni v R a kompaktnost se zachovava kartéz-
skymi souciny, ¢ast 3 Tvrzeni 1.4). Protoze X je uzaviena v R", je uzaviena
i v podprostoru [—c, c|™. Takze X je kompaktni v podprostoru [—c,c]™ (Cast
1 Tvrzeni 1.4) a je tedy kompaktni i v celém prostoru R™ (diky absolutnosti
kompaktnosti). O



Obecné omezenost a uzavienost mnoziny jesté nezarucuji kompaktnost, coz po-
tvrdime dvéma ptiklady. M bud libovolnd nekoneéna mnozina a (M, d) diskrétni
metricky prostor, tedy d(z,x) = 0 a d(x,y) = 1 pro = # y. Cely prostor M je
uzavieny a omezeny (M C B(a,2) pro kazdy bod a € M). Kazdéa posloupnost
(an) C M, jejiz ¢leny jsou vzajemné rizné, spliuje d(a,,,a,) = 1 pro kazdé
dva indexy 1 < m < n a neni proto konvergentni. Totéz plati i pro kazdou jeji
podposloupnost.

Jako druhy piiklad vezmeme spojité funkce M = C[0, 1] s maximovou met-
rikou a podmnozinu X = {f € M | maxp ) |f| < 1}. Lehce se sestroji takova
posloupnost funkei (f,,) C X, Ze pro kazdé dva indexy 1 < m < n plati

d(fm, fn) = max |fm(x) — fo(z)] =1,

0<x<1

Tato posloupnost pak zfejmé neméa konvergentni podposloupnost, i kdyz je mno-
zina X omezend a uzaviend (podrobnosti viz tloha 3).

Spojita funkce nabyva na kompaktu extrémy. Uzitecnost kompaktnich
mnozin popisuje nasledujici véta.

Véta 1.7. Necht f : My — My je spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
(My,d1) a (Ma,ds), pricemz My je kompaktni.

1. Je-li My = R jednorozmérny euklidovsky prostor, nabyvd f na My mazxima
1 Minima.

2. Je-li f navic bijekce, pak je inverzni zobrazeni f~' nutné spojité.

3. Zobrazeni f je dokonce stejnomérné spojite.

Dukaz. 1. Podle ¢asti 2 Tvrzeni 1.4 je f(M;) kompaktni podmnozina v R. Coz
podle Tvrzeni 1.5 znamen4, Ze je uzaviena a omezena. Takze f(M;) mé koneéné
supremum, které je rovno maximu (supremum f(M;) je totiz limitou jisté po-
sloupnosti bodu z f(M;7)) a mnozina f(M;) proto mé maximum. Podobné pro
minimum.

2. Podle Tvrzeni 1.3 staci ovérit, ze pro kazdou uzavienou mnozinu X C M,
je jeji vzor (f~1)71(X) C M, uzavfend mnozina. ProtoZe f je bijekce, mame
(f71)7! = f. Necht X C M; je uzaviena. Podle ¢asti 1 Tvrzeni 1.4 je X
kompaktni. Podle ¢asti 2 je f(M7) kompaktni mnozina v Ms. Podle Tvrzeni 1.5
je f(My) uzaviena.

3. Pfenechavame ctenaice jako cviceni (loha 4). O

Jako aplikaci ¢asti 1 této véty nyni dokazeme, ze kazdy nekonstantni komplexni
polynom m4é alespon jeden koren.

Zakladni véta algebry. Nechf p(z) = an,2™ + apn_12""1 + ... + a1z + ag je
polynom s komplexnimi koeficienty stupné n > 1 (takze a; € C a a, # 0). Pak
existuje takové cislo a € C, Ze p(a) = 0.



Diikaz. Komplexni rovina C se standardni metrikou

d(a+bi,c+di) = |a+bi — (c+di)| = /(a —c)2 + (b— d)?

je izometrickd euklidovské roviné R2. Bereme ji tedy jako euklidovsky prostor

R?. Existence kofene o polynomu p(z) plyne okamzité z néasledujicich dvou
krok.

Krok 1. Pro kazdy komplexni polynom p(z) nabyvd funkce f(z) = |p(2)|,
f: C—= Rx>p, na C svého minima.

Krok 2. Necht nekonstantni komplexni polynom p(z) spliuje v bodu a € C
nerovnost |p(a)| > 0 (tj. p(a) # 0). Pak ezistuji 6 > 0 a poloprimka ¢ C C
vychdzejict z o tak, Ze

z2el&0<|z—a|l <d=|p(z)| < |pla)].
(Analogicky vysledek plati i pro opacnou nerovnost |p(z)| > |p()|.)

Skutec¢né, pro nekonstantni komplexni polynom p(z) vezmeme «, v némz se
podle kroku 1 nabyva nejmensi hodnota modulu |p(z)|. Podle kroku 2 musi
platit |[p(a)| = 0, takze p(a) = 0 a « je kofenem p(z).
Zakladni myslenky dtikazii obou krokii budeme ilustrovat na konkrétnim
polynomu
p(2) = 2° 4+ (30)2° + (=1 +1).

Dukaz kroku 1. Funkce f(z) = |p(2)| je spojita (loha 5), nemtizeme vsak
hned pouzit Vétu 1.7, protoze C neni kompaktni. Mame

p(0)] = | —1+i|=v2 <2
Na druhou stranu, vytknutim nejvyssi mocniny
p(2) =2°(143i/2% + (=1 414)/2°)
dostavame odhad
2| > 2 = |p(z)] > 2°(1 — |3i|/22 — | —1+i|/2°) =2° =3 x 2% — V2 > 6.
(Pouzili jsme nerovnost |a + b| > |a| — |b].) Mimo kruh
K={zeC||z| <2}

ma tedy |p(z)| vSechny hodnoty vétsi nez v nule, coz je bod K, a pokud nabyva
na C minima, musi to byt nékde na K. Nabyvani minima na K je uz ale zaruceno
Vétou 1.7 (¢ast 1), protoze K je kompaktni (podle Véty 1.6, K je uzaviend
a omezena mnozina). Takze |p(z)| nabyvd na C minimum. Podobné odhady
funguji pro obecny polynom.



Dtkaz kroku 2. Miuzeme predpokladat, ze a = 0. Pro obecné a udélame
substituci z = (z — a) + @ = t + «, kterou pfejdeme k polynomu

q(t) = p(t + )

v okoli bodu ¢ = 0. Podivejme se tedy na nas konkrétni polynom p(z) = 2° +
(37)23+(—1+1) v okoli bodu z = a = 0. Jak uz vime, |p(0)| = |—1+i| = v2 > 0.
Nyni ndm pomitize vytknuti nejnizsi nekonstantni mocniny,

p(2) = =141+ (3i)2° + (3i)2° - 2%/3i.

Idea je zvolit z blizko u nuly a s vhodnym argumentem, aby se k —1 + ¢ pfi-
cetlo ¢islo, které je k nule blize a lezi na opacné strané. Vysledek pak je ¢islo s
modulem mensim nez | — 1+ i|.

Zvolime tedy 6 > 0 dostatec¢né malé, ze

2| <6 = |(30)2°| < | - 1+1i] a |2%/3i] < 1.

Pokud navic

arg(—1+i) + 7 —arg(3i) 3n/d+7—m/2
3 N 3

arg(z) = = b /12,
mame arg((3i)z3) —arg(—1+14) = 7 (takze (3i)z> a —1+14 leZi na opacné strané
od nuly) a
| =14+ (30)2°| = | — 1+ 14| — |(30)27).
Celkem pro z € C spliujici 0 < |z| < § a arg(z) = 57/12 mame

| —14i+4 (30)2° + (3i)2° - 22/3i] < | —1+i+ (30)2% +|(3)2°] - |2%/3i]
= | =144 = [(30)2] +[(3i)2?| - |2%/3i]
< | =141

Pro 0 < |z] < § a arg(z) = 57/12 tak plati, ze |p(z)| < |p(0)].

Pro obecny polynom se podobné odhady pouZiji pro p(z) ve tvaru p(z) =
K+ A28 4+ ¢(2), kde K, A € C jsou nenulové konstanty, k > 1 (zde vyuzivame, ze
p(2z) je nekonstantni) a v ¢(z) jsou mocniny z s exponenty vyssimi nez k. Pro
malé |z| je q(z) zanedbatelnd porucha a p(z) se chova viceméné jako x + Az¥.
Vhodnym nastavenim arg(z) pak dosdhneme, ze [p(2)| = |k+A2F| = |x|—|\2F| <
[k = [p(0)]. =

Vsimnéte si, ze vysledek v kroku 2 fika hodné o tom, kde muze funkce z — |p(2)]
nabyvat na kompaktni mnoziné X C C lokalni extrém. Ve vnitinim bodé X to
je mozné, jen kdyz jde o lokalni minimum s nulovou hodnotou. Ostatni lokalni
extrémy se museji nabyvat v hrani¢nich bodech mnoziny X (které v ni lezi, X je
uzaviend). V komplexni analyze se tento vysledek, tzv. princip maxima modulu,
dokazuje pro daleko Sirsi tfidu funkci, nez jsou polynomy.

Topologicka kompaktnost. Podobné jako spojitost zobrazeni se kompaktnost
da také ekvivalentné vyjadrit topologicky, jen pomoci otevienych mnozin. Pro



mnozinu X v metrickém prostoru (M, d) nazveme systém mnozin {O; | i € I}
v M jejim otevrenym pokrytim, kdyz jsou vSechny mnoziny O; oteviené a

xclJo.

el

Konecné podpokryti pak je koneény podsystém {O; | j € J}, J C I je konec¢na,
ktery stale pokryva X. Mnozina X je topologicky kompakini, kdyz kazdé jeji
oteviené pokryti ma konecéné podpokryti.

Véta 1.8. MnozZina v metrickém prostoru je kompaktni, prave kdyz je topolo-
gicky kompaktni.
Dukaz. Tento dukaz nebyl na predndsce a nebude se zkouset. Staci se omezit
na pripad celého prostoru X = M (tloha 6).

Kompaktnost = topologicka kompaktnost. Predpoklddame, Ze prostor (M, d)
je kompaktni a dokazeme, Ze je i topologicky kompaktni. Nejprve ukazeme, ze
pro kazdé r > 0 existuje kone¢nd mnozina S, Ze

M = | J B(a,r).

a€ES

Mnoziné S se rika r-sit. Kazdy bod mé od néjakého prvku r-sité vzdalenost
mensi nez r. Reknéme, ze pro néjaké s > 0 zaddna koneénd mnozina v M neni
s-sit. Vezmeme a; € M libovolné. Protoze {a1} neni s-sit, existuje as € M tak,
ze d(ay,a2) > s. ProtoZze {ay,as} neni s-sit, existuje az € M, ze d(ay,a3) > s
a d(ag,asz) > s. Takto postupujeme déle a sestrojime posloupnost (a,) C M s
vlastnosti, ze d(a,,a,) > s pro kazdé dva indexy 1 < m < n. Tato posloupnost
nema konvergentni podposloupnost, coz je spor s predpokladem kompaktnosti.

Predpokladejme pro spor, ze systém mnozin {O; | i € I} je oteviené pokryti
M, které nemé konecné podpokryti. Jako S, si ozna¢ime konecnou 1/n-sit.
Kdyby pro kazdy bod a € S, koule B(a, 1/n) celd lezela v n€jaké mnoziné O;,),
podsystém {O;,) | a € S,} by byl konecnym podpokrytim: B(a,1/n) C Oy
pro kazdé a € 5,,, takze

M= | B(a,1/n) C | Oia).

a€sS, a€sS,,

Pro kazdé n = 1,2, ... tedy mizeme vybrat bod a, z S,, ze koule B(a,,1/n)
neni obsazena v zadné mnoziné O;. Posloupnost (a,) mé konvergentni podpo-
sloupnost (ag, ) s limitou a. Protoze systém mnozin pokryva M, existuje j € I,
ze a € Oj. Mnozina O; je oteviend, a tak B(a,r) C O; pro néjaké r > 0.
Vezmeme tak velké N € N, ze d(ag,,a) < r/2 al/ky < r/2. Pak, diky troja-
helnikové nerovnosti,

B(aky,1/kn) C B(a,r) C Oj,

coz je spor s definici bodi a,,.



Topologickd kompaktnost = kompaktnost. Ptedpokladame, ze prostor (M, d)
je topologicky kompaktni a dokdzeme, Ze je i kompaktni. Necht (a,) C M je
libovolna posloupnost. Ukazeme, zZe existuje takovy bod a, ze pro kazdé r > 0
je mnozina indext {n € N | a,, € B(a,r)} nekonecna. Je lehké vidét, ze takovy
bod uz je limitou néjaké podposloupnosti vybrané z (a,,).

Kdyby to tak nebylo, tak pro kazdy bod a € M existuje polomér r(a) > 0,
Ze mnozina

I(a) ={n €N |a, € B(a,r(a))}
je kone¢na. Systém {B(a,r(a)) | a € M} je oteviené pokryti M. Podle pred-
pokladu méa konecné podpokryti urécené konecnou mnozinou X C M. Uvazme
mnozinu indexu
=] I(a).

aeX

Protoze je konecné (je koneénym sjednocenim kone¢njch mnozin), mohu vybrat
index N € N\I. Pak (podsystém {B(a,r(a)) | a € X} je pokryti M)

any € M = U B(a,r(a)),

takze ay € B(b,r(b)) pro néjaké b € X a N € I(b) C I, coz je spor s vybérem
indexu N. O

Ulohy

1. Dokazte, ze otevienost mnoziny se zachova prechodem k podprostoru, a
totéz plati pro uzavienost.

2. Rozhodnéte, zda je konecny diskrétni metricky prostor kompaktni.

3. Dopliite detaily v druhém prikladu za Vétou 1.6: ukazte, ze X je omezena
a uzaviend a definujte v X posloupnost funkci, v niz kazdé dvé funkce
maji v maximové metrice vzdalenost 1.

4. DokazZte, ze spojité zobrazeni z kompaktniho metrického prostoru (M, dy)
do jiného metrického prostoru (Ms,ds) je nutné stejnomérné spojité, to
jest

Ve>030>0: x,y € My,di(z,y) <d=dao(f(z), f(y)) <e.

5. Dokazte, ze pro komplexni polynom p(z) je z — |p(z)| spojité zobrazeni z
C do R.

6. Ukazte, ze pro X C Y C M je X topologicky kompaktni v podprostoru
(Y, d), pravé kdyz je topologicky kompaktni v celém prostoru (M, d).



4. prednaska 22. rijna 2007

Uplné metrické prostory. Metricky prostor (M, d) je tplny, kdyz kazda cau-
chyovska posloupnost bodt v M konverguje.

Priklady. 1. Euklidovsky prostor R je tuplny, kazda cauchyovska posloupnost
redlnych &isel mé limitu. Uplné jsou i podprostory [2,3] a [—5, +0c). Naopak
podprostory Q a (0, 1] iplné nejsou. Obecnéji i euklidovské prostory R™ jsou
uplné.

2. Z Matematické analyzy II vime, ze prostor C[a, b] funkci spojitych na [a, b]
s maximovou metrikou je uplny. Je-li totiz posloupnost (f,) cauchyovska, spl-
nuje stejnomérnou Bolzanovu-Cauchyovu podminku a tedy na [a, b] konverguje
stejnomérné k jisté funkci f. Funkce f je na M spojita, protoze je stejnomérnou
limitou spojitych funkci. Tedy f € C(M) a v supremové metrice mame

lim f, = f.

n—oo

3. Vezmeme znovu spojité funkce Cla, b, ale ted Cla, b] vybavime integralni
metrikou. Vznikly metricky prostor neni dplny. Sestrojime cauchyovskou po-
sloupnost, ktera nema limitu. Polozime a = —1,b = 1 a uvazime funkce

—1 pro—-1<zx< —n~1

fo(x) =< nx pro-n"l<z<n!
1 pro n~l<zx<l.

Pak (f,) C C[-1,1] a (f») je cauchyovska, protoze pro m < n mame

1 1/m
A(fin, frn) = /1 |fm () — fu(z)| dox < /1/ 1 dx =2/m.

Neexistuje vsak funkce f € C[—1,1], pro niz by f, — f pro n — oo. Takova
funkce f by podle definice f,, musela byt na intervalu [—1,0) identicky rovna
—1 a na intervalu (0, 1] identicky rovna 1, coz je pro funkci spojitou na [—1, 1]
nemozné.

4. Kompaktni metricky prostor je vzdy uplny (tloha 1). Naopak to obecné
neplati, R je uplny a nekompaktni metricky prostor.

5. Uvazme euklidovské metrické prostory R a (—m/2,7/2). Bijekce

f(z) = arctan(z) : R — (—7/2,7/2).

je homeomorfismus, f i f~1(z) = tan(z) : (—7/2,7/2) — R jsou spojita
zobrazeni. Oviem R je tplny metricky prostor, ale (—m/2,7/2) nikoli. Uplnost
metrického prostoru neni, na rozdil od kompaktnosti, topologicka vlastnost, neni
urcena pouze otevienymi mnozinami, zavisi i na metrice. Nicméné se tplnost
se zachovavd homeomorfismem, ktery je v obou smérech stejnomérné spojity
(funkce tan z neni na (—n/2,7/2) stejnomérné spojita).

Tvrzeni 1.9. Uplnost metrického prostoru se zachovdvd ndsledujicimi opera-
cems.



1. Prechodem k uzavrenému podprostoru.

2. Obrazem stejnomerné spojitym prostym zobrazenim, pokud je i inverzni
zobrazeni stejnomérné spojite.

3. Kartézskym soucinem.

Duikaz. 1. Uloha 2. 2. Uloha 3. 3. Uloha 4. O]

Banachova véta o pevném bodu. Pomoci tplnosti se d4 o mnohych rovnicich
dokazat, ze v uplném metrickém prostoru maji reseni. Typickym prikladem je
rovnice z2 = 2, ktera sice nemé FeSeni v oboru racionalnich é&isel, ale v $ir§im
oboru realnych cisel se diky tiplnosti dokaze existence reSeni. PopiSeme obecny
postup, ktery zarucuje existenci feseni jisté tridy rovnic v uplnych metrickych
prostorech.

Zobrazeni f : M — M metrického prostoru (M, d) do sebe je kontrahujici,
kdyz pro ne€jaké ¢islo ¢ € R spliujici 0 < ¢ < 1 pro kazdé dva body x,y v M
plati

d(f(z), f(y)) < qd(z,y).

Kontrahujici zobrazeni tedy kontrahuje, zmensuje vzdalenost kazdych dvou bodu
alespon o pevny faktor ¢ mensi nez 1. Je jasné, ze kontrahujici zobrazeni je stej-
nomeérné spojité. Pevnym bodem zobrazeni f mnoziny X do sebe rozumime bod
a z X spliujici f(a) = a. Posloupnost (x,,) C X je posloupnosti iteract zobrazeni
f: X — X, kdyz pron = 1,2,... plati z,11 = f(x,) (r1 € X je libovolny
startovaci bod posloupnosti iteraci).

Véta 1.10 (Banachova véta o pevném bodu). Kontrahujici zobrazeni f
uplného metrického prostoru (M,d) do sebe md pravée jeden pevny bod a kazdd
posloupnost iteraci (x,) C M zobrazeni f k nému konverguje.

Dukaz. Uvazme libovolnou posloupnost iteraci (z,) kontrahujiciho zobrazeni
f. Protoze xz, = f(xn_1) a f je kontrahujici s konstantou ¢, pro kazdé n € N
mame odhad

d(xn—l—l,xn) S qd<xn733n—1) S q2d(xn_1,a:n_2) S cee S qn_ld(x27$1)-

Pomoci trojuhelnikové nerovnosti pak pro kazdé k,n € N mame

d(Tpik,Tn) < dTpik,Tnik—1)+ d(Tnik—1,Tnik—2)+ ... +d(Tpr1,Tn)
< d(@,x) (@M TR ")
< d(zo,x)(@" "+ "+ "+ )
= d(z2,71)¢" /(1 q)

— 0 pron — oo (nebot 0 < g < 1).

Posloupnost (z,) je tedy cauchyovské. Diky tplnosti prostoru M ma limitu a.
Ze spojitosti f pak plyne, ze a je pevnym bodem f:

a= lim z, = hm Tpil = hm f(xyn) = f( lim z,) = f(a).



Necht a, b jsou dva pevné body f. Pak

d(av b) — d(f<a)7 f(b)) < qd<a7 b)?

coz vynucuje d(a,b) = 0 a a = b. Pevny bod je jediny. O

D& se ukazat (tloha 5), Ze véta plati i za zdanlivé slabsiho ptfedpokladu, Ze
kontrahujici je jen néjaka iterace f()(z) = f(f(...(f(x)))) zobrazeni f.

Ukéazeme pouziti Véty 1.10 pri feSeni diferencidlnich rovnic. Za¢neme jed-
noduchou rovnici y'(z) = y(x), kdy chceme najit funkci rovnou své derivaci.
Resenim této rovnice je exponencidla y(x) = exp(z) a spousta dalsich funkcf,
jako tfeba —3exp(z + 10). Pro kazdou dvojici redlnych ¢isel a,b dokonce exis-
tuje takové resSeni, ze y(a) = b, sice y(x) = bexp(z — a). Jak uvidime, s timto
pozadavkem je Feseni (lokalné) jednoznacné. Pomoci Banachovy véty o pevném
bodu se da lokalni existence a jednoznacnost reseni dokazat pro Sirokou tridu
diferencialnich rovnic

o) v = b
”{ y(@) = [l y).

Zde f : R? — R je zadan4 funkce (prava strana rovnice) a a,b € R jsou zadan
¢isla. Hledame realnou funkci y(x) a otevieny interval I obsahujici a, Ze y(x) je
na I definované, y(a) = b (fikdme, Ze y(x) splituje pocdatecni podminku y(a) = b)
a y(xr) ma I derivaci splnujici pro kazdé x € I druhy vztah v (*), tj. vlastni
diferencialni rovnici.

Véta 1.11 (Picardova). Pokud je f : R?> — R spojitd a existuje konstanta
M > 0 takova, Ze pro kazZda tri c¢isla u,v,w € R plati

|f(u,v) _f(uvw)| < M|v—w|,

pak kazdy bod a € R md okoli I = (a — d,a + 9), na némzZ md iuloha (*)
jednoznacné tesent y(x).

Dukaz. Budeme pracovat na intervalu I = (a — d,a + §) pro néjaké 6 > 0 a
na jeho uzdvéru J = [a — §,a + 8]. Z vlastnosti Riemannova integralu (vypocet
Riemannova integralu Newtonovym integralem, Riemanntiv integral jako funkce
horni integra¢ni meze) plyne, Ze pro spojitou funkci f je uloha (*) ekvivalentni
rovnici

y(x) = b—i—/m flt,y(t)) dt, x €I

—je-li y(x) na I feSenim ulohy (*), je FeSenim rovnice a naopak. Ukézeme, Ze
pro dostateéné malé § mé na intervalu I posledni rovnice—a tedy i tuloha (*)—
jednoznacné feseni y(x). Prava strana posledni rovnice definuje zobrazeni A,
které funkci y(x) spojité na J prifadi funkei z(x),

() = Aly@) = b+ [ eyt ar.



Integral je spojitou funkci své horni integraéni meze, takze z(x) je na J rovnéz
spojita (dokonce méa na J spojitou prvni derivaci: 2'(z) = f(z,y(x))). Mame
zobrazeni

A: Cla—d,a+ 0] — Cla—6,a+ 9]

Odvodime, ze A ma pro dostatecné malé § jednoznac¢ny pevny bod y.

Pro tento tcel vybavime Cla — d,a + 0] maximovou metrikou d(-,-), ¢imz
dostaneme tuplny metricky prostor (viz priklad 2), a pouzijeme Vétu 1.10. Uvi-
dime, Ze pro dostatecné malé § je A kontrahujici. Necht y(z) a z(x) jsou dvé
funkce z Cla — 0, a + 0]. Pak

d(A(y), A(z)) = max|A(y)(z) - Az)(z

:IES}‘/“y dt—/ftz dt‘
~ max / (F(ty(8) — F(t, 2(2))) dt

xeJ

< may | N y(®) — £t =) de
< max /:M\y(t)—Z(t)\dt'
< max| [ Mmax () — <t>\dt\

xeJ teJ

= max/ Md(y, z dt|

xzed
= Mé-d(y,z

Zvolime-li § < 5+, mame d(A(y), A(z)) < 3d(y, z) pro libovolné dvé funkce z
Cla — §,a + J] a zobrazeni A je kontrahujici. Podle Véty 1.10 mé jednoznad¢ny
pevny bod a Véta 1.11 je dokéazana. O

Kdyz realnd funkce dvou proménnych f(u,v) spliiuje pro néjakou konstantu
M > 0 na mnoziné D C R? podminku Véty 1.11, to jest

v(“?”)?(uaw) €D: ‘f(uav) _f(uaw)l SM’U_U)”

fekneme, ze f je na D lipschitzovskd nebo ze na D splnuje Lipschitzovu podminku
(v druhé proménné). Funkce f(u,v) = v z Gvodniho prikladu je lipschitzovska
na celém R?, tfeba s konstantou M = 1. Funkce bexp(z — a) je proto pro kazdé
dvé ¢isla a,b € R jednozna¢nym lokalnim feSenim diferencidlni rovnice y(a) = b,
y'(z) =y(z).

Podminka lipschitzovskosti na celém R? je zbyte¢né silnd a v praxi éasto
neni splnéna. Staci vSak jeji lokalni splnéni. Dokazte si (loha 7), ze Véta 1.11
plati i za slabsiho predpokladu lokalni lipschitzovskosti.



Ulohy
. Dokazte, ze kompaktni metricky prostor je tplny.

. Dokazte, ze podmnozina aplného metrického prostoru indukuje iplny pod-
prostor, pravé kdyz je uzaviena.

. Dokazte, ze kdyz f : M — N je bijekce mezi metrickymi prostory, pricemz
f i f~! je stejnomérné spojité zobrazeni, pak je prostor M tplny, pravé
kdyz je prostor N uplny.

. Kartézsky soucin dvou uplnych metrickych prostort je tplny.

. Ukazte, ze zobrazeni tiplného metrického prostoru do sebe, jehoz néjaka
iterace je kontrahujici, ma jediny pevny bod.

. Dokazte pomoci Banachovy véty o pevném bodu, ze polynom z? —2 ma v
R koren. Jak bude vypadat posloupnost iteraci konvergujici k v/27 Navod:
graf funkce 2?2 — 2 aproximujte teénou.

. Necht D C R? je otevfena mnozina, (a,b) € D a f: D — R je spojit4
funkce, kterad je na D lipschitzovska ve druhé proménné. Pak ma diferen-
cidlni rovnice (*) lokalné jednoznac¢né reseni.



5. prednaska 29. rijna 2007

Zaveérem prvni kapitoly o metrickych prostorech se zminime o tfech dilezitych
typech souvisejicich matematickych struktur.

Topologické prostory. Topologické prostory jsou chudsi nez metrické pro-
story: zapomeneme na metriku a nechame si jen oteviené mnoziny. Topologicky
prostor, struénéji topologie, je dvojice (X,7), kde 7 je systém (ne nutné vSech)
podmnozin mnoziny X, ktery obsahuje mnoziny () a X a je uzavifeny na libovolna
sjednoceni a na konec¢né priniky. Explicitné,

(a)0eT, XeT,
b){0;|iel} CT = U;c; €T a
() {O;|iel} CT,Ikonetnd = (., €7.

Prvkam systému 7 se fika oteviené mnoziny topologie 7. Jak vime (Tvrzeni
1.1), systém otevienych mnozin metrického prostoru tvoii topologicky prostor.
Je ale mnoho topologii, které nelze vytvorit z metrického prostoru (tlohy 1
a 2). Na topologické prostory lze prenést mnohé z metrickych prostori (viz
spojitost—Tvrzeni 1.3 a kompaktnost—Véta 1.8).

Normované prostory. Normované prostory jsou bohatsi mez metrické pro-
story, kromé metriky nesou dalsi strukturu. Normovany prostor je vektorovy
prostor X nad télesem R vybaveny zobrazenim || - || : X — R, zvanym norma,
spliujicim t¥i axiomy (pro vSechny z,y € X a A € R):

(a) lz]l = 0, [z]| =0 <= 2 =0,
(b) [[Az]| = |A] - [|]| a
(©) |z +y|| < ||z|| + ||ly|| (trojtihelnikova nerovnost).

Normovany vektorovy prostor je metrickym prostorem, funkce

d(z,y) = [l =y

je metrika (tloha 3). ProtozZe se zrodila z normy, je transla¢né invariantni (esky:
neméni se pfi posunuti), pro kazdé t¥i vektory z,y, 2z z X mame d(x+z2,y+2) =
d(z,y). Banachiv prostor je iplny normovany prostor, tj. odvozena metrika je
uplna.

Metriky d,(-,-) na R™, prop > 1 a p = 0o (viz 1. pfednaska), jsou odvozeny

Z noreim
n 1/p
el = (S let)  rep e = ol
1=

Podobné i pro analogické metriky na prostoru spojitych funkei C|a, b]. VSechny
tyto prostory jsou Banachovy.



Prostory se skalarnim souc¢inem jsou jesté bohatsi. Prostor se skaldrnim
soucinem (PSS) je vektorovy prostor X nad télesem R, ktery je vybaven zobra-
zenim (-,-) : X X X — R, zvanym skaldrni soucin, spliiujicim t¥i axiomy (pro
vSechny z,2',y € X a k,\ € R):

a) (z,z) >0, (x,z) =0 <= z =0,

b) (z,y) = (y,z) a
c) (kz + Az’ y) = K(z,y) + Mz, y).

Symetrie v (b) a linearita v prvnim argumentu v (c) davaji, Ze skalarni soucin je
linearni i ve druhém argumentu, je to bilinearni zobrazeni. Na rozdil od metriky
a normy miuze skalarni souc¢in nabyvat zapornych hodnot, ale na diagonale x = y
musi byt nezadporny. Méti thel mezi vektory a lze z néj odvodit normu a tedy
i metriku, jak hned ukazeme. Prikladem PSS je euklidovsky prostor R™ se
skalarnim soucinem

(x,y) =21y1 + T2Y2 + - - + TenYm.

Dalsim ptikladem je prostor spojitych funkci C|a,b] se skalarnim soucinem

(f.g) = / F(2)g(x) d.

Nasledujici nerovnost je jedna z nejdilezitéjsSich v matematice.

Véta 2.1 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). V prostoru se skaldrnim
soucinem (X, (-,-)) pro kazdé dva vektory x a y plati, Ze

(z,9)* < (z,2)(y,y).

Rovnost nastava, prdve kdyz je jeden z vektoru skalarnim ndsobkem druhého,
x =y pro A € R.

Dtkaz. Byl v Linearni algebte, proto ho zde neuvadime. O
Uvazme zobrazeni || - || : X — R definované jako
] := v/, x).

Déa se ukazat (tloha 4), ze toto zobrazeni je norma. PSS je tedy také normo-
vany prostor (a tedy i metricky prostor a topologicky prostor). Cauchyovu—
Schwarzovu nerovnost miizeme pomoci znaceni pro normu ekvivalentné zapsat
ve tvaru

[z, u)| < llll - [yl
Hilbertuv prostor je tplny PSS, tj. odvozena metrika

d(z,y) = |z —yll = V{z —y,x — y)

je uplna. Euklidovsky prostor R™ je Hilberttiv, ale prostor spojitych funkci
Cla,b] Hilberttv neni (tloha 5).




Kapitola 2. Diferencialni pocet funkci vice proménnych.

Jak vime z MAI, za urcitych predpokladi se funkce jedné proménné daji lokalné
aproximovat pomoci linearnich funkci, s nimiz se lépe pocita. Konkrétné, ma-li
funkce f: (a—46,a+9) — R v bodu a vlastni derivaci, mame v okoli a linedrni
aproximaci

fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+o(h), h — 0.

Ve druhé kapitole ji zobecnime pro funkce s vice proménnymi, a pak i pro
zobrazeni slozend z nékolika takovych funkci. Budeme pracovat v euklidovském
prostoru R™ s obvyklym skaldrnim soudinem (z,y) = > .., x;y;, s odvozenou
euklidovskou normou

el = /a3 + a3+ ... +a2,

a euklidovskou metrikou

d(z,y) = V(x1 —y1)? + (22 —92)2 + ... + (@ — Ym)?,
a s funkcemi o m proménnych
f: D—R
definovanymi na otevienych mnozinach D v R™.

Smeérova derivace, parcialni derivace, diferencial. Smérovou derivact
funkce f : D — R v bodu a ve sméru v, kde D C R™ je oteviend mnozina,
bod a lezi v D a v z R™ je nenulovy vektor, rozumime limitu

D, f(a) := lim flat tvt) —~ f(a)’

pokud existuje. Predstavte si D jako oblast v tfirozmérném euklidovském pro-
storu, kde funkce f méfti teplotu a kterou prolétd po primocaré draze castice.
Smérova derivace D, f(a) pak udava okamzitou zménu teploty ¢astice ve chvili,
kdy se nachazi v bodu a a méa vektor rychlosti v.

Parcialni derivace funkce f v bodé a podle proménné x; je smérova derivace

D, f(a), kde e; je i-ty vektor kanonické baze, tj. e¢; = (0,0,...,0,1,0,0,...,0)

ma na i-tém misté 1 a jinde nuly. Znacime ji %(a). Explicitné,

of (a) = lim flar,...;a;—1,a; + hyaig1, ..., am) —f(al,ag,...,am)'
8mz’ h—0 A

Ma-li f parcialni derivaci podle z; v kazdém bodé D, dostavame funkci

of
8901-

: D — R,



kterd kazdému bodu a z D pfifazuje hodnotu %(a). Vektor hodnot vsech

parcidlnich derivaci funkce f v bodé a je gradient funkce fva,

V(@)= (Z(0), 2 (0), .., £ ()

Pocitat parcialni derivace uz umime, pri vypoctu % se proménné rizné od
7

x; berou jako konstanty a f tak derivujeme jako funkci jediné proménné z;.
Napriklad

d(x3ysin(yz) + xlog 2)
dy

= 2°(sin(yz) + zy cos(yz)).

Funkce f ma v bodé a (totdlni) diferencidl, jinymi slovy f je v a diferenco-
vatelna, kdyz existuje takové linearni zobrazeni L : R™ — R, Ze

fla+h) — f(a) — L(h)

im = 0.
1h]—0 1A

Toto linearni zobrazeni L nazyvame diferencidlem a znac¢ime D f(a), jeho hod-
nota L(h) na vektoru h pak je Df(a)(h). Podstatny rozdil ve srovnani se smé-
rovou a parcialni derivaci je ten, ze ty jsou pouhd cisla, kdezto diferencial je
slozitéjsi véc, linedrni zobrazeni.

Smérova derivace, parcialni derivace a diferencial funkce f v bodu a davaji
lokalni aproximace f pobliz a linearni funkci:

flat+tv) = f(a)+Dyf(a)-t+o(t), t =0,
fla+te;) = fla)+ 33{
fla+h) = f(a)+Df(a)(h) +o(l|n]), Al — 0.

(a) -t +oft), t =0,

V prvnich dvou vztazich je t redlné cislo jdouci k nule a aproximace plati pouze
pro argumenty funkce na pfimce jdouci bodem a ve sméru v, resp. ve sméru
1-té souradnicové osy. Ve tfetim vztahu A probiha body R™ a aproximace plati
pro vSechny argumenty funkce v okoli bodu a. Diferencovatelnost je silnéjsi
vlastnost f nez existence smérovych nebo parcidlnich derivaci, z nichz neplyne
ani spojitost funkce v daném bodé.

Piiklady. 1. Funkce f = f(x,y) : R? — R definovana jako 1 na mnoZiné
{(z,y) € R?*: y = 22,2 # 0} a jako 0 pro vSechny zbylé body roviny mé v
pocatku vSechny smérové derivace (jsou rovné nule), ale neni tam spojita.

2. Podobné, definujeme-li f jako 1 na souradnicovych osach, tj. na mnoziné
{(z,y) € R? : xy = 0}, a jako 0 pro vSechny zbylé body roviny, m4 f v
pocatku obé parcialni derivace (jsou rovné nule), ale kromé nich uz zadnou
dalsi smérovou derivaci. Funkce f opét neni v pocatku spojita.

Pojem diferencidlu rozsifime na obecnéjsi situaci, kdy f : D — R"™ (D C
R™ je oteviend mnozina) je zobrazeni dané n-tici soufadnicovych funkci: f =



(f1i,f2,---,fn) a fi ©+ D — R. Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé a z D
diferencial nebo ze tam je diferencovatelné, existuje-li linedrni zobrazeni L :
R™ — R"™ takové, ze

e ) — f(@) — L)

— 0.
1] —0 Il

(Norma v ¢itateli je v R™, norma ve jmenovateli je v R™.) Linedrni zobrazeni
L znacime D f(a). Z aproximac¢niho pohledu to opét znamena, ze

fla+h) = f(a) + Df(a)(h) + a(h), kde [[n]| — 0= lla(n)[/|[A] — 0.

Tvrzeni 2.1. Bud ddno zobrazeni f = (f1, fa,..., fn): D — R"™, kde D C R™
je otevrend mnozina, a bod a v D.

1. Diferencidl f v a je urceny jednoznacneé.

2. Zobrazeni f je diferencovatelnée v a, prave kdyzZ je kaZda souradnicovd
funkce f; diferencovatelnad v a.

3. Kdyz je f diferencovatelné v bodu a, potom je v a spojité.

Dtikaz. 1. Uloha 6. 2. Uloha 7. 3. Ziejmé. O

Ulohy

1. Necht (X,7) je topologicky prostor vznikly z metriky, tj. tvofeny ote-
vienymi mnozinami néjakého metrického prostoru (X, d). Dokazte, Ze pro
kazdé dva rtzné body a, b z X existuji takové dvé oteviené mnoziny U, V'
zT,72¢acU,becV alUNV = (. Topologiim s touto vlastnosti se Fika

Hausdorffovy.

2. Uvedte priklad topologie, kterd neni Hausdorffova, takZe nevznikla z me-
triky.

3. Dokazte, Ze funkce d(x,y) := ||z — y|| definované na normovaném prostoru
je metrika.

4. Ovéite, ze funkce ||z| := /(x,z) na prostoru se skalarnim soucinem je
norma.

5. Ukazte, ze metricky prostor spojitych funkeci Cla, b] s metrikou danou ska-

larnim soucinem (f, g) = f; f(x)g(z) dx neni uplny.
6. Dokazte ¢ast 1 Tvrzeni 2.1.

7. Dokazte ¢ast 2 Tvrzeni 2.1.
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Souvislost diferencialu a parcialnich derivaci. Diferencial implikuje par-
cidlni derivace a spojité parcialni derivace implikuji diferencial.

Tvrzeni 2.3. Kdyz je funkce
f:U—R, UCR™ je okoli bodu a,

diferencovatelnd v a, pak md v a vsechny parcidlni derivace a jejich hodnoty
urcugi diferencial:

= (Vf(a),h).

Také ma v a vSechny smeérové derivace a plati D, f(a) = Df(a)(v).

of

0%,

(a) - him

Dukaz. Z linearity diferencidlu L = D f(a) méame
L(h) = L(hie1 + hgea + -+ - + himen,) = L(e1)h1 + -+ - + L(em) hum,

kde e; je i-ty vektor kanonické baze. Ovsem

te;) —
Of oy St 1e) =S (@
(9331' t—0 t
L(te: .
o e of|rel)
t—0 t
gy Hte) +o()
t—0 t
= L(Gi),
a tak L(e;) = g—i(a). Tvrzeni o smérové derivaci plyne z definice a z prave
dokazané formule pro diferencial. O

Obecné je pro zobrazeni f : D — R"™ diferencidl L = Df(a) : R™ — R" repre-
zentovan matici tvaru n x m a L se na vektor h aplikuje maticovym nasobenim:

L(h)l ll,l l1,2 ce ll,m hl

L(h)g lg’l l2’2 ce lg’m hg
L(R) = , - T . .

L(h)n ot Iz - lom .

Podle predeslého tvrzeni a bodu 2 Tvrzeni 2.1 ma tato matice v i-tém tadku
gradient souradnicové funkce f; v bodé a, takze

_ ol
i = 5 (@)




Dusledek. Diferencial zobrazeni f: D — R"™ v bodé a, kde D C R™ je okoli
a a f md soutadnicové funkce f = (f1, f2,-.., fn), je ddn tzv. Jacobiho matici
zobrazeni f v bodé a,

o 0 o

8—3{1(@ a—;j;(a) %(a)
o o o

<8fz( )> SN I ONE ORI ()
8$3 . . .
7.7_1 . . NN :
Afn Ofn Ofn

a—;”l(a) a—g;(a) agm(a)

Je-li tato matice ctvercovad, nazyva se jeji determinant jacobidnem.

Véta 2.4. Necht U C R™ je okoli bodu a € R™. Pokud ma funkce f : U — R
na U wvsechny parcidlni derivace a ty jsou v bodé a spojite, pak je f v bodé a
diferencovatelnd.

Dtikaz. Pro jednoduchost nechf m = 2 a a = 0 = (0,0). (Viz tlohu 1.)
Oznac¢ime h = (hi,hs) a ' = (hy,0). Ptirastek f(h) — f(0) napiSeme pomoci
prirtstklt ve smérech souradnicovych os:

f(h) = f(0) = (f(h) = f(B)) + (f(h") = £(0)).

Na tuseckadch h’h a Oh' funkce f zévisi pouze na proménné ws, resp. na .
Pouzijeme Lagrangeovu vétu o stredni hodnoté:

of

8562

——(C2) - h2+ﬁ(ﬁ) h1,

£(h) = (0) = o

kde (2 (resp. (1) je jisty vnitini bod tsecky h'h (resp. 0h'). Oba body lezi v
oteviené kouli B(0, ||h]|). Diky spojitosti v po¢atku méme

0 of — 0 0
@) = O +a(@) 2 516 = 520+ 86,
kde a(h),3(h) = o(1) pro h — 0 (tj. pro kazdé € > 0 mame & > 0, Ze ||h|| <
d = |a(h)| < € a podobné pro F(h)). Tedy
£ = 1@ = 2@ o+ 2L@) - by + (e + 800
X2 8

Diky nerovnostem 0 < [[G1 |, [[G2ll < [[2]| @ |h1]; [h2| < [[A]] je jasné, Ze a(C2)ha +
B(hi)h1 = o(h) pro h — 0. Funkce f je diferencovatelna v pocatku. O

Lagrangeova véta o stifedni hodnoté pro funkce vice proménnych. Na-
sledujici dvé tvrzeni zobecnuji Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté a fakt, ze
nulovost derivace implikuje konstantnost funkce.

Tvrzeni 2.5. Necht U C R™ je oteviend mnozina a u = ab je usecka s kon-
covymi body a a b leZici v U. Necht je funkce f : U — R na u spojitd a mad



v kazdem wvnitrnim bode u diferencidl. Pak existuje vnitrni bod ( usecky u s
vlastnosti, Ze

f(0) = f(a) =Df(C)(b - a).

Dukaz. Polozime F(t) = f(a + th), kde h = b — a a realné ¢islo ¢ probiha
interval [0, 1]. Funkce F' je patrné spojita na [0,1] a v ¢ € (0,1) ma derivaci

fla+th+ Ah) — f(a + th)

F) = iiino A
—  lim Df(a+ th)(Ah) + o(||Ahl|)
N A—0 A
= Df(a+th)(h).

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje takové ty € (0,1), ze F(1) —
F(0) = F'(tg). Odtud

f(0) = f(a) = F(1) = F(0) = F'(to) = Df(a + toh)(h) = Df(¢)(h),

kde ¢ = a + tph. O

Rekneme, Ze oteviend mnozina D v R™ je souvisld, kdyZ lze kazdé jeji dva body
spojit lomenou c¢arou, ktera cela lezi v D. Napriklad koule s jednotkovym polo-
mérem v R™, celé R™ a R3\ L, kde L je sjednoceni koneéné mnoha piimek, jsou
souvislé oteviené mnoziny. Na druhou stranu mnozina B\ R, kde B je oteviena
koule v R? a R rovina protinajici B, neni souvisla.

Tvrzeni 2.6. Ma-li redlnd funkce m promeénnych v kaZdém bodé otevrené a
souvislé mnoZiny nulovy diferencidl, je na této mnoziné konstantni.

Dukaz. Necht U C R™ je oteviend a souvisld mnozina a funkce f: U — R
ma na U nulovy diferencial. Vezmeme dva libovolné body a,b € U a spojime
je lomenou ¢arou s = s1S3...s, lezici v U. Pro libovolnou tusecku s; = a;b; z s
mame podle predchoziho tvrzeni a predpokladu o f, ze

flai) — f(bi) =Df(¢)(a; —b;) =0

(zde ( je néjaky vnitini bod s;), tedy f(a;) = f(b;). Hodnoty funkce f na koncich
vSech tsecek s; jsou proto vSechny stejné a tedy f(a) = f(b). O

Tvrzeni 2.3, 2.4 a 2.6 davaji nasledujici dtsledek.

Dusledek. Ma-li redlna funkce m proménnych v kazZdém bodé otevrené a sou-
visleé mnoziny kazZdou parcialni derivaci nulovou, je na této mnoziné konstantni.

Pocitani s parcialnimi derivacemi a diferencialy. Pro dvé funkce f,g :
U — R, které jsou definované na okoli U C R™ bodu a € U a maji v bodé a



t-tou parcialni derivaci, mame pro i-tou parcialni derivaci jejich linearni kom-
binace, soucinu a podilu stejné vzorce jako v pripadé funkci jedné proménné
(misto g—i piseme 0; f):
Oi(kf +Ag)(a) = rOif(a)+ Adig(a)
9i(fg)(a) = g(a)dif(a)+ f(a)dig(a)

sl = MR o g(a) £ 0)

Tyto vzorce fakticky jsou vzorce pro funkce jedné proménné, protoze 0; se pocita
z funkce zavisejici jen na ;. Podobné pro diferencialy.

Tvrzeni 2.7. Necht U C R™ je oteviend mnozina, a € U a f,g: U — R jsou
dve funkce, obé diferencovatelné v bodé a.
1. Pro vsechny k, A € R je i funkce kf + Ag v bodu a diferencovatelna a

D(kf 4+ Ag)(a) = kD f(a) + ADg(a).
2. Soucinovd funkce fg je diferencovatelnd v a a
D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a).
3. Pokud g(a) # 0, je podilovd funkce f/g diferencovatelnd v a a

1
g(a)?

D(f/g)(a) = (g<a>Df<a> - f(a)Dg(a))-

Dukaz. Tyto vzorce plynou z analogickych vzorct pro parcialni derivace a z
Tvrzeni 2.3. (Viz ulohu 2.) O

Vzorec pro diferencial linedrni kombinace v ¢asti 1 plati obecnéji i pro zobrazeni
f,g: U—R™

Podivame se na diferencial slozeného zobrazeni. V nasledujici vété budeme
skladani funkci a zobrazeni zapisovat v poradi zprava doleva podle poradi apli-

kace: (go f)(z) = g(f(x)).

Véta 2.8. Necht
f: U=V, g: V—-RF

jsou dvé zobrazeni, kde U C R™ a V C R"™ jsou otevrené mnoziny. Je-li zobra-
zeni f diferencovatelné v bodé a z U a g je diferencovatelné v bodé b = f(a) z
V', je sloZené zobrazeni

gof=g(f): U—R"

diferencovatelné v bodeé a a jeho diferencidal se rovnd sloZeniné diferenciali zob-
razent f a g:

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a).



Nez se pustime do dikazu véty, pfipomeneme vyznam symbolti o(h) a O(h) a
explicitné uvedeme jejich jednoduché vlastnosti, které v diikazu vyuzijeme.

Pro zobrazeni z : U — R"™ definované v okoli pocatku U C R™ budeme
psat struéné z(x) = o(x) misto ||z(z)| = o(||x|]) a z(x) = O(x) misto ||z(z)|| =
O(||z||), bereme vzdy x — 0. Znaceni z(z) = o(x) je zkratka pro

Ve>030>0: [[z]| <= |z(2)] <elx|
a z(z) = O(x) pro

de>030>0: ||z <d=|z(2)| < c|z].

Lemma. Necht z1,z0 : U — R™, kde U C R™ je okoli pocdtku, jsou dvé
zobrazeni. Necht w : U — V av : V — RF jsou dvé zobrazeni, pricemz
UcCR™ aV CR" jgsou okoli pocatku. V nasledujicich tvrzenich x — 0.

1. Kdyz je z1 linedrni, potom z1(z) = O(x).

2. Kdy# je z1(z) = o(z) a zo(z) = o(x), potom 21 (z) + 22(x) = o(z).
3. Kdy? je z1(z) = o(z) a 22(z) = O(z), potom z(z) + 2z2(z) = O(x).
4. Pokud u(z) = o(z) av=0(x), pak v(u(z)) = o(z).
5. Pokud u(z) = O(z) a v(z) = o(x), pak v(u(z)) = o(z).
Dtikaz. Ulohy 3 a 4. O

Dukaz véty 2.8. V okoli poc¢atkt souradnic mame aproximace

g(b+h) = g(b) +Dg(b)(h) +~(h) a f(a+h)= f(a)+Df(a)(h)+ B(h),
kde 7( ) a B(h) jsou o(h). Rozdil f(a + h) — f(a) si ozna¢ime jako A(h). Pak
fla+h) = f(a) + A(h) = b+ A(h) a A(h) = Df(a)(h) + 5(h). Takze

(goflat+h)=(gof)la) = g(fla+h)) -
= (b+A(h)) 9(b)
= Dg(b)(A(h)) +(A(h)
= Dyg(b)(Df(a)(h
= (Dg(b) o Df(a)
kde

a(h) = Dg(b)(B(h)) +~(A(h)) = Dg(b)(B(h)) +v(Df(a)(h) + B(h)).



Prvni séitanec definujici a(h) je o(h) podle ¢asti 1 a 4 lemmatu a druhy je také
o(h) podle ¢asti 1, 3 a 5. Celkem a(h) = o(h) podle ¢asti 2. Vidime, ze go f ma
v a diferencial rovny linedrnimu zobrazeni Dg(b) o D f(a). O

7 linearni algebry vime, Ze matice linedrniho zobrazeni g o f slozeného z
linedrnich zobrazeni f a g se dostane jako soucin matice zobrazeni g a matice
zobrazeni f (v tomto poradi). Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a je matice
linedrniho zobrazeni D f(a) vzhledem ke kanonické bazi a jeji prvky jsou hodnoty
parcidlnich derivaci souradnicovych funkci v bodé a. Pomoci matic tak vétu 2.8
vyjadiime nasledovné.

Dusledek. Za situace popsan€ v predchozi véte je Jacobiho matice sloZeného
zobrazeni h = go f v bodé a rovna soucinu Jacobitho matice zobrazeni g v bodé
b= f(a) a Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a:

8hl k,m 892 >k,n (afz ) ,m
- b
(axﬁa))i,jzl (axju (5w)

k,m
B ag, afr
B (Z 8:1:r (9£Uj (CL))

ij=1

Specialné pro k = 1, kdy funkce h o m proménnych je sloZeninou

h:g(f17f27---7fn)

funkce g o n proménnych a n funkci f; = f;(xy,x2, ..., xy), dostavame retizkové
pravidlo pro parcialni derivaci slozené funkce:

oh " dg of;
5@ = Y g U@ 5l

= (Vyg(f(a)),0:f(a)),
kde 1= 1,2,. ..o, Mm, f = (fl,fg, .. 7fn) a &f = ((%fl,@ifg,. . ,&fn)

Ulohy
1. Zobecnéte dikaz Tvrzeni 2.4 na vice nez dvé promeénné.
Rozmyslete si dikaz Tvrzeni 2.7.
Dokazte ¢asti 1-3 lemmatu.

Dokazte ¢asti 4 a 5 lemmatu.

A

Lemma muzeme zobecnit na zobrazeni mezi normovanymi prostory (které
jako vektorové prostory nemuseji uz mit kone¢nou dimenzi). Pak ale jedna
z Casti 1-5 obecné prestane platit. Ktera?
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Geometrie diferencialu a parcialnich derivaci. Necht U C R™ je okoli
bodu a a f: U — R je funkce o m proménnych. Jeji okamzity rist v bodu
a ve sméru v, kde v je jednotkovy vektor (tj. ||[v|| = 1) z R™, je ddn smérovou

derivaci
o flattv) — fla)
t—>0 t ’

Dy f(a) =

V jakém smeéru roste funkce nejrychleji? Kdyz je f v a diferencovatelna, pak
podle tvrzeni 2.3 a Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti (véta 2.1)

Dy f(a)] = [Df(a)(w)] = [(VF(a),v)] <[VF(@)-[lv] = [V f(a)ll

a rovnost se nabyvéa, pravé kdyz v je skaldrnim nasobkem V f(a), to jest pravé

pro dva vektory
b Vi) __ Vf(a)

vV = =
V@] * IV f(a)l

Ve sméru v svého normovaného gradientu tedy f roste nejrychleji a v opaéném

sméru v~ stejnou meérou nejrychleji klesa:

D+ f(a) = (Vf(a),v") = [[Vf(a)ll a D,-f(a) =(Vf(a),v™)=—[[Vf(a)l.

(Pfesné feceno, tohle je pravda, pokud je gradient V f(a) nenulovy vektor. Je-li
to nulovy vektor, pak ma f ve vSech smérech nulovy rist.)

Zobecnime pojem tecny ke grafu funkce jedné proménné na (nad)rovinu
tecnou ke grafu funkce vice proménnych. Pro jednoduchost znaceni se omezime
na pripad te¢né roviny a dvou promeénnych; obecna teéna nadrovina ke grafu
funkce m proménnych se zavadi analogicky.

Necht (z9,y0) € D C R?, kde D je oteviend mnoZina v roving, a f : D — R
je funkce. Jeji graf

PI{($,y,Z) € R? | (:z:,y) ED,z:f(x,y)}

je plocha v t¥irozmérném euklidovském prostoru. Na P lezi bod (xg, yo, 20), kde
20 = f(xo0,y0). Predpokladejme, ze funkce f je v bodé (zg,yo) diferencovatelna.
Potom mezi vSemi rovinami z = L(z,y) (L je afinni funkce dvou proménnych),
které obsahuji bod (zg, o, 20), je pouze jedina spliujici pro (z,y) — (xo, o)
aproximaci

f(@,y) = L(z,y) + o(\/(z — 0)% + (¥ — 10)?),

totiz rovina

of of

T(x,y) = 20 + %(x()ay()) - (z — o) + a—y(xoayo) (¥ — yo)-

To plyne hned z existence diferencidlu a jeho jednoznacnosti, protoze ziejmé
Df(xo,y0)(z,y) = T(x,y) — zo. Graf funkce T'(z,y),

T={(v,y,2) € R®| (z,y) € D, 2 =T(z,y)}



se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé (xg,yo, 20)-
Rovnici teéné roviny z = T'(x,y) prepiSeme ve tvaru

o)+ @ 20) + 5L o) (= w0) (5 =20) = 0

(V,(x —z0,y —yo,2 — 20)) = 0O,
kde V z R3 je vektor

0 0
V= (a_i(xOMUO)? a_g(x07y0)7 _1) .

Oznacime-li X = (x,y,2) a Xo = (x0, Yo, 20), mizeme te¢nou rovinu 7" definovat
jako
T={XcR?|(V,X - X,) =0}.

Je tedy tvorena praveé témi body, jejichz smérové vektory k bodu X jsou kolmé
na V. Vektor V' se nazyva normadlovym vektorem ke grafu funkce f v bodé Xj.

Parcialni derivace vyssich rada. Pokud ma funkce f: U — R definovana
na oteviené mnoziné U C R™ v kazdém jejim bodé parcialni derivaci F' = 0, f
a ta ma ma v bodé a € U parcidlni derivaci 9;F(a) = 0;0; f(a), fekneme, ze f
ma v bodé a parcidini derivaci druhého vadu podle proménnych x; a x; a jeji
hodnotu znacime

0% f

5 (a).
L;0

Induktivné definujeme parcialni derivace vyssich radd: ma-li f v kazdém bodé
x € U parcialni derivaci

ak—lf

F= 8.7?%718%%72 ce 8@-1 (%)

a ta ma v bodé a € U parcialni derivaci 0;F(a), fekneme, ze f ma v bodé a
parcidlni derivaci k-t€ho vadu podle proménnych x;,, ..., x;, ,,2; ajeji hodnotu
znacime
Caf E—
8a:j8xik_l .. .(9asil

Na poradi proménnych pii parcialnim derivovani obecné zalezi, jak ukazuje pri-
klad funkce

T .’L‘2— 2
f(iE y) _ —y:£2+yg ) pro x? + y2 # 0
7 0 pro 22 + y2 = 0,

ktera ma v poc¢atku obé smiSené parcidlni derivace druhého radu, ale s riznymi
hodnotami: 5 f 5 f
0,0)=1+#—-1=—>-—(0,0
8966‘@/( ) 7 @y(‘?m( )
(dloha 1). Nicméné pfi spojitych parcidlnich derivacich na pofadi proménnych
nezalezi.




Tvrzeni 2.9. Necht funkce f: U — R ma na okoli U C R™ bodu a parcialni
derivace druhého vdadu 0;0;f a 0;0;f a ty jsou v a spojité. Potom

8J81f(a) = &@f(a)

Dtkaz. Pro jednoduchost bud m = 2 a a = (0,0). Diky spojitosti obou
parcidlnich derivaci v poc¢atku staéi nalézt pro kazdé h > 0 ve ¢tverci [0, h)? dva
body o a 7, v nichz 0,0, f(c) = 0,05 f(7).

Vrcholy ¢étverce oznacime a = (0,0), b = (0,h), ¢ = (h,0), d = (h,h) a
uvazime ¢islo f(d) — f(b) — f(¢) + f(a). Lze ho dvéma zptsoby napsat jako
rozdil rozdili:

fld) = f(b) = fle) + fla) = (f(d) = (b)) = (f(c) = f(a))
= (f(d) = f(e)) = (f(b) = f(a))

¥(0)
¢(0)7

~

(h)
¢(h)

kde
¢(t) — f(h'vt) - f<07t) a gb(t) - f(tv h) - f(t,O).
Mame ' (t) = 0y f(h,t) — 0y f(0,t) a ¢'(t) = 0. f(t,h) — 0, f(t,0). Lagrangeova

veéta o stfedni hodnoté dava vyjadreni

f(d) = f(b) = fle) + fla) = 9'(to)h = (Oyf(h,to) — Oy f(0,t0))h
= ¢'(s0)h = (0xf (50, h) — 0z f(50,0))h,

......

mame
f(d) — f(b) — f(c) + f(a) = 0.0, f(s1,t0)h* = 0,0, f (s0,t1)h?, s1,t1 € (0,h).

Body o = (s1,t0) a T = (s9,t1) lezi ve ¢tverci [0, h]? a 0,0, f(0) = 8,0, f (7). O

Rovnost hodnot obou derivaci lze dokazat i za slabsiho predpokladu: existuje-li
0,0y f v okoli bodu a a je v ném spojitd, potom existuje i 9,0, f(a) a 0,05 f(a) =
0.0y f(a).

Pro otevienou mnozinu U C R™ oznac¢ime symbolem C*(U) mnozinu funkci
f: U — R, jejichz parcialni derivace az do tadu k vcetné jsou na U definované
a spojité.

Dusledek. Pro kaZdou funkci f = f(x1,72,...,2m) 2 C¥(U) hodnoty jejich
parcialnich derivact aZ do radu k nezavisi na poradi promennych—pro |l < k a
a €U plati

o' f o f
0x;,0x; 0x; (a) = Ox;, 0 ; Ox; (@),
2] -1 """ 11 J Ji—1 "+ ° J1
jakmile je posloupnost (i1, ...,4;) permutaci posloupnosti (ji,...,7).
Dukaz. Kdyz je posloupnost v = (ji,...,J;) pouze permutaci posloupnosti

u = (i1,...,1;), dokdZeme u transformovat ve v prohazovanim dvojic ¢lent v u,



dokonce vystac¢ime s prohazovanim sousednich ¢lenii: v u nalezneme clen j; a
nechame ho ,propadnout® az dolti, pak nechame propadnout na spravné misto
j2 atd. Rovnost hodnot parciadlnich derivaci tak plyne z tvrzeni 2.9. O

V pripadé spojitych parcialnich derivaci tak zalezi jen na multimnoziné pro-
ménnych, podle kterych se derivuje, ale ne na jejich poradi. Misto 0,0, piSeme
struéné dz? apod. Napiiklad, pro f z C°(U) méme

o f B o f Ay
Oy 0x Oy Oy 0z  Oy? Ox 0z Oy  Ox Oz Oy3

Dulezitym nastrojem pfi studiu vlastnosti funkci je Taylortiv rozvoj, jehoz
verzi pro vice proménnych nyni odvodime. Jak rozumét pouzitému symbolic-
kému zapisu diferencidlniho operatoru vysvétlime na piikladu, v némz f =
f(z,y,2) je funkce a a € R3, a, B € R jsou konstanty. Zapisem

(aay + ﬁaz>3f(a)
(@®(9y)° + 3a°B(8,)?0. + 30%8,(9.)* + 5°(9:)°) f (a)

3 3 3 83
= @@ 4302 (@) + 308 (@) + 05 L (@)

Tvrzeni 2.10. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, a € U jeboda f: U — R
je funkce z C™(U). Potom v okoli bodu a mdme Tayloriv rozvoj

= 1 .
flat+h) = Zﬁ(hlm+h282+---+hm(9m)zf(a)+0(Hh||”)
i=0
1 PirtFim f " . .
R Sl vl ORURIRLL (U

11« ..lm-

— +Za J(@)hi ) 02,0x, f(a) hihj—l—%zaif(a)hz-l—
1=1

1<J

ot O(HhH )-

V pruni sumé mocninu chdpeme symbolicky (ve smyslu operdtorového poctu) a
ve druhé sumé scitdme pres vsechny m-tice nezapornych celych ciseli1,12, ..., 1m,
jegichZ soucet je nanejvys n.

Dtkaz. Vezmeme Taylortv rozvoj az do fddu n pomocné funkce jedné pro-
ménné F(t) = f(a + th), kde t € [0,1]. Opakovanym pouzitim fetizkového
pravidla (F' = f o, kde [ je linedrni zobrazeni, pfimka [(t) = a +th) pro k < n
dostavame

" f
FR (1) = Z R ( +th) - hi hi, .. h,

Zl 77'27



kde 71, ..., probihaji nezavisle na sobé vSechny indexy 1,2, ..., m. Dosazenim
do Taylorova rozvoje funkce F' se zbytkem v Lagrangeové tvaru

n—1
1 . F(n)(g)
_ _ Z @) -\
f(a+h)_F(1)_i§:O Z_!F (0) + T 0<0<1,

dostavame, s vyuzitim kompaktniho symbolického zapisu parcidlnich derivaci,
prvni formuli pro f(a+h). Druha formule vyplyva z prvni pomoci multinomické
véty:

T D S RS | (T8
P2 tm/ g

01,09, yim
kde i1,12,...,7, probihaji nezaporna celd cisla se souctem 7 a
) B 7!
(il,ig,...,im) gl dgl ey
je multinomicky koeficient. O

Sc¢itance odpovidajici i =0 a 1 jsou f(a) a Df(a)(h). Taylorova formule zobec-
nuje lokalni aproximaci pomoci diferencialu, kterou dostavame pro n = 1.

Extrémy funkci vice proménnych. Symetrickd (tj. a; ; = a;,;) redlnd n x n
matice A € R"*"™ definuje kvadratickou formu

n
_ T _ ) n
P(xy1,x9,...,2,) = xAx" = g a; jriz; : R" — R

t,j=1
(x je fadkovy vektor (z1,xs,...,2,)). Pfipomenme si, Ze A se nazyva

e pozitivné (negativné) definitni, kdyz P(x) > 0 (P(z) < 0) pro vSechny
r € R"\{0};

e pozitivné (negativné) semidefinitni, kdyz P(x) > 0 (P(x) < 0) pro vSechny
r e R"
e indefinitni, neni-li ani pozitivné ani negativné semidefinitni, tj. P(x) > 0

a P(y) < 0 pro néjaké dva vektory z,y € R".

Hessova matice funkce f v bodé€ a,kde f : U — R je definovana na okoli U C
R™ bodu a a ma na U vSechny derivace druhého radu, je matice zaznamenavajici
hodnoty téchto derivaci:

)= (3oL @)

1,7=1

Podle tvrzeni 2.9 je Hessova matice funkci z C?(U) symetricka.



Odvodime kritérium existence lokalnich extrémt funkci m proménnych, které
zobecniuje vysledek pro funkce jedné proménné. Roli hodnoty druhé derivace
prebira Hessova matice. Pfipomenme si, ze funkce f : U — R, kde U C R™
je otevienad mnozina, ma v bodé a € U ostré lokalni minimum, pokud existuje
d > 0 takové, 7ze 0 < ||z — a|| < 0 implikuje f(x) > f(a). (Neostré) lokalni
minimum znamena, Ze ||x — al| < § implikuje f(x) > f(a). Podobné pro ostré a
neostré lokalni maximum. Funkce f nemé v a ani neostry lokalni extrém, nema-li
v tomto bodé ani lokalni neostré minimum ani lokalni neostré maximum, to jest
pro kazdé § > 0 existuji body x, y takové, ze ||x —al|, |ly —al| < d a f(x) > f(a),
fy) < fla).

Véta 2.11. Necht f € C%(U), kde U C R™ je oteviend mnoZina, a a € U je
bod.

o Pokud Vf(a) #0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém.

o Pokud Vf(a) =0 a H¢(a) je pozitivné (negativné) definitni, potom md f
v a ostré lokdlni minimum (mazimum).

o Pokud Vf(a) =0 a Hf(a) je indefinitni, nemd f v a ani neostry lokdlni
extrém.

Ulohy

1. Ovérte, ze uvedend funkce f(x,y) ma v pocatku rizné smisené parcidlni
derivace druhého tadu.
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9. prednaska 26. listopadu 2007

Véta 2.11. Necht f € C?(U), kde U C R™ je oteviend mnoZina, a a € U
je bod.

o Pokud Vf(a) #0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém.

e Pokud Vf(a) =0 a H¢(a) je pozitivné (negativné) definitni, potom md f
v a ostré lokdlni minimum (mazimum,).

e Pokud Vf(a) =0 a Hf(a) je indefinitni, nemd f v a ani neostry lokdlni
extrem.

Dtikaz. 1. Pokud Vf(a) # 0, pak nap¥. 9,, f(a) > 0 (pro 9., f(a) < 0 postupu-
jeme obdobné), a f(a1+h,az,...,an,) = f(a)+0., f(a)h+o(h). Existuje tedy ta-
kové § > 0, Ze pro h € (—6,0) mame f(a1+h,as,...,am)— f(a) < 304, f(a)h
0 aproh € (0,0) madme f(ay + h,az,...,a0m) — f( ) > 20, f(a)h > 0. Funkce
f nemd v a ani neostry lokalni extém.

2 a 3. Nyni Vf(a) = 0. Kvadratickou formu xHf(a)z” oznac¢ime jako P(z) a
f rozvineme v okoli a do Taylorova rozvoje fadu n = 2 (tvrzeni 2.10). S¢itanec
f(a) odpovidajici i = 0 pfevedeme vlevo, s¢itanec s i = 1 zmizi, protoze V f(a) =
0. P(z) je homogenni polynom stupné 2, takze

N
| =

fla+h) = fla) = (7101 + 1205 + -+ hiy0)' f (@) + o[ 2]°)

-~
I

0% f
x; 0T

.Mg ,_.
QD

(@)hih; + o(||A]|)

o

<.
Il
=

P(hi,ho,. .. hy) + o([|R]1%)

Ib—‘[\.')l)—\ N | =

_ IIhH2< (hl/uhu,hg/uhu,...,hm/nhH)+o<1>)
= LIRIEPE) + (1)),

kde vektor e = e(h) = (hi/||h||, ha/||B]|, .-, hm/||R||) leZi na jednotkové sfére
S ={x e R™ | ||z|| = 1}. S je kompaktni podmnozina R™ (je uzaviena a
omezena) a spojitd funkce P(x) na ni proto nabyva minima a maxima:

p=Pla)= Hgg'iglP(w) a M =P(B)= HrgHa:XlP(:v)

pro néjaké vektory a a 5 z S. Pozitivni (negativni) definitnost H¢(a) je ekvi-
valentni nerovnostem 0 < y < M (p < M < 0) a indefinitnost je ekvivalentni
<0< M.



Je-li H¢(a) pozitivné definitni, mame P(e) > p > 0 pro kazdé e € S, a tak
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé h spliujici 0 < ||h|| < § plati

Flath) — f(a) = IR (P(e) + o(1)) > 100 -2 0
—f mé v a ostré lokalni minimum. Analogicky pro negativné definitni H¢(a)
dostavame ostré lokalni maximum. Kdyz je Hf(a) indefinitni, pak existuje 6 > 0
takové, ze pro kazdé t € (0,5) mame

t2 2
fla+ta)— f(a) = §(P(a) +0(1)) < 35 < 0
t2 2 M
fla+tB) = fla) = E(P(ﬁﬂ'o(l)) >3 5 >0
—f nema v a ani neostry lokalni extrém. O

Dulezité poznamky. Podle této véty funkce, kterda méa v kazdém bodu oteviené
mnoziny U gradient, mize mit lokalni extrém pouze v bodech, v nichz je gradient
nulovy. Témto bodim se fika staciondrni body. Dostaneme je jako reSeni rovnice
Vf(a) = 0. Kdyz je matice Hf(a) semidefinitni, nefikd véta nic, funkce miize
mit v a extrém nebo nemusi. Konecné zdliraznéme, ze se véta tyka otevienych
mnozin U, respektive vnittnich bodi ¢ mnoziny U. Pokud je bod a v U ale neni
jejim vnitinim bodem, pak mize f mit v a lokalni extrém vzhledem k U, i kdyz
je Vf(a) nenulovy. Lokdlnimi extrémy v hrani¢nich bodech mnozin se budeme
zabyvat pozdéji (v partii o Lagrangeovych multiplikdtorech).

Priklad. Naleznéte lokalni a globalni extrémy funkce
f: R®* =R, f(r,y) =y*+ycosx —sinzx — 2.

Definiéni obor R? je oteviena mnozina, pro hledani lokalnich extrémi mitizeme
bez problémi pouzit vétu 2.11. Mame

Vfi(x,y) = (0sf,0yf) = (—ysinz — cosz, 2y + cos x)

Hy(z,y) = 07, f 8£yf ([ —ycosx +sinx —sinx
YY) = agxf a;yf ~ \ —sinzx 2 '

Soustava rovnic V f(z,y) = (0,0) se snadno vyfesi a dava stacionarni body
s = (m/2+ km,0), k € Z.
Tedy

_1\k _1)\k+1
Hf(Sk:) = ( E_Bkﬂ-l é D )



Hy(sg) = < _} ; ) pro liché k a Hy(sy) = ( 1 > pro sudé k.

Prvni matice je indefinitni,
P(z,y) = —a® + 2zy + 2y° = — (¢ — y)* + 3",
a druhé je pozitivné definitni,
P(z,y) = 2° — 22y 4+ 2y° = (z — y)* + ¥>.

Pro liché k v si neni lokalni extrém a pro sudé £ je v s; ostré lokalni minimum,
vzdy s hodnotou

f(Sgk) = —3.

Jediné lokalni extrémy funkce f tedy jsou tato ostra lokalni minima.

Globalni maximum neexistuje, protoze f je shora neomezend: f(m/2,y) =
y? — 3. Jiny dtvod je ten, %e f nem4 %addné lokalni maximum (a globalni maxi-
mum by muselo byt i lokdlnim maximem). Nalezneme globdlni minimum. De-
finiéni obor R? neni kompaktni, nelze hned pouzit vétu o extrémech spojitych
funkci na kompaktech. Funkce f je vsak 2mw-periodickd v x a pro vysetfeni glo-
balnich minim stac¢i uvazit jeji hodnoty v pasu

P=A{(z,y)|0<z<2myecR}

Na jeho hranici mame

1\? 9 9
f(O,y):f(%,y):szry—?:<y+§> -1z > 3

Jesté ale nejsme hotovi. I kdyz hodnoty f na hranici pasu nejsou mensi nez —3,
pas sdm je nekompaktni a pro y — +oo by nékde uprostied néj mohla f klesat
k hodnotdm mensim nez —3, tfeba do —oo, a globalni minimum by nemuselo
existovat. Jednoduchy odhad vSak ukazuje, Ze se f tak nechova. Pro |y| > 2 a
libovolné r € R mame

1\? 13
f(x,y)2y2—|y|—3=<yi§> -5 z-1>-3

Kdyz tedy pas P rozlozime na disjunktni sjednoceni
P=P UP,,

kde P = [0,27] x [—2,2] je kompaktni obdélnik a P» je nekompaktni zbytek,
pro kazdé a € P, plati f(a) > —1 > f(sg) = —3 a sp € P;. Na hranici obdélnika
P mé f vzdy hodnotu alespori —9/4 > —3 a na jeho vnittku ma f jediné lokalni
minimum f(sg) = —3. Proto ma f na obdélniku P; a na celém pasu P jediné
ostré globalni minimum f(sg) = —3. Z 27-periodi¢nosti v proménné x plyne,



ze hodnoty f(sor) = —3, k € Z, jsou pravé vSechna neostra globalni minima
funkce f na R?2.

Véta o implicitnich funkcich. Uvazujme soustavu n rovnic o m + n nezna-
mych

Fl(xlaﬂ'?xmayla"'ayn) = 0
FZ(mla-“?xmayla"'ayn) = 0
Fo(z1,. s Tm,Y1,---5yn) = 0.

F; jsou redlné funkce definované na okoli bodu (zg,yo) v R™*", kde ¢ je v R™
a yo v R"™, ktery je feSenim této soustavy, to jest Fi(xo,y0) = Fa(zo,y0) = ... =
F,.(zo,y0) = 0. Nedaly by se nezndmé vy, .. ., y, ze soustavy eliminovat a nedaly
by se vyjadfit, alespon lokalné v okoli z¢, jako funkce y; = fi(x1,..., %) ne-
znamych x1,...,x,,7 Nasledujici véta ukazuje, ze jistych predpokladti to mozné
je.

Zavedeme znaceni. Pro zobrazeni F' = (Fy, Fa,..., Fy) a f = (f1, fay- -+, fn),
pficemz F; = Fi(x1,...,Zm,Y1,---,Yn) & f; = fj(z1,..., %), oznacime =z =
(1,22, Tm), ¥ = (Y1, Y2, -+, Yn) @

6F1 % aFl
ozx1 Oxo 0T,
OF;\ "™

Fé(x,y)z(axﬁ (z,y) = : S (z,y)

I/ 4,5=1 OF, OF, OF,

ox1 Oxo 0T m,

oF,  oF oF

SF\" Oy1 dy2 """ Oyn
Ren=(50) @o o= | i i o |

Vilig=1 OF, OF, OF,

9y1 0y2 T Oyn

gﬁ gﬁ aafl

n,m Z1 x2 Tm

Py = (257 @) - (@)
5/ i1 of,  9fa O
dx1  Oxa ° Oxm

Prvni a tfeti matice maji rozmér n X m, druha matice je ¢tvercova s rozmérem
n x n.

Véta 2.12. Necht
F = (Fl,Fz,...,Fn) : W —R"

je zobrazeni definované na okoli W C R™™™ bodu (x¢,%0), kde z9 € R™ a
yo € R", které splnuje ndsledujici podminky.

1. F; = Fi(z,y) € CHW) pro 1 <i < n.

2. Fi(xo,y0) =0 pro1 <i<n.



8. det(F}(xo,v0)) # 0.

Potom ezistuji okoli U C R™ a V. C R™ bodi zg a yo takovd, Ze U x V. C W
a pro kazdy bod x € U existuje pravé jeden bod y € V spliugici F;(x,y) = 0
pro 1 < i < n. Jinak teceno, existuje zobrazeni f = (f1, fo,..., fn): U —V
takove, Ze

V(z,y) eU XV : F(x,y) =0 < y = f(2).

Navic kazdd funkce f; je v C1(U), takZe zobrazeni f je diferencovatelné na U a
jeho Jacobiho matice f'(x) v bodé x € U spliiuje

fl(x) = =(Fy(z, f(2)) " - Fp(z, f(2)).

Dtkaz této véty délat nebudeme. Naznacime ale, jak ze vztahi
Fi(x, fi(x),..., fu(z)) =0, 1<k<n a ze€U,

az f; € CY(U) plyne hoiejsi formule pro f’(x) a také praktictéjsi explicitni
formule pro 0; f;(z). Parcidlnim derivovanim téchto n rovnic podle proménné z;
dostavame n vztaht

aFk - F afj
r — < k <n.
aa; ¢ Z_ dy; ) 5y, @) =0 Isksn

To je soustava n rovnic s n nezndmymi 0, f;(z), 1 < j < n, kterou zapiSeme
maticové jako

Fé -0 f = —0;F,
kde F), = F)(x, f(z)), O;F je sloupcovy vektor (9, F1, 0z, Fo,...,0u, Fn)", Oif
je analogicky sloupcovy vektor pro f a argumenty parcidlnich derivaci z, f(z) a
x pro strucnost vynechavame. Odtud uz pomoci linearni algebry plynou vztahy

fl(@) = —(Fy(a, f(2))) " Fo(w, f())

of;  det(0y, F,...,0,, F,0.,F,0, ,F,...,0,F)
ox; det(aylF,8y2F,...,8ynF)

(v bodech x € U a («, f(x)) € U x V). Podrobnosti viz tloha 1.

Ulohy

1. Rozmyslete si odvozeni vzorce pro Jacobiho matici implicitnich funkci ve
tvaru soucinu dvou matic a pro jejich parcialni derivace ve tvaru podilu
determinant.
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Véta 2.12 tedy rika, ze soustavu

Fl(xlw")xmayla"wyn) — ... = Fn(x17"'7xm7y17"‘7yn) =0
Ize lokalné vytesit pomoci implicitnich funkci y1 = f1(z1,...,Tm)s--- s Yn =
fo(x1,...,2m), pokud F; maji lokdlné spojité prvni parcialni derivace a v daném

bodé je determinant matice derivaci funkci F; podle y; nenulovy. Navic pak f;
také maji lokalné spojité prvni parcialni derivace a ty se spoctou jako minus
podil dvou determinantii.

Priklad. Ukazte, Ze soustava rovnic

r+y—sinz=0a —a23—y>+e*—-1=0
definuje v okoli bodu x = 0 funkce y = y(z) a z = z(x) tiidy C! spliujici
y(0) = z(0) = 0 a spocitejte hodnoty derivaci y'(0) a 2’(0).

Pro Fi(z,y,2) = x+y—sinz, Fa(z,y,2) = -2 —y>+e* —1a F = (Fy, )
mame skute¢né F'(0,0,0) = (0,0) a

det(9,F(0,0,0),0,F(0,0,0)) = det

Predpoklady véty o implicitnich funkcich jsou splnény a uvedené funkce y(z) a
z(x) jsou na okoli nuly definovany. Protoze

0:F(0,0,0) = ( _y3 ) (0,0,0)=( ¢ ),

podle vztahti uvedenych na konci predeslé prednasky mame

y’(o)—_det((l) _1 ) . z’(o)—_det((l) (1)) N

1

Diferencial inverzniho zobrazeni. Disledkem véty o implicitnich funkcich
je zobecnéni formule pro derivaci inverzni funkce pro vice proménnych.

Dusledek 2.13. Necht U C R™ je okoli bodu a € R™ a

f:U—R™



je zobrazeni z CY(U) splriugici det(f'(a)) # 0. Potom existuji okoli Uy C U,
respektive V.. C R™ bodu a, respektive b = f(a) takova, ze f : Uy — V je
biyjekce, inverzni zobrazent

vy

je z CY(V) a pro kazdé v € Uy v bodé y = f(x) € V mdme

Df~'(y) = (Df(z))~".

Jacobiho matice inverzniho zobrazeni f~' v bodé y je tedy inverzni k Jacobiho
matici zobrazent f v bodé x.

Dukaz. Uvazme zobrazeni o 2m proménnych
F(z,y)=f(z)—y: UxR™ — R™,

kde F' = (Fy,...,Fy) a Fi(z,y) = fi(x) —y;. Pak F;(a,b) =0 prol <i <n.Na
soustavu F(x,y) = 0 aplikujeme vétu 2.12. Doplitte dal$i podrobnosti diikazu
jako cviceni (tloha 1). O

Vazané extrémy. Dalsim dtsledkem véty o implicitnich funkcich je zobecnéni
prvni ¢asti véty 2.11 (nutnou podminkou lokalniho extrému funkce v bodé ote-
viené mnoziny je nulovost vSech parcidlnich derivaci) na extrémy na mnoziné
zadané soustavou rovnic. Necht U C R™ je oteviena mnoZina a

f,Fi,....,.F,: U—R

jsou funkce z C1(U), pticemz n < m. Hledame lokdlni extrémy funkce f na
mnoziné

H={zeU|F(x)=Fz)="---=F,(z)=0}.
Typicky tato mnozina nema zadny vnitini bod a nelze pouzit vétu 2.11. Prikla-
dem je jednotkova sféra v R™:

H={zcR™ |23 +25+...+22 —1=0}.

Dusledek 2.14 (Lagrangeovy multiplikatory). Necht a je bod z H. Kdyz
jsou vektory VFy(a),...,VF,(a) z R™ linedrné nezdvislé a vektor V f(a) nent
jegich linedarni kombinact, pak f nemd v bodu a na mnoziné H ani neostry lokalni
extrém.

FEkvivalentné teceno, kdyz jsou VFi(a), ..., VF,(a) linedrné nezavislé a funkce
f ma v bodé a na mnoziné H (ostry ¢i neostry) lokdlni extrém, potom existuji
takovd redlnd ¢isla A1, ..., A\, (tzv. Lagrangeovy multiplikatory ), Ze

Vf(a)— ZANF@-(CL) = (0,0,...,0),

neboli 0y, f(a) — M0y, Fi(a) — -+ — A0y, Fr(a) =0 pro 1 < j < m.



Dutikaz. V dtkazu pouzijeme druhou formulaci a predpokladame, ze f ma v a
na H lokalni extrém. Linearni nezavislost uvedenych vektorti znamena, ze kdyz
je slozime jako fadky do matice (Jacobiho matice zobrazeni F' = (F1,..., F,)),
ma tato n X m matice takovych n sloupcti, ze determinant odpovidajici ¢tver-
cové podmatice je nenulovy. Pro jednoduchost znaceni predpokladame, zZe to je
poslednich n sloupct. Preznacime-li tedy proménné jako

1,253 Tm — Y1 Y25 s Ym—n-s<15225-..52n
= y? Z?
mame det(d,, F'(a),...,0,, F(a)) # 0. Podle véty 2.12 existuji takova okoli Uy

a V7 bodu
Yo = (ala <. 7am—n) a 2o = (am—n—i—la <. 7am>

a takové zobrazeni g = (¢1,...,9,) : Uy — Vi, Ze pro (y, z) probihajici Uy x V;
mame
Fi(y,z) =0 prol <i<n <= z=g(y)

a specialné g(yo) = z9. Uvazme nyni funkci

h(y) = f(y,91(y),-- -5 9n(y)) : Ur — R.

ProtoZze ma v yo lokdlni extrém (nyni uz bez vazby), prvni ¢ast véty 2.11 dava
Vh(yo) = 0. Parcidlnim derivovanim slozené funkce mame

(%0, 9(v0)) + Z a—i(yo,g(yo)) : azz (Yo) =0, 1 <i <m —n.

of
y;

=1
V teci Jacobiho matic,

fo (o, 20) + fL(yo, 20) - 9'(v0) = 0.

Za ¢'(yo) dosadime vyjadreni podle vzorce ve vété 2.12:

Fy (o, 20) = L (Y05 20) - FL(y0,20) ™" - Fy(yo,20) = 0.

Oznacime-li
A=Ay M) = fLyo, 20) - Fi(yo, 20) ™",

dostavame

f:;(y07 ZO) - )\ng(y(b ZO) = 0.
Ale z A = f.(yo,20) - (F!)"1(y0, 20) tipravou plyne, Ze stejny vztah plati i v
z-ovych proménnych: f!(yo, z0) — A (yo,20) = 0. Celkem v y-ovych i z-ovych
proménnych mame

f'(yo, z0) — AF'(yo, 20) = 0,

takze Vf(a) = MVFi(a)+ ... + \yVF,(a). O



Vsimnéte si, ze Vf(a) = 0 je linedrni kombinaci gradienttt VF;(a) vzdy a pro
nulovy gradient f v a tedy dusledek 2.14 (stejné jako prvni ¢ast véty 2.11) nic
netika. Pomoci Lagrangeovy funkce

L(z,A) = L(x1, ..., Ty A1y ) = f(2) = Y NiFi(x)

se dusledek 2.14 da hezky preformulovat. Protoze
VL = (&clf — 271% )\i&chi, cee 8wmf — Z? )\iﬁmei, —Fl, ceey —Fn)

(v bodech (z,\) a z), je VL(a,\) = 0 ptesné ekvivalentni tomu, ze bod a lezi
na plose H (poslednich n soufadnic gradientu) a ze koeficienty A = (A1,...,A,)
jsou Lagrangeovy multiplikatory (prvnich m soufadnic gradientu). Nutnou pod-
minku lokalniho extrému funkce f v bodé a vzhledem k H tedy mutzeme zfor-
mulovat i takto:

Kdyz mé funkce f v bodé a € H lokalni vazany extrém, existuje
takovy bod A € R", ze VL(a,\) = 0.

Zde se o néalezeni a do H nemusime starat, protoze je v podmince VL(a,\) =0
automaticky zahrnuto.

Uvedeme jesté jednu ekvivalentni formulaci dtsledku 2.14. Necht V f(a) # 0
a vektory VFi(a),...,VF,(a) jsou linedrné nezavislé. Uvazme dva vektorové

podprostory R"™ slozené z vektort kolmych na V f(a), respektive z vektort
kolmych na kazdy z vektora VFi(a),...,VE,(a):

TN, = {xe€R™|(Vf(a),z) =0}
TH, = {xe€R™|(VFi(a),z)="---=(VF,(a),z) =0}.

Podprostor T'N, ma dimenzi m—1 aT'H, ma dimenzi m—n. Pomoci implicitnich
funkci se da ukazat, ze a + T H, je tecnym afinnim podprostorem k plose H =
{x e R" | Fi(z) =--- = F,(x) = 0} v bodé a a podobné je a + TN, te¢nou
afinni nadrovinou v bodé a k ,vrstevnicové“ plose

N=A{zecR"™| f(z) = f(a)}.

Podprostoraim TN, a TH, se fika tecné prostory (k odpovidajicim plocham
v bodé a). Z linearni algebry (teorie ortogonalnich dopliki) vime, ze V f(a) je
linedrni kombinaci vektora VFi(a), ..., VF,(a), pravé kdyz TH, C T N,. Nutna
podminka lokalniho vazaného extrému ma tedy i tuto geometrickou formulaci.

Kdyz ma funkce f v bodé a € H lokalni vazany extrém, je tecny
prostor T'H, k plose H v bodé a obsazeny v te¢ném prostoru T'N,
k vrstevnicové plose N funkce f v bodé a,

TH, C TN,.



Priklad: auto na horské silnici. Podivame se na situaci m = 2 a n = 1.
Funkce f : R? — R napiiklad uddva nadmoiskou vysku f(x) bodu v terénu
se zem&pisnymi soufadnicemi x a kiivka H = {x € R? | F(z) = 0} je silnice.
Vrstevnice N = {x € R? | f(z) = f(a) = b}, kde a € H, je téZ rovinna kiivka.
Necht V f(a) a VF(a) jsou nenulové vektory. Te¢né prostory T'H, a TN, pak
maji dimenzi 1 a primky p=a+TH, a ¢ = a+ TN, jsou tecny ke krivkdm H
a N v jejich priaseciku a. Predpokladejme, ze TH, ¢ T N,. Pak p a ¢ jsou dvé
rizné primky prochézejici spolecnym bodem a. Vrstevnice N, ktera pobliz a izce
sleduje g, musi v priuseciku a prechazet z jedné strany silnice H na jeji druhou
stranu, protoze H zase uzce sleduje p. Pokud nadmorskou vysku vrstevnice b
malo zménime, zmensime nebo zvétSime, vrstevnice N se téz zmeéni jen malo
a stale musi prechazet z jedné strany H na druhou a musi tak H protinat.
Na silnici se tedy v okoli a nachazeji body jak s mensi tak s vétsi nadmorskou
vyskou, nez ma a, a proto f nema v a na H lokalni extrém. Pokud na silnici H
zastavi v bodé€ a auto, v neutralu se bez ru¢ni brzdy urcité rozjede!

Ulohy

1. (budou doplnény)
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Kapitola 3. Uvod do teorie diferencialnich rovnic.
Obycejnd diferencidlni rovnice idu n (ODR fadu n) je vztah

F(z,y, v,y ..,y™)=0

mezi argumentem = funkce jedné proménné y, jeji hodnotou y = y(z) v = a
hodnotami jejich prvnich n derivaci v/(z),...,y™ (z) v z. Je zadana funkci s
n + 2 proménnymi

F(J?l,xz, RPN $n+2).

Dvojice (I,y), kde I C R je otevieny interval a y : I — R na ném definovana
funkce, je jejim resenim, kdyz ma y na I derivace az do fadu n a pro kazdé x
z I lezi (n + 2)-tice ¢&isel (z,y(z), v (x),y"(x),. ..,y (z)) v defini¢nim oboru
funkce F' a ta na ni nabyva nulovou hodnotu.

Privlastek ,obyc¢ejny“ vymezuje, Ze neznamou v rovnici je funkce jedné pro-
meénné. Parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi (PDR), které maji jako neznamé
funkce vice proménnych a svazuji hodnoty jejich parcidlnich derivaci, se na této
prednasce nebudeme zabyvat. ODR, a jesté vice PDR, jsou dulezité jako mate-
matické modely problémt z fyziky, techniky, biologie, ekonomie, ... . Uvedeme
dva priklady. V obou jako defini¢ni interval I bereme celé R.

Volny pad a radioaktivni rozpad. Newtoniv zékon sily ma = F (m je
hmotnost, a zrychleni a F' sila) se vyjadiuje diferencialni rovnici

1
mx’ = F,

kde = = z(t) € R je poloha ¢astice o hmotnosti m v Case ¢t (uvazujeme jen
jednoduchy jednorozmérny ptipad) vystavené pusobeni sily F'. Hmotnost i silu
bereme jako konstanty, i kdyZz v mnoha situacich také zaviseji na case ¢t (a/nebo
poloze Castice = a dalsich parametrech). Necht F' predstavuje tieba ptisobeni
tihového pole Zemé, které je v jednoduchém modelu konstantni (neméni se s
Casem, nezavisi na poloze ¢astice atd.). Pak mame rovnici volného pddu

maz” = —mg
(9 ~ 9.81 je konstanta tihového zrychleni). Zaporné znaménko znamend, Ze
tihova sila je orientovana smérem do —oo realné osy. Jejim resenim je kazda
funkce
L 5
z(t) = —§gt + c1t + ca,

kde c; a ¢y jsou libovolné konstanty. Ty vyjadtruji skutecnost, ze pohyb castice
v tthovém poli je iplné urcéen teprve zadanim jeji polohy x(tg) a rychlosti x’(t¢)
v néjakém okamziku to. Naptiklad pro to = 0, (0) = 0 a 2/(0) = v > 0 mame
c1 = v a cg = 0. Funkce

1
z(t) = —§th + vt



pak popisuje pohyb hmotného bodu vrzeného v case tg = 0 z bodu 0 rychlosti
v smérem vzhiru. (V case t; = 2v/g, jenz je druhym FeSeni rovnice z(t) = 0
vedle ty = 0, ¢astice znovu proleti bodem x = 0.)

Rovnice radioaktivniho rozpadu

R = —kR

popisuje vyvoj mnozstvi R = R(t) rozpadajiciho se radioaktivniho materialu
v Case t a k > 0 je materidlova konstanta. Tuto rovnici snadno odvodime z
fyzikalniho predpokladu, Ze pro malé A > 0 ma kazdy atom v daném mnozstvi
radioaktivniho materidlu v kazdém okamziku ¢y pravdépodobnost kA, Ze se v
naledujici ¢asovém intervalu [tg,to + A] rozpadne. Je jasné, ze kazdéd funkce

R(t) = cexp(—kt),
kde c je konstanta, je fesenim této rovnice.

Dvé véty o existenci a jednoznacnosti feseni ODR prvniho radu. V
predchozich dvou prikladech jsme uhadli feseni diferencialni rovnice, ale nebylo
jasné, zda neexistuji jesté jina reseni. Uvedeme dvé obecné véty zarucujici exis-
tenci a za silné€jsiho predpokladu i jednoznacnost feseni. Uvazme ODR 1. radu
s pocatecni podminkou, ktera je navic vyreSena vhledem k derivaci:

a4yl = b
”{ y(@) = floy@).

Predpokladame, zZe rovnicova funkce f je spojitd na néjaké oteviené mnoziné
Q2 C R?. Nasledujici vétu nebudeme dokazovat.

Véta 3.1 (Peanova). Necht (a,b) € Q a f € C(QQ). Potom ezistuje takové
d > 0, Ze na intervalu (a — d,a + &) md rovnice (x) Tesent y(x).
Pouhé spojitost rovnicové funkce vSak nezarucuje jednoznacnost feSeni. Necht
Q = R? a uvazme rovnici y(0) = 0,y = 2y?/3 (zde y?/® bereme jako (y?)/3,
takze mocnina je definovana pro kazdé y € R). V okoli 0, a vlastné na celém
R, m4 dvé feseni: y1(z) = 0 a y2(x) = 2°/63. Obecnéji, zvolime-li ¢ > 0, potom
funkce y(z) definovana jako (2% — ¢)3/63 pro x € R\(—+/¢,/¢) a jako 0 pro
x € [—\/c,/c] je feSenim. Mame dokonce nekone¢né mnoho feseni.

Rekneme, ze funkce f(x,y) je lokdiné lipschitzovskd na mnoziné Q vzhledem
k proménné y, kdyz pro kazdy bod a € 2 existuji konstanty ¢ > 0 a K > 0
takové, ze pro kazdé dva body (xg,y1) a (zo,y2) z e-ového okoli bodu a plati
|f(xo,y1) — f(zo,y2)| < K|y1 — y2|- Lokalni lipschitzovskost vyplyva napiiklad
ze spojitosti parcialni derivace 0, f na (2.

Véta 3.2 (Picardova). Necht (a,b) € Q, f € C(2) a f je na Q lokalné lipschi-
tzovskd vzhledem k promenné y. Potom existuje 6 > 0 takové, Ze na intervalu
(a — d,a + §) md rovnice (x) prdvé jedno Tesent y(x).



Tuto vétu jsme dokazali jako vétu 1.11 na 4. prednasce. Pro rovnicovou funkci
f(z,y) = xy?/3 z pfedchoziho piikladu tuto vétu nelze pro bod (0,0) pouzit, f
neni v jeho okoli lipschitzovskéa vzhledem k y.

Linearni ODR prvniho radu. Vyfesime linearni diferencialni rovnici prvniho
radu

y' + a(z)y = b().
Zde y = y(x) je neznama funkce a funkce a,b: I — R jsou spojité na néjakém
otevieném intervalu I.

Reseni metodou integra¢niho faktoru. Nejprve nalezneme takovou funkei ¢ =
c(x), tzv. integracni faktor, ze c(y’ + ay) = (cy)’. Pak ¢y’ + acy = cy’ + 'y a
c musi spliiovat rovnici ac = ¢, ¢ili (logc)’ = a. Funkce ¢ = e, kde A = A(x)
je néjakad primitivni funkce k a(z), ma tedy pozadovanou vlastnost. Vychozi
linearni rovnici vynasobime integrac¢nim faktorem a dostaneme

(cy)' = c(y' + ay) = cb.

Takze (cy)’ = c¢b a cy = D+cg, kde D je primitivni funkce k ¢b a ¢¢ je integracéni
konstanta. Mame YeSeni y = ¢~ 1(D + ¢p). Shrnuto,

y(z) = 6= AW ( / eA@p () dm—l—c()), kde A(z) = / o) da.

Vsimnéte si, ze y(x) je definovand na celém I (definicnim oboru funkci a a
b) a ze kazdé pocatecni podmince y(zg) = yo odpovida presné jedna hodnota
integracni konstanty cy, pro niz je splnéna. Zavedeni integracni konstanty pro
A, tj. nahrazeni A(z) obecnéjsim vyrazem A(x)+ c1, uz nedava obecnéjsi feseni,
které by se nedalo dostat jen s pomoci konstanty cg.

Reseni metodou variace konstant. Nejprve vyfesime homogenni rovnici 3’ +
ay = 0. Odtud 4'/y = —a a (logy) = —a. Dostavame logy = —A + ¢ a
y = e‘e ™ = Ke 4, kde A je primitivni funkce k a a ¢ a K jsou konstanty.
Konstantu K v feSeni y(z) = Ke 4(®) homogenni rovnice nahradime funkci
K = K(x) a obecnou funkci K (z)e”4(®) dosadime do ptivodni rovnice, ¢imz
dostaneme podminku na K (z):

(Ke ) +a-Ke ™ =
K'e# — Kae 4+ Kae™® = b
K' = bet.
Takze K (z) = [ b(x)e*™ dz+ca po dosazeni do y(z) = K (x)e~4(*) dostavame

opét shora uvedeny vzorec.

Priiklad. Volny pad s odporem prostiedi. Uvazujme ¢astici o hmotnosti
m, kterd z klidu padéa vlivem konstantni tize a na kterou kromé tize ptisobi
i odpor prostredi. Predpokladejme, Ze sila odporu zavisi linearné na rychlosti



castice—to je samozrejmé zjednodusSeni, ve skutecnosti je zavislost slozitéjsi.
Newtoniiv zakon sily dava pohybovou rovnici

dv
ma = tize — odpor = mg — kv,

kde v = wv(t) je rychlost ¢astice v Case t, g je konstanta tihového zrychleni a
k > 0 je konstanta odporu prostredi. Mame linearni diferencialni rovnici

v+ av = b,

kt/m

kde a = k/m a b = g jsou konstanty. Integracni faktor tedy je ¢ = e a podle

horejsiho vzorce mame reseni
mg

’U(t) = 7 + cle_kt/m.

Z pocatecni podminky v(0) = 0 vypocteme hodnotu integracni konstanty ¢; =
—mg/k. Takze
o(t) = % (1 - e—kt/m) .

Pro t — oo se tedy rychlost castice blizi k limitni rychlosti

mg
Viim = ——.
k
Tento vzorec plyne také uvazenim rovnovazného stavu, kdy se tize rovna sile
odporu.

ODR prvniho fadu se separovanymi proménnymi. Je to diferencialni
rovnice tvaru

y' = f(x)g(y),

kde f(z) a g(y) jsou funkce definované a spojité na néjakém otevieném intervalu
I a g # 0na I. Jedna se obecné o nelinearni diferencialni rovnici, v niz na pravé
strané muzeme od sebe oddélit—separovat—proménné x a y.

Rovnici upravime do tvaru

a ten prepiSeme pomoci funkce G(t), jez je primitivni k funkci 1/¢(t) na intervalu
I, jako G(y(x))" = f(x). Odtud dostavame vztah G(y(x)) = F(x) + ¢, kde F(x)
je primitivni funkce k f(x) na I a c je integra¢ni konstanta. Reseni ptivodni
diferencialni rovnice je tedy dano jako implicitni funkce vztahem

dr

G(y(z)) = F(x) + ¢, kde G(t):/g(t)

a F(m):/f(x) dz.



Postup pri feSeni rovnice se separovanymi proménnymi se obvykle zapisuje
takto:

()
g(y)"'dy = f(z)dz
/g(y)_1 dy = /f(l’) do
Gly) = F(x)+c
Dva dtilezité specidlni piipady jsou rovnice i/ = f(z) a v = g(y). Reseni

prvni z nich jsou pravé funkce primitivni k f(x) na I. Reseni rovnice i = g(y)
je dano implicitné jako G(y(z)) = x + ¢ a je to tedy funkce inverzni ke G(z) + ¢:

Ulohy

1. (budou doplnény)
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Soustavy linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu. Jedna dife-
rencialni rovnice n-tého radu se takto prevede na ekvivalentni soustavu diferen-
cidlnich rovnic prvého fadu: funkce y = y(x) je na intervalu I feSenim rovnice

F(z,y,y,y",...,y™) =0,

praveé kdyz n-tice funkci y, y1, ..., yn—1 je na intervalu I fesenim soustavy rovnic
prvniho radu

y/ = Y1, yi = Y2, "'7y’:’L—2 = Yn—1, F(m7y7y17y2>'"7yn—1ay7/1—1) = 0.

Za snizeni Tadu rovnice jsme ovSem zaplatili zavedenim dalSich n — 1 funkci.
Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

kde a; a b jsou zadané funkce, je tedy ekvivalentni specialni soustavé lineadrnich
rovnic prvniho radu

Y =y1, Y1 =Y2, -y Yn_o = Yn—1, Yn_1 = —Qn-1Yn—1 — "+ — A1Yy1 — Aoy + b.

Budeme se proto zabyvat teorii obecnych soustav linearnich diferencialnich
rovnic prvniho radu

Vi = ;11 + a2y + -+ ainyn + b, 1 <0<,

kde a; ; = a; j(x) a b; = b;j(x), 1 <i,j < n, je n? + n zadanych funkci, definova-
nych na néjakém otevieném intervalu I, a y; = y;(x), 1 < i < n, jsou neznamé
funkce. V maticovém zapisu,

y' = Ay +0,

kde A: I - R"™ ™ ab: I - R"” je dand maticova a dana vektorova funkce a
y: I — R" je neznama vektorova funkce. V dalsim budeme vzdy predpokladat,
ze funkce a; ; a b; jsou na intervalu I spojité.

Véta 3.3. Necht I C R je otevieny interval, o € I a € R"™ jsou pocatecni
podminky a a;;, b : I — R, 1 < 1,57 < n, jsou spojité funkce. Soustava
linedrnich diferencidlnich rovnic s pocdtecnimi podminkams

yla) = 0

y'(x) = Alx)-y(r) +b(z)
md na intervalu I jediné veseni—ezistuje jedind n-tice funkciyy, ..., y, 2z C*(I),
kterd pro kazdé i € {1,2,...,n} a x € I spliuje rovnosti

yile) =8 a yi(z) =) a; z) + bi().

M:

J=1



Dtikaz véty 3.3, ktery je opét zalozeny na vété o kontrahujicim zobrazeni, nebu-
deme na prednéasce délat. Na rozdil od vét 3.1 a 3.2 dostavame globalni existenci
a jednoznacnost feseni na celém intervalu I. Z véty 3.3 plyne, Ze pokud se dvé
feSeni z a u soustavy 3y’ = Ay + b shoduji v jednom bodé xy € I (tj. z(zo)
a u(xg) je tatdz n-tice z R™), potom se shoduji na celém I, z(z) = u(x) pro
Vo e 1.

Uvazme mnozinu feSeni homogenni soustavy y’ = Ay a mnozinu feSeni ne-
homogenni soustavy vy’ = Ay + b:

H={ycC (D" |y =Aynal} a N={yecC'(I)" |y = Ay +bnaI}.

Obé¢ jsou obsaZené v mnoziné n-tic funkci C1(I)", coz je vektorovy prostor nad
R nekonec¢né dimenze.

Tvrzeni 3.4. H je vektorovy podprostor C*(I)™ s dimenzi n. N je afinni pod-
prostor C1(I)™ s dimenzi n. Pro kaZdé veseni y € N plati, 2e N = y + H =
{ly+z2|2z€ H}.

Dukaz. Diky linearité derivovani a maticového nasobeni je zirejmé, ze H je
vektorovy podprostor: Pokud y,z € H a «, 8 € R, pak (ay+62) = ay' + 52 =
aAy + BAz = Alay + Bz) a ay + Bz € H. Stejné se dokdzou i implikace
yz2€E N=y—ze Haye N,z€ H=y+z¢e& N, které davaji, ze N =y+ H.
Existence alespon jednoho reseni y € N plyne z véty 3.3.

Dokéazeme, 7e dim H = n. Odtud plyne, Zze dim N = n. Necht ¢ € I je
libovolné éislo, {e! € R™| 1 <1i < n} je kanonickd baze R™ (i-t4 slozka e’ je 1 a
ostatni jsou 0) a {y* € H |1 < i < n} jsou feseni homogenni soustavy splitujici
poc¢ateéni podminky y*(xg) = e?, 1 < i < n—tato FeSeni existuji podle véty 3.3.
Je jasné (podle hodnot v ), Zze {y!,...,4y"} je linedrné nezdvisl4 mnozina v
CY(I)™. Je-li y € H libovolné feSeni, které ma v zo hodnoty

o
0%
y(zo) = : c R",
On
potom funkce z(z) = > | a;y’(z) patii do H a z(zo) = y(xo). Podle véty

3.3 mame z(z) = y(z) pro kazdé x € I a tedy y = >, a;y". Takze H =
Lin({y',...,y"}) a dim H = n. O

Kazd4 baze prostoru H se nazyva fundamentdini systém veseni (FSR) homo-
genni soustavy vy = Ay.

Wronskian. Wronského determinant neboli wronskidn n-tice vektorovych funkci



fro...,f": I — R" je determinant matice n x n's f1,..., f* ve sloupcich:

fix) f2x) ... fr=)
W(w) = Wpi g (x) = det f2<x> f2<x> f2<x>
falx) fi(x) ... fi(zx)

Ptipomenme si, ze f1,..., f" jsou linedrné zdvislé (LZ), existuji-li konstanty
ai,...,an, € R, ne vSechny nulové, Ze

n
2ol
i=1

je identicky nulova funkce, to jest pro kazdé z € I mame Y . , a;f'(z) = 0.
Ziejmé

..., ffjsouLZ = Wi gn(x) =0prove el
(matice definujici W (z) mé pro kazdé x € I linedrné zavislé sloupce). Opacna
implikace obecné neplati (tloha 1). Plati vSak v pifpads, ze f1,...,f" jsou
feSeni homogenni soustavy vy’ = Ay.

Tvrzeni 3.5. Necht vektorové funkce f*,...,f*: I — R"™ na I splriuji (f*) =
Af*, pro danou maticovou funkci A : I — R™ ™ se spojitymi polozkami, a W
je jejich wronskian. Pak

Jrel: Wx)=0 = f ..., f" jsou LZ.
Mame tedy ekvivalenct

drel: Wx)=0 <= Veel: W(x)=0.

Dukaz. Pokud W(xg) = 0 pro z¢p € I, matice hodnot vektorovych funkci
f*(xo) ma linedrné zavislé sloupce: > ., a;f"(x0) = 0 pro néjakd a; € R, ne
vSechny nulové. Linearni kombinace

flz) = Z aifi(z)

je pak na I feSenim soustavy f' = Af a spliiuje poc¢ateéni podminku f(zg) =
0. Jinym feSenim y' = Ay spliujicim y(z¢) = 0 je ovSem identicky nulova
vektorova funkce. Podle véty 3.3 se obé feSeni na [ rovnaji a funkce f je tedy
identicky nulova. Takze > . ; a;f'(z) = 0 pro kazdé = € I a f1,..., " jsou
LZ. V ekvivalenci je implikace < trivialni a = plyne spojenim pravé dokazané
implikace a implikace uvedené pred tvrzenim. O



Wronskidn n-tice feseni f!,..., f® homogenni soustavy 3’ = Ay je tedy na I
bud vzdy nenulovy a f1,..., f* tvofi FSR, nebo je na I vzdy nulovy a f1,..., f®
jsou LZ a netvori FSR.

Variace konstant pro soustavy. Nésledujici vzorec ukazuje, jak pomoci FSR
homogenni soustavy y’ = Ay dostat jedno (tzv. partikuldrni) feSeni nehomo-
genni soustavy vy = Ay + b.

Véta 3.6. Necht I C R je otevieny interval, xg € I a y° € R™ jsou pocdtecni
podminky, A: I — R"*™ ab: I — R" je maticovd a vektorovd funkce se
spojitymi polozkami, y*,...,y" : I — R™ je FSR homogenni soustavy y = Ay

’ B@) B@) . )
Y = Y(z) = yz(fv) yz(w) & y?(w)
iz) 2@ ... ¥

je matice hodnot vektorovych funkci y*. Potom je vektorovd funkce z: I — R™
definovana formuli

2(z) = Y (z) (/w Y ()L b(t) dt + Y (w0) -yo)

0

(vektorovou funkci v integrandu integrujeme po slozkdach) Tesenim nehomogenni
soustavy z' = Az + b a spliuje pocdteéni podminku z(xqg) = y°.

Diikaz. ReSeni soustavy 2/ = Az + b budeme hledat ve tvaru kombinace

n
z = Z cyt =Ye
i=1

kde c1(z),...,cn(x) jsou neznamé funkce a c je jejich sloupcovy vektor. Mame
n / n
C (Z y) = > (e
' i=1
n n n
= Zcz +Zc ZciAyanZc;yz
i=1 i=1 i=1
— AY Yy
i=1 i=1
n .
= Az+ Z ey’
i=1

Takze bude platit 2z’ = Az + b, pokud

n

Y = Z c;yi =

=1



Funkce y!,...,y" tvoii FSR soustavy y' = Ay, jejich wronskidn W = detY
je podle Tvrzeni 3.5 v kazdém bodé x intervalu I nenulovy a matice Y (x) je
invertibilni. Tudiz

=Y a c(x / Y (¢ t) dt +d,

kde d je sloupcovy vektor integracnich konstant. Celkem

2( </ Y(t dt+d)

Zvolime-li d = Y (z9)~14°, je splnéna pocateéni podminka z(zg) = 3°. O

Ulohy

1. Uvedte priklad linedrné nezavislé n-tice vektorovych funkci, jejichz wron-
skian je identicky nulovy.
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FSR linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. Je to
rovnice
R(y) = any"™ + - + a1y’ + aoy = 0,

kde a; € R jsou konstanty, a,, # 0 a y = y(z) je nezndmé funkce s defini¢nim
intervalem I = R. Charakteristicky polynom této rovnice je

p(x) = apz™ + -+ 4+ a1x + ap.

Jako K(p) = {\ € C| p(\) = 0} ozna¢ime mnozinu jeho kofeni a pro kofen A
symbolem n(\) € N oznacime jeho nasobnost. Definujeme dvé mnoziny funkei:

F(R,C) = {2"e* | A€ K(p),0 <k <n(N\)}

F(R,R) = {z"e* | N e K(p) NR,0 < k < n(N\)}
U {zPe M sin(pz) | AN+ pi € K(p), \,p € R, u > 0,0 < k < n(\+ pi)}
U {x"e*® cos(uz) | dtto}.
Funkce v F(R, C) obsahuji komplexni exponencialu a jsou to obecné komplexni

funkce realné proménné. Funkce v F(R, R) jsou redlné. Seznam F (R, R) vznikl
z F(R, C) ndhradou dvojic komplexnich funkci

xke(A—{—uz)x’ xk:e()\—;u,)a:

(nerealné kofeny p se vyskytuji ve dvojicich A+ pi, A — pi komplexné sdruzenych
kofent se stejnymi ndsobnostmi—uloha 1) dvojicemi realnych funkci

kA

ke sin(px), zFel®

cos(px).

V obou mnozinach je n riznych funkei, |F(R,C)| = |F(R,R)| = n (dloha 2).
Dokéazeme, ze funkce v obou mnozinach jsou feseni rovnice R(y) = 0 a tvori
linedrné nezéavislé n-tice, F(R, C) a F(R,R) jsou tedy jeji FSR.

Tvrzeni 3.7. Funkce v F(R,C) a v F(R,R) jsou reseni rovnice R(y) = 0.

Diikaz. Protoze (e**)(™) = \™e* pro kazdy kofen A € K (p) (p je charakteris-
ticky polynom rovnice R(y) = 0) mame R(e**) = e**p()\) = 0 a e’? je feSenim.
Abychom vyrobili dalsi feseni, uvazme “derivovanou” rovnici fadu n — 1

R (y) = nany™ Y + -+ 2a0y' + a1y = 0.

Jeji charakteristicky polynom je p’(z), derivace charakteristického polynomu

puvodni rovnice. Podobné definujeme rovnici R”(y) = 0 atd. Necht f = f(x) je
funkce a R(f) = R'(f) = 0. Diky (2 f)(™ = mf(™=D + 2 (™) mame

R(zf) = R'(f) + xR(f) = 0.



Takze
R(f)=R(f)=0= R(zf) =0.

M4-li kofen A € K (p) nasobnost m = n()), je e’ fesenim vsech rovnic R(y) =
0,R'(y) = 0,...,R™ YV (y) = 0, protoze A je kofenem viech jejich charakte-
ristickych polynomt p,p/,...,p(" Y. Opakovanym uZitim pravé dokdzané im-
plikace dostavame, ze R(e**) = R(ze?®) = .- = R(z™ 1e*®) = 0. Tim jsme
dokéazali, ze kazda funkce v F(R, C) je Fesenim rovnice R(y) = 0.

Pro dvojici komplexné sdruzenych kotenu A + ui, A — pui v K(p), p > 0, si
oznac¢ime funkce v odpovidajicich dvojicich v F(R,C) a v F(R,R) jako

f1 = akeQtri)e g — gpheQ—ri)e 5 g = 2P M sin(ux), g2 = zFe cos(ux).

Diky e?? = cos ¢ + isin ¢ mame

i+ fo N :fl—fz
2 5 %

g2 =

ProtoZe je mnozina feSeni rovnice R(y) = 0 uzaviend na linedrni kombinace, z
R(f1) = R(f2) = 0 plyne i R(g1) = R(g2) = 0. Pro redlny kofen A\ € K(p) je
odpovidajici funkce v F(R,C) a v F(R,R) stejni. Dokazali jsme, zZe i kazda
funkce v F(R,R) je FeSeni rovnice R(y) = 0. O

Véta 3.8. MnoZiny funkci F(R,C) a F(R,R) jsou FSR rovnice R(y) = 0.

Dukaz. Vime, Ze to jsou reSeni—zbyva ukazat, ze obé n-tice funkci jsou line-
arné nezavislé. Dokazeme to jen pro F (R, C). Linearni nezavislost F (R, R) pak
plyne z toho, ze F(R,R) vznikla z F(R, C) lineadrnimi tpravami zachovavaji-
cimi linearni nezavislost (dloha 3). Ukadzeme obecnéji, ze kazda r-tice riznych
funkci f1,..., fr z mnoziny

F ={zFe? | k € Ng, A € C}

je linedrné nezavisla nad R.
V linearni kombinaci

CL1f1 4+ ...+ Cerr,

kde f; € F jsou vzajemné ruzné funkce (tj. odpovidajici riznym dvojicim pa-
rametri k, \) a a; jsou nenulové realné (¢i komplexni, to je jedno) koeficienty,
dame k sobé stejné exponencialy a upravime ji tak na tvar

T(x) =mp (x)eklgc + ... —I—ps(x)eASx,

kde s > 1 (zfejmé s < r), A\; jsou vzajemné ruznd komplexni ¢isla a p;(x) jsou
nenulové polynomy. Dokazeme, Ze zadna funkce T'(x) tohoto typu neni identicky
nulové. Je to jasné pro s = 1, protoze p;(z)e® = 0 jen kdyz x € C je koien
polynomu p; (x). Pfedpokladejme pro spor, ze T(z) = 0 pro kazdé = € C pro



néjakou funkci 7'(z). Vezmeme takovou funkei Tj(x) s nejmensi délkou s, nutné
s > 2, a jako d oznac¢ime stupen polynomu p;(z) v Ty(x). Pak

Ti(x) = ( Teox(l? ) (d+1)

- (pl(x) + po(z)et2 AT 4 +ps(x)e(ks_h)m)

= q2(x)€(A2—A1)x+m+qs(x)6(xs—xl)x

(d+1)

pro néjaké nenulové polynomy ¢;(x). To vyplyva z rovnosti

(p(2)e**) = (W' (2) + Ap(z))e® = g(x)e,

kde pro A # 0 polynomy p(z) a g(x) maji stejny stupen. Takze Ti(z) je kratsi
funkce daného typu. Ale také T7(z) = 0 pro kazdé x € C. Mame spor s mini-
malitou s. O

Ulohy

1. Pro¢ se nereadlné kotreny charakteristického polynomu vyskytuji v kom-
plexné sdruzenych dvojicich se stejnymi nasobnostmi?

2. Ukazte, ze opravdu |F(R,C)| = |F(R,R)| = n, to jest nestane se, aby
dvé rtizné dvojice resp. trojice parametrt davaly stejnou funkci.

3. Ukazte podrobné, jak z linedrni nezavislosti F (R, C) plyne linedrni neza-
vislost F(R,R).

4. Popiste komplexni a realny FSR rovnice y®* + 2y —y" + 2y’ +y = 0.



