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Kapitola 1

Mnozina dle Cantora

1.1 Cantorova definice mnoziny

»,Mnozinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem riznych predmeéti
m na$eho nazirani nebo mysleni (které nazyvame prvky) do jediného celku
M“

Priklady :

M = {0,1,2,3,4}
K = {a,b,c d}
L = o

a € M Prvek a je prvkem mnoziny M

1.2 Russeltv paradox

Bud M mnozZina vSech mnozin K takovych, ze K ¢ K.
Ptame se, zda M € M

1. M e M = M ¢ M #spor
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2. M ¢ M = M e M #spor

Cela teorie je tedy sporna. Russelovu paradoxu se vzdy vyhneme, pokud
se na zacatku vezmeme néjakou obrovskou mnozinu M, se kterou uz pak dal
nepracujeme, ale pracujeme s jejimi prvky, c¢astmi.

1.3 Richardtav paradox

Bud n nejmensi ¢islo (pfirozené), které nejde definovat méné nez t¥iceti slovy
ceského jazyka.
(14 slov)

Reknéme, ze CJ ma 10000 slov --- < 100003! - néco z toho jsou uréité
definice ¢isel - je jich konec¢né, ale prirozenych ¢isel je nekonecné = takové
¢islo urcité existuje 14 < 30 - ¢islo, o némz mluvi véta ji nesplituje - podezielé
véty, které mluvi samy o sobé.



Kapitola 2

Mnozina dle Zermela-Fraenkela

2.1 Jazyk teorie mnozin
Obsahuje :

1. proménné pro mnoziny a, b, c,d

2. binarni predikatovy symbol € (je obsazen v)

3. binéarni predikatovy symbol = (rovnost)

W

. logické spojky &,—,V, —

ot

. kvantifikatory V, 3
6. pomocné symboly - rizné druhy zavorek
Pozn. nemame zadny jiny druh proménnych nez mnoziny, mizeme mluvit
jen o mnozinach.
a € M ,a je prvkem M“
M =N M je rovho N

Formule :

1. Jsou-li x,y proménné pro mnoziny, pak (z € y) a (z = y) jsou formule
teorie mnozin, nazyvame je atomické.

9
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2. Jsou-li ¢ a ¢ formule teorie mnozin, pak —p, &), ¢ V 1), ¢ — 1) jsou
také formule teorie mnozin.

3. Je-li ¢ formule jazyka teorie mnozin, pak také (3z)p a (Vx)p

4. Kazda formule jazyka teorie mnozin vznikne koneé¢nym poctem pouziti
tTi vét vyse.

Rikame, Ze :

e vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vazany, je-li soucasti néjaké podfor-
mule formule ¢, kterd mé tvar (3x)y nebo (V)

e neni-li vyskyt proménné x ve formuli ¢ vazany, nazyvame takovy vyskyt
volny

Rikdme, Ze proménna x je ve formuli ¢ vazand, ma-li v ni vizany vyskyt.

Obdobné proménné x je ve formuli ¢ volna, méa-li v ni volny vyskyt.

Priklad : (a € M) — (Va)(a € t) proménna ,a“ je ve formuli volna i
vazana soucasné

Formule, ktera neobsahuje zadné volné proménné, se nazyva uzaviena formule.
Je-li ¢ formule, 21, x9, - - - , ,, proménné pro mnoziny, budeme psat ¢(xy, za, ... ,z,)
v pripadé, ze kazdé x;, které se v ¢ vyskytuje, je ve ¢ volné.

Substituce : Bud ¢(z1, 22, ... ,z,) formule, pak o(x1,za, ... ,u,... ,x,)
znaci formuli, ktera z formule ¢ vznikne takto :

1. Kazdy volny vyskyt proménné x napiSeme u.
2. V kazdém vazaném vyskytu proménné u ji nahradime symbolem z abe-
cedy, ktery se v ¢ nevyskytuje.
Priklady :
p o (Cx)(z=y)&(Vz)(z € 2))
r—u : ((Fr)(z=y)&(Vz2)(z € u))
r—z : ((Fx)(z=y)&V)(t € 2))

x € y - je povolena substituce x — y (spliiuje pravidla), mame tedy
(y € y), coz mé ale jiny vyznam, nez predchozi pravidlo - substituce mize
zménit vyznam formule.
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2.2 Axiomy
1. Axiom existence (Jz)(z = z) ,Existuje alespon jedna mnozina“

2. Axiom extenzionality VaVy : ((Va)(u € z & u € y)) = (v = y)
»Mnoziny, které maji stejné prvky, se rovnaji*

3. Schéma axiomu vydéleni Je-li p(z) formule jazyka teorie mnozin,
ktera neobsahuje volné proménnou z, pak nasledujici formule (Va)(3z)(Vx)((z €
2) & ((x € a)&p(x))) je axiom teorie mnozin

4. Axiom dvojice (Va)(Vb)(32)(Vz)((x € z) & ((x = a) V (x = 1))

, Libovolné dvé mnoziny urcuji dvouprvkovou mnozinu®

5. Axiom sumy (Va)(32)(Vz)((x € z) & (3t)((t € a)&(z € 1)))

,Ke kazdé mnozin€ existuje mnozina vsech prvki jejich prvki.®

6. Axiom potence (Va)(32)(Vz)((z € z) & (x C a))
,»Pro kazdou mnozinu existuje mnozina vsech jejich podmnozin.*

7. Schéma axiomut nahrazeni Je-li ¢(u,v) formule teorie mnozin, ktera
neobsahuje volné proménné w,z, pak formule (Vu)(Vv)(Vw)((o(u, v)&p(u, w)) =
(v=w)) = Va)(Iz)(Vv)((v € 2z) & (Fu)((u € a)&p(u,v))) je axiom
teorie mnozin.

,Obrazem mnoziny pii definovatelném zobrazeni je opét mnozina“

8. Axiom nekone¢na (3z)((@ € 2)&(Vz)((x € 2) = (z U {z} € 2)))
, Existuje nekonecnd mnozina‘“

9. Axiom regularity (fundovanosti) (Va)((a # @) = (3z)((z € a)&(zN

a = 2)))

Axiom extenzionality

VaVy : (Va)(u € x S uey)) = (x=y)

Plati i opacna implikace, nez je v axiomu extenzionality, tj.
Vavy : (Va)(u € z & u € y)) < (x=1y)



12 KAPITOLA 2. MNOZINA DLE ZERMELA-FRAENKELA

Mnozina je kompletné urcena svymi prvky, nic jiného neuvazujeme, mno-
ziny se stejnymi prvky jsou si rovné (v logice je rovnost tehdy, kdyz ,plati u
obou ¢lent stejné formule*).

Definice.Podmnoziny, inkluze
Rikéme, Ze mnoZina x je podmnozinou mnoziny y, zapisujeme = C y, jestlize
plati :
(Va)(a€ex=acy)

Rikame, Ze mnozina x je vlastni podmnozinou mnoziny y, x C y, pokud
plati :

(z € y)&(z # y)

Lemma:

(Vx),x Cz,~(z C x) (2.1)
(Vz,y,2)(z Cy)&(y C2) = (x C 2 (2.2)
(Vz,y,2)(x Cy)&(y Cz) = (x C = (2.3)
(Vo,y,2)(x Cy)&(y C 2) = (v C 2 (2.4)
Ve, y)(z Cy&yCax)=z=y (2.5)

Schéma axiomu vydéleni
Pro kazdé ¢ je to jeden axiom. Pro¢ nemtize byt z volna proménna v 7
Polozme ¢(z) : « ¢ z, pak

(Va)(32)(Vz)(x € z & ((x €)&(x ¢ 2))) #spor, nebot x zaroven nemuze
nalezet i nenalezet mnoziné z.

Méame mnozinu a, formuli ¢(z)
z={z€a:px)}={z:(r€a)kp(x)}
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z je tedy mnozina vSech mnozin takovych, Ze pro né plati néjaka formule ().

Specialni volby ¢(x)
eccb:{reca:xeb}
exd¢b:{reca:x¢b}

evFu:{rca:x#ux}

Axiom dvojice

(Va)(V0)(32)(Vz)((z € 2) & ((z = a) V (z = b)))

Definice.
Jsou-li a,b mnoziny, pak neusporfadanou dvojici mnozin a,b nazyvame mno-
zinu, jejimz jedinymi prvky jsou mnoziny a,b. Znacime ji {a,b}. V piipadé,
ze a ="b: {a} a je jednoprvkova.

Vo, y){z} ={y} ez =y (2.6)
Vo, y{z} = {z, 4} =y (2.7)
(Vr,y,u,w){z,y} = {u,w} & (r = u&ky = w) V (r = v&y = u)(2.8)

Axiom sumy

(Va)(3z)(Vz)((x € 2) & (3t)(t € a&kx € 1))
Definice.
Ua = {x: (3t)(t € akx € t)}
Nazyvame tuto mnozinu sjednocenim mnoziny a (sumou mnoZiny a).

Lemma.
Proa={bc}jeUa={z:(ze€b)V(rec)}=bUc
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Definice.
Neusporadana k-tice :

{a,b,c} = {a,b} U{c}

{ar,a0,... s ar} = A{ar,...,ap-1} U{ax}

Definice.
Pro neprazdnou mnozinu a, polozime :
Na = {z : (Vt)(t € a = x € t)} - pranik mnoziny a

Pozndmka. Vime, ze a # &, tedy existuje né&jaké w € a. p(z) : (Vt)(t €
a = x € t) neobsahuje volné proménnou z, aplikujeme vydéleni pro ¢ na
mnozinu w : Na = {z : (V)(t € a = = € t)}. Je-li a = 0, pak Ua=0, ale Na
by méla byt mnozina vSech mnozin, ta ale neexistuje (proto jsme uvazovali
neprazdnou mnozinu a, u prazdné nema smysl se o pruniku a sjednoceni
bavit).

Schéma axiomu nahrazeni

Pro¢ w,z nesmi byt volné?

Uvazujme formuli (u = v)&(v ¢ z), dosadime-li ji za formuli ¢ (u,v), dosta-
neme se do sporu, ¥ by méla jiny vyznam, druha ¢ast implikace schémata
Fika :

,Obrazem mnoziny pii definovatelném zobrazeni je mnozina.“

2.3 Operace s mnozinami

Definice.

Jsou-li a,b mnoziny, pak prinikem mnozin a,b nazyvame mnozinu aNb = {z :
x € a&z € b} To znamend mnozina prvki, kde kazdy prvek z této mnoziny
je obsazen v a i b. Rozdilem nazjvame mnozinu a\b = {z : x € a&x ¢ b}.
reanbs (x€a)k(rebd)

Bud z libovolnd mnozina (existuje kvili axiomu existence). {z : = €
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2&x # x} - existuje, vydéleni pro formuli x # z, je jedind (z axiomu exten-
zionality). Kdy je t € x 7 Pokud ¢ # ¢, ale to neplati pro zadné t.

Definice.
& je jedind mnozina y, spliujici (Vz)(x ¢ y). Nazgvame ji prazdnou mnozi-
nou.

Definice.

O mnozinach a,b fikame, ze jsou disjunktni, pokud plati a Nb = &.

Lemma:

~(Jy)(y € 9) (2.9)
(Vz)(2 C ) (2.10)
(Vz)(z C 0 < x=9) (2.11)
Va)a={r€a:z =1} (2.12)

Véta.Neexistuje mnozina vSsech mnozin — Russeltiv paradox zmizi, zba-
vili jsme se ho.

—(3z)(Vr)z € 2

Diikaz. Sporem : nechf existuje mnozina z, (Vz)x € z.o(x),z ¢ x. Vydé-
leni pro tuto ¢ dava : w = {x € z : v ¢ z} je mnozina. Musi platit u € 2.
?u € u, tedy, podle vydéleni pro = ¢ x musi tedy platit u ¢ u #spor. Druha
cesta : u ¢ u - u splituje formuli p(u). Tedy, podle vydéleni u € u, coz je také
#£spor.

Definice.

Uspofadanéa dvojice mnozin a,b je mnozina {{a}, {a,b}}. Znacime ji (a,b)

Lemma.

(Vx,y,u,v) : {(x,y) = (u,v) & (z = u&y = v)

Definice.
Jsou-li dany mnoziny ay, as, ... ,ag; k > 1, pak usporadanou k-tici definujeme
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takto :

(ay), a dale indukei

<a1,a2, S 7ak> = <<a17a27 s a@k71>:ak>
Lemma.

<CL1,CL2,... ,CLk> = <b1,b2,... ,bk> = (CL1 = bl&ag = bg&&ak = bk)

Definice.
Budte a,b mnoziny. Kartézskym souc¢inem mnozin a,b nazveme mnoZzinu
{{z,y) : © € a&ky € b} a budeme ji znacit a x b.

Potfebujeme védét, ze {(x,y) : x € a&y € b} je mnoZina : Zafixujeme y €
b. Y(x,v),v = (z,y).Y(x,v)&(x,w);v = (z,y), w = (z,y). v=w. Nahrazeni
pro a a pro ¢. ... (32)(v € z) & (3z)(zr € a&Y(x,v)).2 = {{z,y) 1z € a} =
H(u). Nevime, zda soubor vSech téchto mnozin je mnozina, musime tedy tuto
tvahu zopakovat. ¥1(y,v) : v = H(y).¢1(y,v)& 1 (y,w) : v = H(y),w =
H(y),v =w.z ={H(y) : y € b}, z je tedy mnoZina diky nahrazeni pro ¢; a
mnozinu b. Pak tedy U{H (y) : y € b} = {{z,y) : * € a&y € b} je mnozina
podle sumy.

Definice.
Binarni relace R je mnozina, jejimiz prvky jsou usporadané dvojice.
Defini¢ni obor relace R : dom(R) = {z : (Jy)(z,y) € R}
Obor hodnot relace R : rng(R) = {z : (3x){(z,y) € R}
Pro kazdou relaci R dom(R) a rng(R) jsou mnoziny (plyne z nahrazeni).

Definice.
Je-li R relace : Inverzni relace k R je relace R™' = {(y,z) : (z,y) € R}. Dale
plati, Ze (R’l)_1 =R

Definice.
Jsou-li R,S relace, slozend relace:
SoR={(z,z): (Iy)(z,y) € R&(y,z) € 5
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T,S,R jsou relace :

(ToS)oR = To(SoR)
(SoR)™ = R1'oS™

Definice.
Mnozina f se nazyva funkce, pokud f je relace a plati: (Vo € dom(f))(Vy1, y2)(y1 €

rng(f)&yz € rng(f)&(x, 1) € f&(x,y2) € f) = 11 = .

Je-li f funkce a (x,y) € f, oznaéime y = f(z). f : A — B oznacuje f je
funkce, A = dom(f),rng(f) C B.
ProCCA: fAC=fnN(C x B) - zizeni funkce f na mnoziné C.

frC =rng(f ANC)={y: (3z)(x € C&(z,y) € )} ={f(x):x € C}

Definice.
f: A — B. Rikame, ze f je

e injekce (prostd), je-li f~! funkce
e surjektivni (f je na), pokud rng(f) = B

e bijekce, je-li prosta a surjektivni zaroven
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Kapitola 3
Usporadani a ordinalni cisla

3.1 Usporadani

Definice.

Ostfe usporddand mnozina je usporadand dvojice (a, R); kde a je mnozina a
R C a x a, R spliuje :

Vr,y,z € a:

e tranzitivita : ((z,y) € R&(y,2) € R) = (z,z) € R

e antireflexivita : =({x,z) € R)

Definice.
Ostré usporadani R se nazyva linedrni, jestlize (Vx,yina) plati (z,y) € RV
(yz) e RV =y

Poznamka.Pokud R je usporadani na mnoziné a, pouzivame x Ry pro zapis

(x,y) € R.

Definice.
{a, R),(b,S) Je-li f : a — bDbijekee, tj. (Vz,y € a)(z,y) € R< (f(x), f(y)) €
S, pak fikdme, Ze f je izomorfismus mezi (a, R) a (b, S). Déle fikdme, Ze tyto
uspotradani jsou isomorfni, pokud existuje mezi nimi isomorfismus.

19
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Definice.
Necht R je uspofadani na mnoziné a, m C a,x € a. Pak fikadme, Ze

e X je nejvétsi prvek mnoziny m, x € m a pro Vy € m plati yRx nebo
y=x.

e X je nejmensi prvek mnoziny m, x € m a pro Yy € m plati xRy nebo
T =1y.

e x je maximélni prvek mnoziny m, x € m a pro Yy € m plati =(zRy).

e x je minimélni prvek mnoziny m, « € m a pro Yy € m plati —(yRz).

Definice.
Bud (a, R) ostie uspofddand mnozina. Rekneme, Ze uspoiddani R je dobré
({(a, R) je dobfe uspotadand), pokud kazda neprazdna podmnozina mnoziny
a ma nejmensi prvek.

Definice.
Kazdé dobré usporadani je linearni, pokud Vz,y € a;z # y;m = {z,y} C q,
tedy méa nejmensi prvek. Je-li nejmensim prvek x, je x Ry, pokud y, tak yRz.
Opacné to neplati, ne kazdé linearni usporadani je dobré.

Definice.
Je-li (a, R) ostfe uspofddand mnozina, ¢ € a, ozna¢me («—,z) = {y € a :
yRx} mnozinu vSech pfedchidci prvku x; usporddani R N («—, z) X («—,x)
budeme znacit ((«—,z), R).

Lemma 1.
Necht (a, R) je dobfe usporddand mnozina, x € a. Pak (a, R) a ((«, ), R)
nejsou isomorfni.

Priklad.
a={+:neN}
(=3 ={zneN}
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Diikaz.Sporem, predpokladejme, Ze f : (a, R) — ((«, ), R) je isomorfis-
mus. m={y€a: f(x)#Aytm#3,xca. (v ¢ («— 2)&f(x) € (—,2)) =
x # f(z) = = € m. To znamen4, 7e m je neprazdna. m # & a f : (a, R)
je dobfe uspotradana, tedy existuje nejmensi prvek z mnoziny m. Kdykoliv
t € a,tRz, pak t ¢ m, tedy f(t) =t, f(z) # z. R je linedrni usporadéani. Musi
tedy platit bud yRf(z) nebo f(z)Rz. Prozkoumame tyto moznosti :

L. 2Rf(2) : f(2) € («, x) a zRf(z), tedy zRz,z € («+,x). Kdykoliv
t € a:tRz: f(t) = t, f(t)Rz. f je izomorfismus : zRt f(z)Rf(t),
2Rf(2), zRf(t). Z toho plyne f(2) # z - #spor.

2. f(2)Rz: Polozime t = f(z). Protoze tRz, je f(t) = t. SouCasné t =
f(2),t # z, f(t) = f(z). Pak ale f neni prosté, coz je # spor.

Lemma 2.
Jsou-li {(a,R) a (b,S) dvé izomorfni dobfe uspofadané mnoziny, pak mezi
nimi existuje jediny izomorfismus.

Diikaz.Sporem, predpokladejme, ze existuji dva rtzné isomorfismy f,g.
Protoze f # g, m = {z € a : f(x) # g(x)}, m # &. Tedy, protoze (a, R)
je dobre uspotadana, existuje z € a, z je nejmensi prvek mnoziny m. Mohou
nastat pravé dvé moznosti : f(2)Sg(z) a g(z)Rf(z).

1. Necht f(2)Sg(z). Protoze f je izomorfismus, kdykoli tRz je f(t)Sf(2).
Protoze g(t) = f(t) pro vSechna t tRz g(t )Sf( ), nebot g(t) = f(t).
Mame f(z)Sg(z). Je-li zRt, protoze g je izomorfismus, musi platit
g9(2)Sg(t), f(2)Sg(z) a f(2)Sg(t). Bod f(z) neni v oboru hodnot funkce
g, tedy ¢ neni izomorfismus, #spor.

2. Necht g(z)Rf(z). Protoze g je izomorfismus, kdykoli tRz je g(t)Sg(z).
Protoze f(t) = ¢(t) pro vSechna t tRz f(t ) g(z), nebot f(t) = g(t).
Méame ¢(z)Sf(z). Je-li zRt, protoze f je izomorfismus, musi platit

f(z)Sf(t),g(2)Sf(z)ag(z )Sf( ). Bod g(z) neni v oboru hodnot funkce
f, tedy f neni izomorfismus, #spor.
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Véta.
Budte (a, R) a (b, S) dvé dobfe uspofadané mnoziny. Pak nastava pravé jedna
z nasledujicich t¥i moznosti.

(a) (a,R) je izomorfni s (b, S)
(b) existuje n&jaké = € a, ze ((«—,x), R) je izomorfni s (b, S)
(c) existuje né&jaké y € b, Ze ((«,y), S) je izomorfni s (a, R)

Diikaz. Polozime f = {(u,v) : u € a,v € b, {(+,u), R) je izomorfni s
((«,v),S)}. f je mnozina.

(a) fje funkce. Necht u € a;v1,v9 € b; (u,v1) € f&(u,ve) € f. Mame uka-
zat, ze v;1 = vy. Kdyby ne : v; # v, budeme predpokladat v;Swvs.
Existuje izomorfismus f : ((«—,v1),S) — ((«,u), R). Existuje izo-
morfismus ¢ : ((«—,u), R) — ((+,v2),S5). go f je izomorfismus, mezi
((«—,v1),8) — ((«,v2),5). #spor s lemmatem 1.

(b) f je prosta funkce. uj,uy € a,v € b. (ug,v) € f a (uz,v) € f. Mame
overit u; = us, dikaz je stejny jako v predchozim bodé.

(c) Jsou-li (uy,vy1), (us,ve € f, pak us Ruy < v1.5vs. Existuje isomorfismus
g : {(«,uz), R) — ((«,v2),S5), protoze usRuy : g(u) = w € («—,vy).
g A ((«,u1), R)je izomorfismus na ((«—,w),S). (u1,w) € f. Vime, Ze
f je funkce, tedy w = vy. v; € (+—,vq), neboli v1Svy. (w,v1), (ui,vq).
Opac¢na implikace je analogicka s pouzitim f je prosta funkce.

Véta.

Budte (a, R) a (b,S) dvé dobfe uspofadané mnoziny. f je prosta funkce,
zachovava usporadani, f je isomorfismus mezi (dom(f), R) a (rng(f),S)
Diikaz.

Polozime m = {u € a: pv € b: (u,v) € f}
Polozime n = {v € b: u € a: (u,v) € f}
Moznosti :

(a) m=@,n = . fje izomorfismus mezi (a, R) a (b, S).
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(b) m # @, n = @. (a, R) dobfe usporadana, 3z, z je nejmensi prvek mno-
ziny m. V tom piipadé («—,x) = dom(f). u € dom(f),xRu: h : («—
,u) = («—,v). h A («—,2) — («, h(x)) #spor, x € m.

(¢c) m = &,n # & Polozme y nejmensi prvek mnoziny n v uspofadani S,
mame f je isomorfismus mezi (a, R) a ((«,y), S).

(d) m # @,n # & Tato moZnost nemuze nastat : PoloZzme x je nejmensi
prvek mnoziny m a y je nejmensi prvek mnoziny n. f je izomorfismus

mezi ((«—,x), R) a ((«,y),S). Pak z definice f : (z,y) € f. Protoze
ale © ¢ m,y ¢ n, #spor.

3.2 Ordinaly

Definice.
Mnozina x se nazyva tranzitivni, pokud spliuje : (Vy)(y € z = y C z).
Priklad.

{o} —ANO
{{o}} - NE
Definice.

Mnozina je ekvivalentni s mnozinou, pokud
(Vy)(V2)((y € 2&z € y) = z € 7)

Definice.
Mnozina x je ordinal, je-li tranzitivni a soucasné dobfe usporadana relace E.

Véty o ordinalech :

1. Je-li x ordindl a y € z, pak y je ordindl a y = ((«,y), E)

2. Jsou-li x,y ordindly, x a y jsou izomorfni, pak x =y
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3. Jsou-li x,y ordinaly, pak plati prave jedno z :

(a) v=y
(b) z€y
(c)yex

4. Jsou-li x,y,z ordindly, x € y&y € z, pak = € z

5. Je-li C neprazdnd mnozina ordinala, pak (3z € C)(Vy € C)(x = yVz €

)

Duikaz.

1. xjeordindl, y € z. y je tranzitivni mnozina : zvolme u,v tak, aby platilo

u € v&wv € y. Protoze x je tranzitivni mnozina a mame v € y&y € =z,
plati v € x. Protoze v €  a u € v, protoZe x je tranzitivni mnozina,
mame u € x. u € v&v € y : Protoze x je usporadand mnozina, u € y.
Dokazeme, Ze y je ordinal. y je dobfe uspotradana relaci E. Je-li v € y,
mame y € x a tedy u € z. Protoze (x, E) je usporadand : u ¢ u,
E je antireflexivni. Tranzitivita : u,v,w € y, necht u € v&v € w. Z
tranzitivity mnoziny x : u,v,w € z. Protoze E mnoziny x usporadava
u € w, necht m Cy,m# &. Prokazdé u e mjeu Cy,y € x,u € T - z
tranzitivity x. m C z, (x, F) dobfe uspofddana, m # . Tedy existuje
z € m tak, ze pro vSechna v € m : z = u nebo z € u. Zfejmé z
je nejmensi prvek mnoziny m také v (y, F). Dokézali jsme, Ze y je
ordindl. Mame (z, E),y € z, («,y) ={u:u €y} =yv.

. Jsou-li x,y ordinély, x je izomorfni s y, pak z = y. Bud f : © — y

izomorfismus. x ={z: z € a},y={f(2) 1z €z} ={2: 2z €2} =
K dikazu stac¢i ovéfit, ze pro vSechna z € z je f(z) = z. Sporem :
Predpokladejme, ze 32y € x, ze f(z0) # 20. m = {2z € x : f(z) #
z} # @. Protoze x je dobfe usporddand 3t € m, Ze t je nejmensi prvek
mnoziny m. f je izomorfismus. (Vu)u € t < f(y) € f(t). Kdykoli
u € t, pak protoze t je nejmensi prvek mnoziny m, mame f(u) = w.
t={u:uetl={f(u):uet}=f(t).t= f(t), spor s predpokladem
tem.Vzea: f(z)=x...y=ux.

. x,y ordinély. Podle véty o dobie usporfadanych mnozinach : bud x je

izomorfni y : Podle (2), x = y nebo 3z € z,(«, z) je izomorfni s y.
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Podle (1), («,2) = z. z € z, z je izomorfni s y. Podle (2), z = y, a
mame y € x. Tteti moznost analogicky, = € y.

4. x,y,z ordindly. x € y&y € z. Pak ale x € z, nebot z je tranzitivni
mnozina.

5. Bud C neprazdna mnozina ordinald. Zvolme libovolné ¢t € C. Proy € C
muze nastat dle (3) y = t,t € y,y € t. Necht pro zadné y € C nenastava
y € t. Pak staci polozit x = t. V opacném ptipadé Jy € C, ze y € t.
m={y € C:yet}+#a. tordinal, tedy dobfe uspofddand mnozina,
m C tm # @, dJz,e € maVy € m: (x = y)V(r € y). Pro
yeCiy¢gm;pakbudy =t,m Ct,x €tnebot €y, xct,xcydle

(4).

Priklady ordinal.

%]

{2}

{9.{9}}
{2.{9}.{9,{2}}}

& je nejmensi ordinal.

Véta - Buccati-Forte paradox :
—(32)(Vx)(z je ordindl — z € 2).

Diikaz.Sporem. Necht takové z existuje. Podle vydéleni pro formuli ,x je
ordindl“ existuje néjaké o = {z : x je ordindl }. Z vét o ordindlech plyne, Ze o
je tranzitivni mnozina ostfe a dobfe uspotadana relaci E. o je ordinal, mame
tedy souCasné o € 0,0 = o, #spor s (3), mize byt pouze jedna z moznosti,
nikoliv obé soucasné.

Lemma 3 :
Necht a je tranzitivni mnozina ordinali. Pak a je ordinal.
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Diikaz.Vime, ze a je tranzitivni mnozina. Mame ukézat, ze relace E je
dobré uspofddani mnoziny a. x € a,x je ordinal, x € x antireflexivni. Necht
tedy né&jaké z,y,z € a x € y&y € z — x € z (z véty o ordinélech). E je
tranzitivni. Dokazeme, ze je to dobré usporadani. ¢ C a,c # &, podle véty o
ordinalech mé ¢ nejmensi prvek, tedy a je ordinal.

Véta (izomorfismus dobfe uspofddané mnozZiny a ordinalu) :
Bud (a, R) dobfe uspofddand mnozina. Pak existuje pravé jeden ordindl c,
ze (a, R) je izomorfni s c.

Diikaz. Unicita : kdyby existovaly ¢, d; ¢ # d dva ordinély, oba isomorfni s
(a, R). Pokud ¢ € d, pak #spor: d dobfe usporadand, izomorfni svému poca-
tecnimu tseku c.

Existence :
b={t € a:(3Ir),z je ordinal &z je izomorfni s ((«—,t), R)}

Bud f funkce, dom(f) = b. Pro kazdé t € b bud f(t) ordinél izomorfni s
((«,1), R). Polozime ¢ = rng(f). ¢ je mnozina ordinalt. Méjme u € c,v € u.
Jt € a((+,t), R) je isomorfni s u. g : («,t) — u je isomorfismus, v € w.
to = g *(v), g[(«,t0)] = («,v) = v. v € rng(f) = c. Ukdzali jsme, Zze c je
tranzitivni mnozina ordinali a tedy c je ordinal. Zbyva ukazat, ze b = a a ze
f je isomorfismus. f zachovava uspotfadani, je prosté a zobrazuje b na c. To
plyne ze dvou predchozich lemmat.

Dikaz, Ze b = a : sporem : Necht b # a. Existujet € a,t ¢ b,{t €a : t ¢ b} #
@ ma nejmensi prvek ¢y. Pochopitelné ((«,ty), R) = (b, R). { je izomorfismus
b na c. Podle definice ty € b, f(ty) = ¢ #spor a tedy b = a.

Definice.
Je-li (a, R) dobfe usporadand mnozina, pak typ jejiho uspotradani, typ ({a, R))
je ten jediny ordindl c, Ze (a, R) je izomorfni s c.

Znaceni
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Nadale budeme ordinaly znacit pismeny «, 3,7,9,¢,(,... Pro ordindly «, 3
budeme psat o < 3, praveé tehdy kdyz a € 3, a < (§ pravé kdyz o € fVa = [3.

Definice.
Je-li x mnozina ordinéld, oznac¢ime sup(z) = Uz, pokud = # &, min(z) =

Nx.

Lemma 4.

(1)
(2)

Pro ordindly «, § plati (o« < < a C )

Je-li x mnozina ordinal®, pak sup(x) je nejmensi ordindl, ktery je vétsi
nebo roven vSem prvkim mnoziny x. Je-li x neprazdna, pak Nx je
nejmensi ordinal v mnoziné x

Dikaz.

(1)

,2="“ZTejmé, je-li v € a, v € au.

(a) a=3=~v€p
(b) aepf=~vep

Tedy pokazdé v € S.

,<=* Je-li  C 3, mame ukézat, Zze bud @ € 3 nebo o = (. Stadi
vyloucit pfipad § € a a soucasné a < [, pak ale musi § € 3, coz je
#spor.

sup(x) = Uz. Prvky mnoziny x jsou ordindly, tedy Ux je mnoZina
ordindlt. Ux je tranzitivni mnozina : bud o € Uz, § € «, mame
ukazat § € Uz. a € Ux pravé kdyz (3v)(y € z&a € 7). v je ordi-
nal, v € z,a € 7,0 € o, € v = [ € Uz, takze je tranzitivni a
Uz = sup(x) je ordinal.

Zbyva dokéazat, ze Ur = sup(x) je nejmensi ordinal vétsi nebo roven
vSem prvkim z x. Nechf tedy a € z. Kdykoli v € «, pak 7 € Uz.
a C Uz, a < sup(z). Bud 6 libovolny ordinal, § < sup(zx),d € Uz, tedy
existuje a € x, ze 0 € a,0 < . Pro toto o mame —(a < §). Uz je tedy
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nejmensi ordinal > vSem prvkim z x.

Nz : Necht x # @. Nz je mnoZina ordindlt, « € Nz a f € a, € Nz
(obdobné jako pro Ux). Nz je tranzitivni, a tedy ordinal. Necht a € z.
Nz C o min(z) < a Ya € x. Zbyva ukazat, Zze Nz € x. X je neprazdnd
mnozina ordinalt. Z véty (5) (3t € C)(Vy € C)(t = y VvVt € y) stadi
oveérit, ze t = Nz. Protoze t € x, médme Nx Ct. Jelia ctajeliyex
libovolné, diky volbé t mame moznosti :

(a) t=y=>a€d
(b)ytey=>acé

a tedy t C Nz.

Definice.
Pro ordinél « definujeme ordinalni naslednik ordinalu o S(a) = a U {a}.

Lemma 5.
Pro ordinél a, S(«a) je ordindl, a < S(«), (VB)(((B ordindl )&3 < S(a)) =
f<a).

Diikaz. S(a) je ordinél. S(«) je tranzitivni mnozina : v € S(a), 5 € ~
libovolné, mame ukazat, ze 5 € S(«). Moznosti :

(a) v € a: (€7, je tranzitivni, a tak § € a C S(«a)

(b) ve{a}:y=a,pev=>pBea=peS(a)
S(a) je dobfe uspofddana nélezenim : § € v,7 € §. §,7,6 € S(«).
Musime ovétit, zda § € §. Zajimé nés v € {a}. § € 7,7 = a. Ovéfime, ze
[ € a. « je tranzitivni mnozina. S(«) je tedy ordindl. 8 < S(a) = a U {a}.

(a) fea=pf<a=p<a
(b) pefa}=p=a=pF<a
Definice.

Ordinél « se nazyva izolovany, jestlize « = @V (33)(3 je ordindl &a = S(f)).
Ordinal « se nazyva limitni, pokud neni izolovany.
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3.3 Prirozena ¢isla

Definice.

Definice.
Ordinél « je ptirozené cislo, je-li (V3)((F je ordinal &5 < a) = (3 je izolo-
vany ordinal).

Axiom nekonec¢na

S pomoci definice naslednika ordindlu miizeme tento axiom zapsat takto :
(Fx) (@ € 2&(Vy)(y € = S(y) € z))

Véta.
Mnozina x zarucena timto axiomem nekonec¢na obsahuje vSechna prirozena
¢isla, tj. je to mnozina N.

Diikaz.Sporem, predpokladejme, ze existuje takové prirozené ¢islo n, Ze
n ¢ x. Moznosti : n = 0 #spor, neboft 0 € . n # 0 : n je ordinél,
(VB)(B < n) = [ je izolovany ordinal. 3k € N,n = S(k). Moznosti :
k€ x:n = S(k) € x #spor, axiom nekonecna. Druh& moznost : k ¢ z.
n je ordindl, k € n,k ¢ x. Tedy mnozina m = {k : k € n&k ¢ z},m # @.
Existuje tedy nejmensi prvek mnoziny m, ozna¢ime ho .l ¢ x. Moznosti :
[ = 0 #spor, nebot 0 € x. I # 0. [ je ordinal, (V3)(5 < 1) = [ je izolovany
ordindl. Existuje pfirozené ¢islo p takové, ze [ = S(p). p ¢ m, protoze p < 1&l
je nejmensi prvek mnoZiny m. p € z, tedy S(p) € z, S(p) =1 ¢ = #spor.

Véta.
w je mnozina vSech prirozenych ¢isel. Existence : axiom nekonecna + vydé-
leni pro formuli ,,« je prirozené ¢islo“.
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w je ordindl : w je mnozina ordinald, je to tranzitivni mnozina. o € w, 3 €
a : 3 je izolovany ordindl. v < (3 je izolovana, § € w,w je ordindl.

Definice.
w je limitni ordindl. w je dokonce nejmensi limitni ordinal.

Diikaz. Sporem. Kdyby existovalo néjaké a,w = S(a),w = a U {a}. Pak
ale w je prirozené ¢islo a musi tedy platit, Ze w € w, coz je # spor.

Véta (Peanovy axiomy) :

1 cw

3) (Vn,m)((n,m € w&n # m) = S(n) # S(m))

(1) 0

(2) (Vn)(n € w= S(n) € w)

(3)

(4) indukce (Vz)((x C w&(0 € 2&(Vn)(n € v = S(n) €z)) =z =w

3.4 Ordinalni aritmetika

Definice.
Necht «, 8 jsou ordindly.
a+ [ =typ (a x {0} UB x {1}, R), kde R je definovéna predpisem :

)
(GO)RM, )V € a,m € B
¢ne€a=(C0)RMN0) < (<n
¢GnepB=(HRn1) & (<n

Lemma 6. :
Pro libovolné ordindly «, 3, plati :

(1) a+(B+7)=(a+8)+y
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(2) a+0=«

(3) a+1=S5(w)

(4) a+5(8) = S(a+p)
(5)

Poznamka.
Obecné neplati komutativita séitani, a+ 5 # f+a. 14w #w+1l. w=14w
- tady snadno udélame bijekci, avsak nelze nelze udélat bijekci mezi w+1 a w.

Definice.
Nésobeni ordinéli. Jsou-li o, # ordinély, pak a - 5 = typ (6 X o, <ppx), kde
<rex) (lexikografické usporadéani) je definovéano predpisem :
Necht ((1,m1) € B x v a (G2, m2) € B X a, pak (C1,m) <rex (C2,7m2) & (1 <
GV (G = G&em < 7o)

Lemma 7. :
Pro libovolné ordinaly «, 3,y plati :

5) Je-li 8 limitni ordindl, pak o - § = sup{a-(: ( < [}

(1) a-(B-7)=(a-B) v
(2) -0=0

3) a-l=a

4) a-SP)=a- -0+«
(5)

(6)

6) a-(B+7)=a-B+a-y

Poznamka.
Opét neplati komutativita, tentokrat nasobeni.
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Kapitola 4

Kardinaly, spocetnost a
nespocetnost

4.1 Kardinaly

Definice.
Necht a,b jsou mnoziny.

(1) Rekneme, Ze mohutnost mnoziny a je mensi nebo rovna mohutnosti
mnoziny b (a je subvalentni b), jestlize existuje prosté zobrazeni f :
a — b, znaCime a < b.

(2) Rekneme, Ze mohutnost mnoZiny a je rovna mohutnosti mnoZiny b,
jestlize existuje néjaka bijekce g : a — b, znacime a = b.

(3) Rekneme, ze mohutnost mnoziny a je ostie mensi nez mohutnost mno-
ziny v, (a je ostfe subvalentni b), jestlize a < b&—(a = b). Znacime
a=<b.

Lemma 7. :

33
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Véta (Cantor-Bernstein) :
Pro mnoziny a,b: (a < b, &b <5 a) = a = b.

Driikaz.
3 prosté zobrazeni f : a — b, 3 prosté zobrazeni g : b — a, pokud f nebo
g je surjekce, pak jsme hotovi. Predpokladejme tedy, ze f(a) # b&g(b = a.
Pro vsechna pfirozena cisla definujeme indukci : a9 = a,by = b, a1 =

gM(by), b1 = f!(ay).
Plati :

ap £ a1 £z £ a3 £ s £ a5 £ g - . -
bo 2 b1 2 by 2bs 2 by 2bs 2 bs...

Definujeme

a, =N{a, :n €w}
by, =M{b, :n € w}

Definujeme zobrazeni h : a — b

h(z) = f(z) : © € Uag, \ Uagpi1 Uay,n € N
h(z) = g *(z) : © € Uagny1 \ Udgnye,n € N

Dokézeme, ze h je hledané bijekce. h je funkce, nebot f je funkce a g je prosta
funkce. h je prosté : x £y € a

(a) pokud z,y € Uagui1 \ Uazniz h(z) = ¢~ (x), h(y) = g7 (y). Pak ale
h(z) # h(y), nebot g je funkce.

(b) pokud z,y € Uagy, \ Uag,11 U a,, pak h(z) # h(y), nebot f je prosta
funkce.
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(c) pokud = € Uagui1 \ aant2, ¥ € Uag, \ azns1 U ay, pak : h(y) = f(y),
h(y) € Ubgpyi1 \ bansa U b,. h(z) = g Hz) = t. agny1 = gl(be,) a
Aont2 = gM(bani1). h(w) € Uby, \ Ubg,y1. Tedy i h(x) # h(y), nebot
mnoziny ve kterych je h(x), h(y) jsou disjunktni.

Zbyva dokézat, ze h je surjekce :
te bgn \ b2n+1, g(t) = c A2n+11 \ a2n12, h(ﬂ?) =1
t e b2n+1 \ b2n+2, dz € QAon \ Cb2n+1,t = f(l’), ]’L(ZE) =1.

t € b,. fje prosté, fr(a) = by 2 b,. Existuje néjaké x, ze f(z) = t.
Kdyby = € a, \ ani1, pak f(z) = byi1 \ buso, tedy f(z) € by, tedy x € a,.
h(z) = f(z) =t.

Definice.
Bud A mnozina. Pokud na A existuje dobré usporadani, bud |A| (mohutnost
A) nejmensi ordinal « takovy, ze A ~ a.

Definice.
Ordinél « se nazyvé kardindl, je-li &« = |a|. Ekvivalentné, ordinél « je kardi-
nal, pokud pro vsechna < a je 3 < a.

Poznamka.
w je kardinal, je to nekonecny ordinal.

Lemma 8.
Je-li |a] < B < a pro ordindly «, 3, pak |a| = |3].

Diikaz.
Méame # C a, mame bijekci b : @ — |a|. Po slozeni je 5 < |a|, tedy || < |a].
a = |al, |a| C 3, tedy 3 prosté zobrazeni [ : a — [,a < 5, |a| < |5]. Tedy
la| = || podle Cantor-Bernsteinovy véty.

Lemma 9.
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Je-lin € w, pak :

(1) “(n=n+1)

(2) Va)(a=n—a=nmn)
Diikaz.

(1) indukei. n = 0,0 % 1 - neexistuje bijekce 0 — 1. Pfedpoklad : n % n—+1.
Sporem. : n+ 1 % n + 2. Necht tedy existuje bijekce b:n+1 — n+ 2.
n+1=1{01,23,... ,n}. Zvolme k = b(n). Pro i € N definujme :
b(i) < k:h(i) =0(i),b(:) > k: h(i) = b(:i) — 1. h je bijekce n — n + 1,

coz je spor s induk¢énim predpokladem.

(2) Je-li @ ordindl, @ &~ n, mame ukazat o« = n. Kdyby a >n:n <n+1 <
a. Pak |a| = n. Dle lemmatu 8 : |n| = |n + 1], coz je spor s (1).

Drsledek.
w je kardinal a kazdé n € w je kardinal.

Definice.

e Mnozina A je konecnd, pokud |A| < w.
e Mnozina A je spocetnd, pokud |A| < w.

e Mnozina A je nespocetnd, pokud neni spocCetna.

Pozor! Nespocetnd mnozina neznamenda nekonecné velikd, staci, aby na ni
neexistovalo dobré usporadani.

4.2 Operace s kardinaly
Definice.

Sc¢itani a nasobeni kardinald. Jsou-li »r a A\ kardinély, potom :

x® A= |{0} x U {1} x )|
xRN =|xx ]
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Jde nam vyhradné o bijekce, které nemusi ale nutné zachovavat dobré uspo-
radani, chceme pouze bijekce. Diky tomu mizeme psat :

xDA=)AD x
HRAN=AR x

Lemma 1.
Necht m,n € w,

nem=n+m<w

nm=n-m<w

Diikaz.
Staci ukazat, ze n +m , n - m jsou prirozena ¢isla, pak pouzit lemma 9.

n € w.n+0 =mn € w. Dale indukci : predpoklad, ze n + m < w.
n+S(m) = S(n+m) < w, protoZe naslednik ptirozeného ¢isla je zase piiro-
zené Cislo.

newnewn-0=0c€w n-1=n € w. Dale indukci : n-m € w.
n-S(m) =n-m+n < w. Tyto dva s¢itance jsou piirozend ¢isla a protoze
mame dokazany soucet, tak je to opét prirozené cislo.

Lemma II.
Kazdy nekoneény kardinal je limitni ordinal.

Driikaz.
A > w, A je kardindl, ke sporu predpokladejme, ze A = £ 4+ 1, pro néjaky
ordinal £. £ > w, kdyby ¢ < w, pak £ +1 = A, coz nejde.

A ={0,1,2,...&}. Definujme f(§) = 0 pron < w, f(n) = n+ 1, pro
(<& w< ¢ bud f(¢) = C.
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f A — & je prosté a surjektivni, tedy £ &~ A - spor s tim, Ze A je kardinal,
tj. (A < €< A

Véta (Cantor).
Je-1li £ nekonecny kardinal, pak £ ® £ = &.

Diikaz.
Méme pro £ = w najit bijekci b : w X w — w. b(n, k) =2"(2k+1) — 1. b je
bijekce.

Necht ¢ > w. Pfedpokladame : je-li p kardinal, w < p < &, pak p®@pu = p.
£®E, usporadame tuto mnozinu pomoci maximo-lexikografického usporadani:
(a, B), (7,0) € E X & {a, B) <mrex (7,9), jestlize mazx{c, B} < max{y,d},
nebo max{a, 3} = max{y,d}&a < v nebo maz{a, 5} = max{y,i}&a =
~&B < 6.
<wmrex je dobré usporadani mnoziny & x &, typ (¢ X &, <uyrpx) < £. Sporem.
Necht typ (¢ X &, <yrpx) > €. Pak existuje néjaké (o, B) € € x &, tak, Ze € je
izomorfni s ((«, («, ), <mrex). Polozme néjaké ¢ = maz{a, f}, £ < typ
((«+,(¢,Q)), <mrex)- Tedy existuje prosté zobrazeni f : £ — ((+1) x ((+1).
(<& <EESCHD) X (CHDY)| S p@p = p < &, [C+1] = p < &, ##spor.

<mrex je dobré usporadani mnoziny & x &, typ (£ X &, <myrex) < &,
ExE K& Proa € Epolozme f(a) = (0, ). f je prosté zobrazeni f : & — £X&.
¢ < & x & Pak dle Cantor-Bernsteinovy véty : € ~ & x . Predpoklad : je-li
w < p <€ pak p® p = p. Kdyby existoval néjaky kardinal u, pro ktery
w< pu<€apu®u# p, pak existuje pg nejmensi takové. py # p. Mame
to > w, pro Vu kardindly w < p < po. pp ® p = p. Pak mame hotovy dikaz,
ze fto & flo = Mo

Drsledek.
Jsou-li A\, 1) nekonecné kardinaly, pak :

AB Y =1 DN =maz{\ 1V}

Dikaz.
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Predpoklddejme, ze maz{\, ¥} = A A A D Y. PAk A A DY I A QY <
A ® A = A. Dle Cantor-Bernsteinovy véty.

Dodatek k axiomu potence.
(Va)(3z)(Vz)(x € z & x C a)

Priklad.
P({0,1,2}) = {2, {0}, {1}, {2},{0,1},{0, 2}, {1,2},{0, 1, 2}}

Definice.
Potenéni mnozina mnoziny a, P(a) = {z : z C a}.

Véta (Cantor).
Pro kazdou mnozinu a, a < P(a).

Dikaz.

Mame ukézat, ze a < P(a) a =(a = P(a)). Je-li x € a, pak {z} C a.
f : a — P(a), definujeme f(x) = {x}. f je prosté zobrazeni (dvojice +
extenzionalita) a tedy a < P(a). K dikazu, ze —(a =~ P(a)), stadi ukazat,
ze neexistuje zadné surjektivni zobrazeni g : @ — P(a). DokadZeme sporem.
Zvolme libovolné g : a — P(a), pro kazdé = € a je g(x) C a a definujme
mnozinu : m = {z € a : © ¢ g(x)}. Pro m plati : m C a, tedy m € P(a),
ptitom m ¢ rng(g), tedy ¢g neni surjekce na P(a).
Zvol t € a libovolné.

a) tegt)y—=t¢m, m#g(t),t¢Em,te gt

b) t¢g(t) =tem, m#g(t),tem,t¢gt)

Tomuto se fika Cantortiv diagonélni trik :
Matice, 0 - dany prvek neni v a;, 1 - prvek je v a;, na diagonéle prohodime 0
a 1, tim se na kazdém fadku zméni jedna hodnota. Dostaneme prvek, ktery
neni v matici.



40 KAPITOLA 4. KARDINALY, SPOCETNOST A NESPOCETNOST

Véta (Cantor).

(Vo) (v ordinal — (30)(9 je kardinal &a < 0))

Diikaz.
Je-li o < w, staéi polozit § = w. Predpokladejme, Zze @ > w. Polozime
w={R C axa: {aR) je dobfe usporadand mnozina }. w je mnozina :
a X « je mnozina (z axiomu potence), P(a X «) je mnozina (z axiomu po-
tence), w je z téchto dvou cosi vydéleno = je to mnozZina.

t={typ (a,R) : R € w}. 0 = typ (o, R), Y(R,0. t je mnozina ordinali,
tedy existuje n&jaké v = sup(t) + 1. v ¢ t, kdyby v € t, pak a lze dobie
usporadat podle typu v, v € t, tedy v < vy, coz je #spor.

a € t, tedy a < 7. |y] je kardindl, o < |y|. Kdyby ne, pak existuje bijekce
b:7v — «aatedy pro d < 1, 9,07 € v definujme f(§)Rf(d1), R je dobré
uspotradani « podle typu vy, #spor.

Definice.
Je-li o ordindl, kardinalni naslednik ordinalu « je nejmensi kardinal vétsi nez
a. Znadi se at.
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Tridy a rekurze

5.1 T¥idy
Definice.

Necht ¢ je formule zdkladniho jazyka teorie mnozin, pak {z : ¢(z)} se
nazyva tiidou. x nemusi byt mnozina, ale nas jazyk nam dovoluje mluvit
pouze o mnozinach.

Neformalné : je-li ¢ formule zakladniho jazyka teorie mnozin, pak kazdy

soubor ve tvaru {z : ¢(z)} budeme nazyvat tfidou. Vlastni t¥ida je tiida,
ktera neni mnozinou.

Definice.
V = {x:x = x} se nazyva univerzalni tfidou.

O, = {x : z je ordinél } se nazyva tiida vSech ordinala.

Formalné : Vlastni tfidy neexistuji a formule, ve kterych se vyskytuji t¥i-
dové termy, pouze povazujeme za zkratky formuli zapsatelnych v zdkladnim
jazyce teorie mnozin. Napriklad mtizeme definovat operator C :

rCys (V)(tex=tey)

41
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Tridové termy lze z formuli vzdy eliminovat. Méjme ¢, 1) dvé formule ja-
zyka teorie mnozin. x = {x : p(x)}, y = {x : ¥(v)}. * = y je zkratka za
(V) (p(2) & ¢(2)).

Pfiklady : necht jsou z,u,v ... proménné pro mnoziny, definujeme nésle-
dujici zkratky :

z€x:p(z

~— —

(u € 2z & o(u))

rey: (Fu)(ue y&(Vt)(t € u < p(t))
z €y (Fu)(L(u)&(VE)(t € us ¢(t))
Ny ={z: o(z)&y(z)}

z=uz:(Yu

~— —

Véta (o tranzitivni indukci na t¥idé O,,).
Je-li ¢ C O,, ¢ # @, pak existuje néjaké a € ¢ takové, ze (VG)(8 € ¢ =
(v = BV a< ). Je to vlastné celé schéma vét, pro kazdou formuli jedna.
Napriklad tika, ze existuje nejmensi prvek v podmnoziné ordinali.

Diikaz.
¢ # @. Zvolme « € c. Pak kdykoliv f < o = (3 ¢ ¢. Existuje f € c = [ < .
a je ordindl, tedy mnozina ¢ formule, ¢ = {z : p(z)}. c = {5 : § € a&y(S)}.
Podle véty o ordinélech existuje nejmensi prvek mnoziny c.

Typické pouziti.
¢ formule, mame ovéfit (Va)(a ordindl = ¢(a)). Ovéfime ¢(&). Ovétime
platnost nasledujici formule : ((V3)(8 < o = ¢(8)) = ¢(a)). Mame ukazat,
ze ¢ je prazdna trida :

c ={a: —p(a)}, coz neni (kdyby byla neprazdna, pak ma nejmensi pr-
vek, ale to nemuze byt @ ani ).
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5.2 Rekurze

Véta (o transfinitni rekurzi).
Je-li f:V — V, pak existuje jediné g : O,, — V tak, ze (Va)g(a) = f(g A @)
(g z0Zené na alfa).

Diikaz.

Unicita : Necht g1, go jsou dvé funkce, vyhovujici tvrzeni véty. g,(2) =
flr AND) = f(©) = flga AN D) = g2(@). DAl transfinitni indukei : pied-
pokladejme, Ze « je ordinal a Ze plati pro vSechna 5 < « : g1(f8) = g2(f).
g Aa={(2,00),(1,0(1)),... ,(3,0(08)) : B < a} =g Aa gla) =
flgr Aa) = flga Aa) = ga(a).

Existence : Bud 6 ordinél. Funkci ¢ : § — V nazveme d-aproximaci, po-
kud plati: (Va)(a € § = g(a) = f(gAa)). Pro kazdé ¢ -aproximace existuje
(nahrazeni). Jsou-li 41,9, ordindly, g je d;-aproximace, h je dp-aproximace,
pak pro vSechna a € d; N s plati g(a) = h(«). g(&) = h(D). Zbyva defino-
vat g : Je-li @ ordinal, zvolme § > « a libovolné p — §-aproximaci. Polozime
g(a) = p(a). Na vybéru d-aproximace pii definovani g(«) nezalezi, g je dobte
definované.

Definice.
Funkce xo(wa) : (x,w) se definuje takto : xo = wp = W, Xat1 = War1 = (wa)™-
Je-li navic o limitni ordindl : x, = w, = sup{ws : § < a}.

Lemma 12.

1) Kazdy w, je kardinal

2) Kazdy nekonecny kardindl se rovna néjakému w,,

(1)
(2)
(3) a < = wy <wgs

(4) w, je kardindlnim néslednikem pravé tehdy kdyz « je ordindlnim né-
slednikem
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Dikaz.

(1) wo = w je kardinél, way1 = (wa)" je kardinal podle definice kardi-
nalntho naslednika. Nechf « je limitni. Pak w, = sup{ws : § < a}.
Mame ovéfit, ze wg je kardinal. Sporem : pfedpokladejme, ze |w,| < wy.
Necht v = |wa|. 7 je ordindl, v < wy. wo = sup{wp : f < a}.
Existuje 8, Ze v < wg < wp a f+1 < a. 7 < wg < w1 < Wa.
7 < ws < wsr1 = (wg)T =X wa & 7. Dle Cantor-Bernsteinovy véty
ws ~ (wg)™, coz je #spor.

(2) Bud ¢ nekoneény kardinal. Je-li £ = w, pak £ = wy a jsme hotovi. Necht
tedy € > wp. {a : w, < &} je neprazdnd mnozina ordinéli. Polozime
b= sup({a: w, < &}). Rozlisime dvé moznosti :

a) Necht f € {a: w, < £}, pak (3 je nejvétsi prvek té mnoziny. Mame
wg < €. Pak ale wgyy > &, protoze B+ 1 ¢ {a,...}. & < wsi.
Vime, ze ¢ je kardinél a { > wg. Pak wgi1 = (wp)' je nejmensi
kardindl. wgy1 < & = w1 = &, dle Cantor-Bernsteinovy véty.

b) Necht 8 ¢ {a : w, < &}. Protoze b = sup({a,...})af ¢ {a,...},
B je limitni ordinal. Pak { = ws : £ > w,, kdykoli pro vSechna
a < B, ws = sup({ws : a < B}) < € Kdyby wg < &, pak
B e{a:w, <&}, coz nejde, = wz = &.

3) a < [, w, < wg, pifimo z definice plyne w, < wg. a < 3, pak a+1 < 3.
B B
W < (Wa) = Wat1 < wg.

(4) € je kardinédlni naslednik < & = wyi1. < 1 (Wa)T = War1. =
Necht ¢ = at. Pak a =~ |a| =w,. at = w41 =&

Mocnéni kardinalua.
Chtéli bychom umét ¢*. 2% = [{f : f : 3 — 2}|, tj. mnoZina vSech funkci
zobrazujici z 3 do 2.



Kapitola 6

Axiom vybéru

6.1 Axiom vybéru

Definice.
Je-li @ mnozina, pak mnozinu r nazveme rozkladem mnoziny a, jestlize plati:
Ur = a&(Vu € r)(u # @)&NVu,v € r)(u # v =uNv = Q)

Definice.
Mnozina m C a se nazyva vybérovou mnozinou rozkladu r, jestlize plati :

(Vu)(u € r = (F)unm = {t})
Princip vybéru:

Pro kazdy rozklad neprazdné mnoziny existuje vybérova mnozina.

Definice:
Funkce f, definovand na mnoziné x, rng(f) C Uz, ktera spliuje : (Vy)((y €
x&y # @) = f(y) € y) se nazyva selektor na mnoziné z.

Axiom vybéru:
Na kazdé neprazdné mnozin€é existuje selektor.

Definice:
Bud @ mnozina, (x; : t € a) soubor mnozin. Kartézsky souéin m;c,z, = x2; =

45
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{f : fje funkce, f : a — Uscazy, pro kazdé t € a je f(t) € z}.

Priklad.
rxy={(u,v):u € x,v ey} - takto jsme to méli zavedené na zacatku.
{0,1} = a,20 = z, 27 = y. {{(0,u),(1,v)} : u € zg,v € 21}, existuje mezi
tim bijekce

Lemma 13:
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni :

(a) axiom vybéru

(b) princip vybéru

(c) pro kazdou relaci S existuje funkce f takova, ze f C S a dom(f) =

dom(S)

(d) je-li @ neprazdnd mnozina a je li pro kazdé ¢ € a x; neprazdna mnozina,

pak Xicat: # O.

Dikaz.

(a)=(b)

Bud r rozklad neprazdné mnoziny a. Podle (a) na mnoziné r existuje
selektor g. Necht m = rng(g). Je-li y € r, pak protoze g je selektor,
je g(y) € y. yNirng(g) 2 {g(y)}. Jsowli y1 # w2, 41,92 € 7, pak
9(y1) € y1,9(y2) € ya. Protoze r je rozklad, g(y2) & vy1,y1 Ny = .
ynm={g(y)}

dom(S) = {z : (Jy){(z,y) € S}. Polozime pro z € dom(S) : a, =
{{z,y) : (x,y) € S}. r ={a, : * € dom(S)} je rozkladem mnoziny
S. Podle (b), pro rozklad r existuje vybérova mnozina, f, f C S. f je
funkce, protoze pro kazdé x € dom(S) : fNa, = {{(x,y)} = {(z, f(x))}.
dom(f) = dom(S) podle (b).

a# D, xy # D prot € a. xieatr = {f, f je funkce, dom(f) = a, f :
a — U{zy, : t € a} aprokazdét € aje f(t) € z;}. Definujme relaci
S C a X Upeqry predpisem (t,y) € S < y € x,. Pro kazdé t € a je x; #
@. dom(S) = a. Dle (c) existuje funkce C S,dom(f) = dom(s) = a.
f € XteaZTt, tedy Xtealt 7£ g.
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(d)=(a) Bud a mnozina, hledame selektor na a. Muzeme predpokladat, 7e a # &
a ze pro vSechna y € a je y # . xyeqy podle (d) je xyeay # @, je-li
f€xyeay- fra— U{y:yea}laprokazdé y € aje f(y) €y. fje
selektor na a.

Spojitost funkct.
Nasledujici dvé véty jsou ekvivalentni :

a) f: R — R,z € R, f je spojitd v bodé z, jestlize (Ve > 0)(39 >
0)(VO)[t — x| <6 — [f(t) — fz)] <e

b) f je spojitd v bodé x, pokud plati : kdykoliv posloupnost (z,, : n € w)
konverguje k bodu z, pak posloupnost (f(x,) : n € w) konverguje k
bodu f(z)

Dikaz.

a) Ve > 03ng : n > ng : |f(x,) — f(z)| < e. Dale plati : Ing : n > ny :
|z, — 2| <6

b) Sporem : (Je)(Vo > 0)(Ft)|t — x| < 6, |f(t) — f(z)] > . Ale (¢, : n €
w)y = a, |f(ty) — f(x)] > e {an new} ia, ={teR: |t -2z <
21n&|f( )— f(x)| > €} # @. Aby to platilo, potfebujeme axiom vybéru.

Tvrzeni.
Budte a,, : n € w spofetné nekoneéné mnoziny, a,, Na,, = & pro n # m. Pak
|Unewan| = w.

Dikaz.
Vime : |w X w| = w. a, je spocetnd nekonetnd, a, = {x,x : k € w}. a,Nay, =
@, (n1, k1) # (na,k2), Tpk, # Togk,- Mame tedy bijekce w X w — Uay,,
(n, k) — x,. Existuje bijekce b, : w — a,, na mnozinu (b, : n € w), coz je
vybérova mnozina mnoziny (B, : n € w).

Definice.
Méjme usporadani (a, <). Pak :

e Je-li ¢ C a takova, Ze (c, <) je linedrné usporadana mnozina, fekneme,
Ze c je Tetézec v a.
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e Je-li (a, <) usporddand mnozina, m C a, x € a, fekneme, Ze z je horni
mezi mnoziny m, jestlize plati (Vy)(y € m = y < x).

Tvrzeni.
Princip maximality (Zornovo-Kuratowského lemma). Je-li (a, <) usporadana
mnozina takova, ze kazdy Tetézec v a ma horni mez, pak pro kazdé = € a
existuje y € a, ze y je maximalni prvek mnoziny a a z < y.

Tvrzeni.
Princip dobrého usporadéani (existence dobrého uspofadani) : na kazdé mno-
ziné a existuje relace R, ze (a, R) je dobfe usporadand mnozina.

Véta.
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni :

(a) Axiom vybéru
(b) Princip dobrého uspotradani
(c) Princip maximality

Dikaz.

(a)=(b) a, hleddme dobré usporadani. Je-li a = &, polozime R = &. Nadéle
necht a # &. Podle (a) na P(a) existuje selektor f. Najdeme ordinal
v a bijekci g : v — a. Pak definujeme R : g(a)Rg(f) & a < f,
pro o, 3 € 7. a\ {9(@)} € P(a), f(a\{9(2)}) = g(1). Transfinitni
rekurzi definujeme g(@) = f(a), pokud je a \ {g9(a) : @ < B} # @.
Pak g(8) = f(a\ {g(a) : @ < B}). Musi existovat néjaké v takové, ze

VB < v :g(0) je definovand a {g(3) : 5 € v} = a.

(b)=(c) Vezmu prvek, podivam se, jestli je maximalni, hleddm prvky vétsi, nez
je on. Pokud najdu, novy potencialni maximalni prvek. Takto postu-
puji, dokud nenarazim na prvek, pro ktery uz vétsi nenajdu a ten bude
maximalni prvek. (a,<), z € a. Podle (b) na a existuje dobré uspo-
radani S. Je-li ¢ C a fetézec, fekneme, Ze ¢ spliuje Podminku, po-
kud plati : x € c&z je nejmensi prvek v usporadani < fetézce ¢ pro
kazdé y € ¢,y > x je y S-nejmensi prvek mnoziny {¢ : ¢t je horni mezi
{z:z€c,x <z z<y}} (konec Podminky). MnoZina fetézci spliuji-
cich Podminku je neprazdné, nebot ¢ = {z} do ni patfi.
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Ozna¢me | = U{c < a : ¢ je Tetézec spliiujici Podminku }, [ je linedrné
usporaddand pomoci <: Sporem: Nechf existuji y1,y, € [, neni pravda
ani y; < Yo, ani ¥y < yi, ani y; = Yo (neporovnatelné v <). Mame
Y1 > Z,Ys > x. MnoZina a = {y € | : (3z € l)y, z jsou < neporovna-
telné } # &, nebot obsahuje y;. Existuje S-nejmensi prvek mnoziny a,
oznacme ho 7. Mnozina e = {y € [ : v a y jsou neporovnatelné v <}
je neprazdna, tedy existuje S-nejmensi prvek mnoziny e, ozna¢me ho
q. x,t : {t € l:x <t <~} je linedrné usporadand pomoci <. Protoze
[ je sjednoceni vSech fetézct splnujici Podminku, existuje c¢; Tetézec
splnujici Podminku, ze v € ¢y, existuje co fetézec splnujici podminku,
7e q € co. Protoze ¢y splnuje Podminku, mame ¢ je S-nejmensi prvek
{t : t je horni mez {z € ¢y : * < z < ¢}}. Kdyby ~ byl horni mezi
{z € co 1 x < z < q}, pak ¥S¢q, q je vétsi nez ~, protoze jsme nejdiiv
vzali v a k nému hledali neporovnatelny prvek. Pak mtze byt :

(a) Iz e{z€c:2<z<q},y < zatedy v < q, coz je #spor,
nebot 7, ¢ jsou neporovnatelné.

(b) 3z € {z € c3 : x < z < q}, 2 je neporovnatelné s v, protoze 2S¢,
mame #spor s volnou q.

a tedy 1 je linearné usporadano pomoci <. Mnozina [ spliuje podminku.
V (a,<) mé [ horni mez y, y je hledany maximalni prvek (kdyby ne,
pak existuje néjaké t € a,t >y a {t:Vz € l:z <t} # ). M4 tedy
S-prvni prvek g, [ U {to} spliiuje Podminku, ¢, ¢ [. Nebo | = U{c : ¢
splituje Podminku }. Oboji je #spor.

m, hledame selektor. Bud ¢ : | — U, takova, ze [ C m, pro kazdé x €
l,x # &, g(x) € x (nevime, jestli defini¢nim oborem g je celé m, chceme,
aby m = [). Takové g nazveme Casteénym selektorem na m. Bud a =
{g : g je ¢astecnym selektor na m}. Uspotddejme (a, <). Chceme pouzit
princip maximality. Necht ¢ C a je libovolny fetézec. Polozme h = Uc.
h je horni mezi ¢ 777 Je-li g € ¢, pak g C h. Musime ukazat, ze h € a,
neboli h je ¢astecny selektor. h je relace : dom(h) = Uge.dom(g) C m.
h je funkce : x € h,y1,y2 € Uy, (x,41) € h, (z,y) € h. Protoze h = U,,
existuje g1 € ¢ : (x,y1) € g1 a existuje go € ¢ : (x,y2) € go. C je
fetézec : Bud plati g; C go, nebo g1 2 g2. (z,41) € g2, {x,y2) € g2 a
g2 je funkce : y; = yo. h je Casteény selektor : g = (z,y) € h,y € x.
Podle principu maximality existuje f, maximalni prvek mnoziny a, f
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je castecny selektor. dom(f) = m \ {@}. Kdyby ne : existuje x €
m,x # &, x ¢ dom(f). Protoze x # @, existuje y € z : f U {(z,y)} je
opét ¢astecny selektor. Pfitom f G f U {(z,y)}, #spor s maximalitou
f=dom(f) =m\{9}. Tedy [ je hledany selektor.

6.2 Dusledky axiomu vybéru

Necht plati axiom vybéru. Pak
(a) Pro kazdou m, |m| existuje, plyne to pfimo z axiomu vybéru.
(b) Pro mnoziny m,n plati bud m < n nebo n < m.

(¢) m,n, pfedpokladejme, Ze existuje surjektivni zobrazeni f : m — n. Pak
m = n.

Diikaz. M&jme surjekei f : m — n. Je-li © € n, f(z) # &, f(x) C m,
r = {f(z) : « € m}. Rozklad mnoziny m. Podle principu vybéru :
méame z vybérovou mnozinu rozkladu r. g = {(z,y) : € n&znN f(z) =
{y}}. g : n — m je prosta funkce, tedy n < m.

(d) Pro kazdou nekonecnou mnozinu A je A~ A x A~ A x {0,1}.
Diikaz. |A| =€ € > w. £ =R & =€ ® 2. Zbytek dikazu byl udélan
drive.

(e) Kazdou nekoneénou mnozinu lze rozlozit na nekoneéné mnoho neko-
necnych casti.

Diikaz. Existuje A — A x A bijekce. Polozme pro a € A : k, =
b= t1r{a} x A.

(f) Je-li ¢ nekoneény kardindl, |a| = (, pro kazdé x € a je |x| = (. Pak
|Ua| = (.

Stale predpokladame axiom potence! :

Znaceni.
Jsou-li a,b mnoziny, °b = {f : f je funkce, f : a — b}.
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Definice.
Jsou-li €, ¢ kardindly, £¢ = |%¢].

Lemma 14.
Jsou-li £, ¢ kardindly, 2 < ¢ < ¢, w < (. Pak £ = 2¢ = |P(Q)|.

Diikaz.
2¢ =|{f: f je funkce, f: ¢ — {0,1}}|. Definujeme zobrazeni 6 : 2 — P(().
Pro f € 2je 0(f) = {a € ¢ : f(a) = 1}. 0 je bijekce. 2¢ =~ P(().
A2 K KN PA X A) < P(N). Identita : 26 — A\ fe*X— fCTAxA
A X A=\ Proto & = \\.

Lemma 15.

Jsou-li A, B,C mnoziny, BNC = &, pak :
o BAx €A~ (BUOY
o C(BA) ~ (CxB)g

Jsou-li &, C, u kardindly, pak

o (S ®EH=¢On

® 5@‘“ — §C®u

Drikaz.

Prvni véta. f € BA, g€ YA. (f,g9) € PAx “A. 0({f,g)) = fUg. 0 je bijekee.
Druh4 véta. f: C — BA. Pro kazdé c € C je f(c) funkee, f(c) : B — A. Pro
kazdé b € B f(c)(b) € A. ¢ : ©(BA) — ©*B A predpisem 1(f) = g. g takové,
ze pro kazdé (c,b) € C' x B, g({c,b)) = f(c)(b).

Definice.
Budte a, 8 ordinély, f : 3 — «. Rekneme, Ze f zobrazuje  do a kofinilné,
jestlize pro kazdé v € a3d € 3 tak, ze v < f(9).

Definice.
Kofinalitou ordinalu 3, ¢f(/3), nazveme nejmensi ordinal o takovy, Ze existuje
kofinalni zobrazeni z a do f3.

Lemma 16.

(a) Pro kazdy ordinal g, c¢f(8) <
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(b) Pro kazda ordinél [ existuje ostfe rostouci zobrazeni f : cf(5) — £,
které je kofinalni

Dukaz.

(a) id : B — [, je kofinélni zobrazeni, tedy cf(5) < 5.

(b) Oznaéme o = c¢f(), existuje kofinalni zobrazeni g : « — . Definujme
zobrazeni f rekurzi : f(@) = g(@). Pro v < «, {g(&) : £ < v} je skoro
omezena v 3, nebot v < c¢f(B). Tedy existuje f(v) < [ tak, ze V€ <

v,9(&) < f(7). f je ostie rostouci. Pfitom plati Vy € «, f(7) > g(7). ¢
je kofinalni, tedy f je kofinalni.

Lemma 17.
Je-li a limitni ordindl, f : a — [ ostfe rostouci kofinalni zobrazeni. Pak

cf (@) = cf(P).

Diikaz.
cf () existuje kofinalni g : ¢f(a) — a. fog:cf(a) — B je kofindlni. Je-li
£ < f3, existuje v € a: f(7y) > &, protoze f je kofinalni a a limitni, v € a, g
je kofinalni, 35 € cf () : g(6) > 7. f(g(d)) > f() > &, f je ostie rostouci,
f o g je kofinélni zobrazeni z cf(a) do . Tedy cf(5) < cf(a).

Dle piedchoziho lemmatu 16, 3h : ¢f(5) — [ ostfe rostouci kofinalni
zobrazeni. Definujme zobrazeni g : ¢f(3) — «a takto: g(§) = min{y: f(y) >
h(&)}. g je zfejmé kofinalni zobrazeni z cf () — «a. Z definice cf () < cf (/).

Z toho plyne cf(a) = c¢f(3).

Dusledek.
Pro kazdy ordindl 3, cf(cf(5)) = cf(0).

Definice.
Rekneme, Ze ordinal 3 je regularni, pokud 3 je limitni ordinél a 8 = cf(53).

Lemma 18.
Je-li ordinal (3 regularni, pak § je nekonecny kardinal.

Dukaz.
Protoze [ je regularni, # > w. Sporem: Necht |3| < [, pak tedy w < |3|.
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Existuje b : |3| — [, b je bijekce, proto b je kofindlni zobrazeni, tedy
cf(B) < |B| < B, #spor.

Lemma 19.
w je regularni kardinal.

Lemma 20.
Pokud plati axiom vybéru, a je-li ¢ kardindl, pak (' je regularni kardindl.

Diikaz.
Sporem. Necht c¢f(¢T) < (. Ja < (7,3f : a — (F, f je ostie rostouci
kofindlni zobrazeni (T = U{f(§) : £ < a}. |a] < a < (T = |a| < (. Pro
Eca: f(€) < C*, tedy |f(€)] < C. Pak ale JU{f(€) : € < a}| < C-C =C.
Lemma 21.
Je-li o limitni ordindl, pak cf(a) = ¢f(wa).

Véta (Konigovo lemma).
Necht plati axiom vybéru. Je-li € nekoneény kardinal, X > cf(€), pak £ > €.

Diikaz.
A > cf(€). & > €7@, Stadi ukézat, ze (&) > ¢, Stadi ovérit, ze (O £ ¢,
Zvolme libovolné néjaké zobrazeni g : & — </©¢. Stadi ukazat, ze g neni
surjektivni.

Zvolme a zafixujeme néjaké kofinlni ostie rostouci zobrazeni h z cf(§) —

€. Je-li ¢ € ¢f(€), pak |[{g(a) : a € £&a < h({)}| < & Definujme f(¢) =

min{p € £\ {g(a)((: a € &a < h(())}}. Pro funkci f: c¢f(§) — £ plati, ze
f ¢ rng(g). Kdyby f = g(a) pro néjaké o € &, zvolme ¢ € cf(§) tak velké,

aby h(¢) > a. Pak f({) # g(a)({) a hotovo.

Disledek.
Axiom vybéru. Je-li A kardinal, A > w, pak cf(2*) > \.

Drikaz.
Polozme & = 2), ¢} =2\ = M = 9% — ¢,
Kdyby platilo cf(2*) < A, podle Kénigova lemmatu dostaneme & > ¢,
#£spor.
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Definice.

1. CH Hypotéza kontinua je tvrzeni ,2 = w;“ (prvni nespocetny kardi-
nal). Toto trzeni nikdo nedokaze ani nevyvrati.

2. GCH Zobecnéna hypotéza kontinua je tvrzeni (Va)2X* = y,41. Opét
nedokazatelné i nevyvratitelné tvrzeni.

Lemma 23.
(Axiom vybéru+GCH). Necht &£, A > 2 jsou kardinély, alespon jeden z nich
nekonec¢ny. Pak plati :

(a) A<cf(§) =& =¢
(b) cf(§) SA<E=r =28
(c) E<A= =2

Dikaz.

(a) A =1= £ = ¢ Dale & = |X¢|. Protoze A < cf (£), neexistuje kofinalni
zobrazeni f : A — £. Tedy pro kazdou f : A\ — £ existuje néjaké o < £
tak, 7e f C Axa. 2 =U{ *a:a <&} X < € a < £ Mizeme pak psat
Pal < [maz{a, \}|ma{eA = glmaztadtl < ¢ Jelikoz |max{a, \}|< €.
Podle GCH 2/meste M = |maz{a, A\}|*. Pak [M¢] = [U{*a:a < €} <
E®E=¢.

(b) cf() SA<E= =20 <O < < et =20 =¢F. 29 <y,
Xo < (X0)® < Xu, (odhad).

(c¢) Bylo dokézano.

Definice.
Necht plati AC. Bud I # @. Pro kazdé ¢ € I bud &; kardinélni ¢islo. Defi-

nujme:

a) Y & =|u{&x{i}:iel}

i€l

H gz ‘XlGIéz

el
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Véta (Kbnigova nerovnost).
Bud I # @ a nechf pro kazdé i € I,&;, (; jsou kardindly, & > (.

Pak » ¢ <[] &

iel iel
Diikaz.

Proi € I,a € (,{o,i) € U{...}. Polozme f({a,i))(j) = @( pro j #

i,f... = a4+ 1 pro j = i. Definice je korektni, protoze & > (;. f je prosté

zobrazeni, {¢; X {i} :i € I} — yies&;. Pak ZQ < H&

i€l i€l
Musime ukézat, Ze neexistuje zadné zobrazeni g : U{(; x {i} : i €
I} — Xier&s, které by bylo surjektivni. Zvolme g libovolné. Najdeme h €

XierGi \ rng(g) nésledujicim zpisobem : g((a, 7)) € xe;- 9({a,1))(i) € & > (.
Definujme h(i) = min{&\{g9({c,7))(7) : @ € (;}}. h je hledana funkce. Pokud
h = g({a,1)), pak h(i) # g({a,))(7), coz je #spor, neni to mozné.

Véta (Hausdorffova formule).
Necht plati AC. Pak kdykoli jsou 7,8 nekonetné kardinaly, pak (y+)’ =
§ & At
YR yT.

Diikaz.
v+ >, ()" > 7% Protoze § # @ je (v*) > 7*. (vF)’ > 4’ @+*. Pripady:

o 5>t pak (v7)’ = 20,40 =20 4+ <20 (41)’ <40 @4t

e 5 <7, pak § <. |°(7)], vT je regularni kardinal, § < 4*, tedy je-li
f:6 = ~F, f neni kofindlni. 4(y+) = U{a : a < v+}. (7)) < v @A
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Kapitola 7

Nekoneéna kombinatorika

7.1 Princip kompaktnosti

Specialni pripad :
Zvolime-li pro kazdé n € w : g, =: n — 2, pak existuje f : w — 2 tak, ze pro
kazdé n € wdk >n: f An=gp An.

Definice.
Méjme neprazdnou mnozinu indext /. Mé&me soubor mnozin (A; : i € I) =
A. Césteény selektor souboru A je funkce f takova, ze dom(f) C I, pro kazdé
i € dom(f) je f(i) € A;.

Je-li S mnozina c¢astecnych selektorti souboru A, fekneme, Ze mnozina
S pokryva konecné mnoziny, jestlize pro kazdou konecnou K C [ existuje
fes, ze KCdom(f).

Necht g : I — UA,,i € I. Rekneme, Ze g je filtrované prodlouzeni souboru
S, je-li g ¢astecny selektor, dom(g) = I a plati : Kdykoli K C I je konecna
mnozina, pak existuje f € S, pro kterou f A K =g A K.

Véta (Princip kompaktnosti).
Je-li I # @, A = (A; : i € I) soubor koneénych neprazdnych mnozin,
pak kazdy systém castecnych selektorti, ktery pokryva koneéné mnoziny, mé
filtrované prodlouZeni.
Meze véty :

57
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e Necht [ = w, pron € I, A, = w. f, je konstantni funkce s hodnotou
n, a definiénim oborem n + 1. S = {f,,n € w}. Pro toto S neexistje
filtrované prodlouzeni - A; musi byt konec¢né.

e f je filtrované prodlouzeni S, K C I, K kone¢na. Existuje g € S, ze
fANK=gNK.

e Tvrzeni (Radd) : (L, <) bud linedrné uspofadand mnozina, v soubor
nedegenerovanych intervalii na L. Predpokladejme, zZe existuje k € w
tak, ze Ve € L){J €v:x € J}| <k Paky =7 UrnU...Uy, Ze
kazdé ; je systém disjunktnich intervald.

Tvrzeni.
A= (A;:ie€l),I# &, viechny A; konecné, S - soubor ¢asteénych selektori
pokryvajici vSechny konecné podmnoziny mnoziny I. Pak existuje filtrované
prodlouzeni systému S.

Diikaz.
Bez ijmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze pro kazdou f € S je dom(f)
kone¢né mnozina. Kdyby ne, tak nahradime S souborem { fAK : f € S, K C
dom(f), K konena }).
Uvazujme néasledujici mnozinu : = {g : g je ¢astecny selektor systému A,
pro ktery plati (VK C dom(g)), K koneéné, pak {f € S: fAK =gANK}
pokryvé koneéné podmnoziny mnoziny [ }. Uspofadejme (€2, C). Chceme apli-
kovat princip maximality : Bud L C Q fetézec (tedy L je soubor ¢asteénych
selektorti usporadany inkluzi). Polozime g = UL :
Evidetné pro kazdé g € L je g O g. g je funkce : Je-lii € L, (i, x), (i,y) € g.
Musi existovat ¢ € L : (i,z) € g1 a g2 € L : (i,y) € go. L je linedrné
usporadané, bud g; C ¢o, nebo g C ¢;. V obou pfipadech, protoze g1, g
jsou funkce, x =y, § je ¢astecny selektor.
Zbyva dokdzat K C dom(g). Bud K C dom(g) konefnd mnozina, K =
{i1,42, ... ,i,}. Existuji funkce g1, ... , g, € L, i1 € dom(g1), ... ,in € dom(gy,).
L je linearné usporadand, tedy existuje j € {1,... ,n} tak, ze g; O gi pro
ke {l,... ,n}. dom(g;) 2 K. Protoze g; € Q, {f € S: fANK = g; N K}
pokryva vsechny konecné podmnoziny mnoziny 1. g € €. Podle principu ma-
ximality, v (€2, C) existuje maximalni prvek h. Zbyva dokazat, ze h j hledané
filtrované prodlouzeni souboru S: Je-li K kone¢na, K C dom(h), pak existuje
f € Stak, ze fAK = hAK. Jediné, co zbyva ovétit je, ze dom(h) = I. Nyni
pouzijeme skutecnost, Ze vSechny ty mnoziny jsou konecné.
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Sporem : i € I ¢ dom(h) : A; = {ay,as,... ,a,}, a je to koneénd mnozina.
Uvazujme funkce

hl = hU{<Z7a1>}
hg = ]’LU{<Z,CL2>}
hg = hU{<Z,CL3>}

he = hU{(i,ar)}

Kdyby néktera z funkci hq, ho, ... , h, byla prvkem (2, mame spor s maxima-
litou funkce h, nebot h; ;t h. Pro 7 = 1,2,... ,r existuje konecna mnozina
K; C dom(h;) tak, ze {f € S : f N K; = h; A K;} nepokryva vSechny ko-
necné podmnoziny I. Tedy existuje kone¢na mnozina M; C I tak, Ze kdykoli
je fNK; = hj AN K;, pak M; \ dom(f) # @. Kdyby i ¢ K;, K; C dom(h),
h € Q - to nejde, pro viechna j = 1,2,... 74 € K;. Bud K Uj_, M;\ {i}
kone¢nd, k C dom(h). Polozime M = Uj_, M; U {i}. K C dom(h).

heQ{feS: fAK=hAK} pokryva vechny koneéné podmnoziny mno-
ziny I. Musi tedy existovat f € S: fAK =hA K, dom(f) 2 M, a; = f(i),
m C dom(f),M O M;. Tato f fANK = h; NK;. dom(f) D M;, coz je #spor.

Lemma o 3 mnoZinach.
Bud M # @, bud f : M — M takové, ze pro vsechna x € M plati f(z) # x,
tj. nema zadné pevné body. Pak existuji mnoziny My, My, My, ze My U My U
M, = M, proi # j je M;NM; = &, pro kazdé i € {0,1,2} plati f[M;]NM, =
.

Driikaz.
Pro I = M, proi € M bud A, = {0,1,2}. S = {g : dom(g) C M,g(z) €
{0,1,2} pro vSechna {z, f(z)} C dom(g), g(x) # g(f(x))}. Mame ukazat, ze
S pokryva konecné podmnoziny mnoziny M. Indukei podle mohutnosti :

1. K C M, |K| e {1,2} - trivialni

2. Bud K C M,|K| = n+ 1. Vime, ze existuje ¢astecny selektor, ktery
pokryva K o mohutnosti n.

(a) K\ f[K] # @. Zvolme z € K \ fIK] # @. |K \ {z}| = n. Podle
indukéniho predpokladu existuje néjaké y € S, dom(g) = K\ {z}.
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Pokud f(z) ¢ K, definujme § 2 ¢ : g(z) € {0,1,2} libovolné.
Pokud f(z) € K : definujme g(z) € {0,1,2} \ {g(f(z))}.

(b) K C f[K]. Protoze K je konetna, K = f[K]. Protoze K je ko-
necné a f[K| = K, zobrazeni f A K musi byt prosté. Zvolme libo-
volné z € K. Dle indukéniho predpokladu ¢ : K\ {z} — {0,1,2},
ges.

Existuje jediné y € K, f(y) = x. Existuje jediné z € K,z = f(x).
g2 g,9(z) € {0,1,2}, razné od ¢g(y),g(z). Necht G : M — {0,1,2}
je filtrované prodlouzeni souboru S. Polozme M; = G™1(i). My U M; U
M, = M, protoze dom(G) = M. M; N M; = & pro i # j, protoze
G je fuinkce. Je-li x € M;, K = {z, f(x)} je konecna a tedy existuje
g€ S, gNK =GAK, jenomze g(x) # g(f(z)) a tedy G(x) # G(f(x))
coz znamena f(x) ¢ M;.

7.2 Disjunktni zjemnéni

Lemma o disjunktnim zjemnéni.
Bud ¢ > w kardinél. Pro kazdé o € £ necht M, je mnoZzina o mohutnosti &.
Pak existuje soubor mnozin {D,, : « € £} tak, Ze :

(Va)|Da| = ¢
(Va)D,, € M,
a#B:DyNDg =2

Diikaz.

|M,| = &£ Transfinitni indukci budeme vybirat body m(«, 3), pro a, 3 €
£ x&a<f.m(0,0) € My libovolny. Necht 5 € £, predpokladejme, Ze pro
vSechna 7 < # a a < v zndme prvky m(a,7), vesmés rtuzné. |My| = &,
H(a,7) : a < v < B} < € a tedy existuje m(0,5) € My \ {m(a,v) :
a <y < p}. Bud o < 3, pro v < «a zndme i body m(v, ). |M,| = &,
{m(a,y) e <y < BrU{m(v,0) : v < a}. m(a,B) € Mo\ {m(a,7) 1 a <
v <Bru{m(v,B) :v <a}.

Z indukéniho kroku okamzité plyne : VoV : a < < & m(a, () € M,.
(a, B) # (a1, B1) = m(a, B) # m(au, ). Staci polozit D, = {m(a, 3) : o <
B <&}
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Definice.
M C R je Lebesguelovsky méritelna, jestlize existuje Lebesguetiv integral
J (Xm)dz existuje. Pokud navic [(x.,)dz > 0, pak existuje uzaviena K C M,
ze :

1. f(XK)d$ >0

2. |JOaan)de = [ (xx)da| < e

K C R je uzaviena, jestlize R\ K je oteviend, a to je tehdy, kdyz :
Vee R\ K3 >0:U(z,e) CR\ K

q,7 € Q,(q,r)NK =2, K =R\U(q,r). Pokud lze mnozinu takto napsat
= je uzaviena. Mame 2* moznosti :
{K CR: K je uzaviena }| = 2“.

Pro uzavienou K C R plati bud |K| < w, nebo |K| = 2¥. L = {K C
R : K je uzaviend a |K| = 2¥}. Podle lemma o disjunktnim zjemnéni exis-
tuje disjuktni systém M = {D(K),K €:} tak, ze VK € L : D(K) C K.
|D(K)| = 2“.

Bud X C [0,1] takové, ze (VK € L)|lxND(K)| = 1. x neni Lebesgueovsky
méritelna.

1. [(xz)dz = 0 3k uzaviend, K C [0,1] \ z. € (xx)dz > 0. Bod z €
N D(K) nemize existovat, #spor.

X
2. [(xz)dx > 0 3k uzaviend, K C z, [(xx)dz > 0. Pro toto KD(K) C
K C z. Piitom |D(K)|=2*> 1. [zt N D(K)| = 1.

7.3 A-systém mnozZin
Definice.
Je-li a systém mnozin, pak a nazveme A-systémem s jadrem K, jestlize K je

mnozina a spliiuje : VA, B€a: A# B= ANB =K.

Lemma o A-systému.
Je-li £ nespocetny regularni kardinal, a = (a, : a € &) libovolny systém
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konecnych mnozin, pak existuje I € &, |I| = & tak, ze (a, : a € I) tvori
A-systém.

Driikaz.
¢ je nespocetné regularni, vSechny a, jsou koneéné, I,, = {a € £ : |a,| = n}
pron € w. £ = U I,,. Protoze £ je nespocetny a regularni, musi existovat

necw

néjaké n € w, ze |I,| = & Budeme tedy predpokladat, ze (a, : o € ) a
existuje n € w, Ze pro kazdé a € & je |ao| = n. Dikaz provedeme indukei
pres n:

Pfigad:yl::existuje x € U ao tak, ze | €t ap = {2} =¢ [ ={ae€g:
a, = {z}}. K ={x} - jg(efro. V opa¢ném ptipadé : Vo € U ao[{a € :a, =
{z}}| < £ Protoze € je regularni, nespocetné, |U ao| = ;effro kazdé x € Ua,
zvolme jedno o, € & tak, ze a,, = {z}. [ = {OC:GEE €:3x € Uay : v = oy}

Necht lemma plati pro |a.| = n. (as : @ € £), pro kazdé a je |an| = n+ 1.
Zvolme z, € a,, pro kazdé a € £, (b, : o € £), kde by, = an \ {20}, |bal = n.
Podle indukéniho predpokladu existuje 1, |I| = &, (b, : a € I) tvoii A-systém
s jadrem K.

(2o : a € I). Bud existuje J C I, |[J| = £ a x tak, Ze pro vSechna
a € J:zy = 2,(a : @ € J) A-systém s jadrem K U {z}. Nebo existuje
J C I, |J| =& tak, ze pro a # f,a,3 € J, 2o # 28, (aq,a € J) pak tvoii
A-systém s jadrem K.

Tvrzeni.

Z libovolna mnozina, {¢, : @ € w1} je soubor funkci takovy, zZe :
1. Yo : dom(pa) C Z, |dom(pa)| < w
2. Va:rng(pa) Cw

Pak existuji o # §,a,0 € w tak, ze ¢, U pg je funkce dom(p,) @ o € w,
tvori systém kone¢nych mnozin, w; je nespocetny regularni. Podle lemma o
A-systému existuje I C wy, |I| = w tak, ze dom(p,) : « € I tvori A systém
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s jadrem K.

Drikaz.
K je kone¢na mnozina, p A K, o € I jsou funkce z K do w, je jich w!®l = w.
Musi existovat o # [, a,8 € I, ze oo N K = o5 AN K a ¢, U pf je funkce
(zfejmé).

7.4 Pressing down lemma

Mgjme funkci f : w — w nadefinovanou takto : f(0) =0, f(n+1) =n. f je
funkce, ktera ,stlacuje” hodnoty dolt.

Definice.
Bud 4 limitni ordindl. Mnozina M C § je nazyva neomezend v ¢, jestlize
(Vo € 9)(38 € M) : a < (. Neomezend mnozina je tedy oborem hodnot
néjakého kofinalniho zobrazeni.

Definice.
Mnozina M C ¢ se nazyva uzaviend v 0, jestlize pro kazdé a € §, je-li
a = sup(M N a), pak a € M. Mnozina m C § se nazyva uzavienid neome-
zena v 0, jestlize M je soucasné neomezena v § a uzaviena v d.

Lemma.
Bud § limitni ordinél, cf(d) = 7 > w. Pak je-li £ < 7, a {c, : @ € £} soubor
mnozin uzavienych neomezenych v ¢, potom N{c, : o € &} je uzaviend
neomezena v 9.

Dikaz.
Polozme ¢ = N{a : a € &}

1. ¢ je uzaviena : Bud ¢ < §, pfedpokladejme, ze ( = sup(¢ N C) : Pro
kazdé o € € je ¢, 2 ¢, tedy ¢ = sup({ Ne,). Protoze ¢, je uzaviena, je
( € co. Tudiz ¢ € ﬂca:c.
(o713

2. ¢ je neomezend : Zvolme libovolné v < §. Pro kazdé o € & je ¢, neo-
mezena, tedy existuje ¢} € ¢, tak, ze v < (. ¢f(0) = 7 > &, musi tedy
existovat 1, pro které (! < uq, pro vSechna o € £ a soucasné ju; < 4.
Pro kazdé o € ¢ je ¢, neomezené, tedy existuje (2 € cq, 1 < (2, cf () =
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7> & Jug: 2 < pg < 0.

Dale indukci nalezneme p,, : n € w tak, ze pro kazdé a € ¢ existuje
(" € Coy pin < CMH < ppyr. Protoze cf (0) = 7 > w, Ju = sup{u, : n €
w} < 9.

Je-li a € £ libovolné, je-li ¢ < p, existuje n € w,( < w, < p. Protoze
p = sup{i, : n € w}, tedy také existuje (" : { < (" < pu, ("€ 4.
Pro kazdé a € ( je u = sup(coNp). ¢, je uzaviend, p € ¢, b = ﬂ Ca =

acl
c. Tedy mame c je neomezena.

Definice.
Bud 4 ordindl,cf(§) > w, bud S C §. Mnozina S se nazyva stacionarni v 4,
jestlize C'N S # @ pro kazdou uzavienou neomezenou mnozinu C' C 4.

Definice.
Bud M mnozina ordinalt, f : M — O,,. Rekneme, Ze f je regresivni, jestlize
proVa € M,a # @ je f(a) < a.

Pressing down lemma :
Bud ¢ nespocetny regularni kardinal, M C &. Pak néasledujici vyroky jsou
ekvivaletni :

(i) M je stacionéarni v &.

(ii) Pro kazdou regresivni f : M — & existuje ¢ € &, pro které je f~1(()
stacionarni v &.

(iii) Pro kazdou regresivni f : M — £ existuje ¢ € &, pro které je f~1(()
neomezena v &.

Dikaz.

(il)=-(iii) Trivialni, protoze kazda staciondrni mnozina v £ je neomezend v &.

(iii)=(i) Sporem : Necht M neni stacionarni. Protoze M neni stacionarni, exis-
tuje C C &, C je uzavienda neomezend v £, C' N M = &. Definujme
f: M — & predpisem f(a) = @ pro Va € M,a < minC. f(a) =
sup(CNea) pro ostatni o € M. Protoze C' je uzaviend, « € M — « ¢ C.
sup(CNa)) < aproVa € M, f jeregresivni. Bud ¢ € f[M]. Je-li ( = &,
F7H¢) € minC. Je-li ¢ € f[M], zvolme v € M, %e ¢ = f(v). Mno-
zina C' je neomezen, tedy existuje 3 = min(C' N (£\7)). f1(¢) C B
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tedy omezeny. Predpokladali jsme, ze M neni stacionarni, nalezli jsme
regresivii f: M — &, 7e V¢ : f71({) omezend v &, coZ je #spor s (ii4).

Lemma :
ApecAo =) AaU(a+1)

ac

Dikaz.
v € ApeeAa, Yoo < v v € Ay € Ay U (a+1). Kdykoliv a > v, v €
AU (a+1). Tedy v € ﬂAaU(a+1). Je-li a < 7y, pak v ¢ a + 1. Musi

acé
tedy pro a < v platit, ze v € A,, tedy v € AjeeAa.

Lemma :
Je-li ¢ regularni nespocetny kardinal, pro kazdé a € £ je A, uzaviena neo-
mezend v §, pak A,ce A, je uzaviend neomezend v .

7.5 Ulamova matice

Bud ¢ nekone¢ny kardinal, soubor mnozin (X («, ) : a < &, 5 < £T) nazy-
vame Ulamovou matici na K™, jestlize Voo < £,V < £ plati :

L X(a, ) €7

2. fi# B X(o, f1) N X(a, B2) = @
3. a1 #£ay: X(ag,f)NX(ag,B) =2
4 g\ U{X(a, 8) : B <ETH <€

. [€T N U{X (o, ) e < €T} <€

Véta (Ulam):
Pro kazdy nekonecny kardindl & plati, Ze Ulamova matice na ' existuje.

Dikaz.
Je-li v > &, v < &F, pak |y| = &, tedy existuje bijekce f, : & — v. Pro
a<§f <& X(a,p)={y <& : fi(a) = B}

1. Trividlni.
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2. by # P2z € X(a,B1) = fy(@) = Py, ale f, je funkee, tedy fy () # Bz,
tedy Y ¢ X(a7ﬂ2>‘

3. g #Fay:y e X(,B) = f(ar) =B, ale f, je bijekce, tedy f,(a) #
67 tedy Y ¢ X(O@,ﬁ).

4. a < &y > £ f, je bijekce £ — v, tedy 38 < v @ fy(a) = (. Ve
skutecnosti tedy plati (ukézali jsme) : €7\ U{X (o, 3) : < &T} CE

5. Bud § < ¢*. Je-li v > §3, tak f, : £ — v je bijekce, § < v existuje
a<&: fy(a) =0, tedy v € X(a, 3). T\ U{X(,8) rae < €F CB+1

Diisledek.
Je-li A = £ > w, pak kazdou stacionarni mnozin F na A lze rozlozit na A
stacionarnich mnozin.

Driikaz.

Zvolme staciondrni E na A\ = 1, tedy lze zvolit {X (o, ) : o < &, 8 < A}
Ulamovu matici na A\. V0 < & = A : Ja = a(f) < £ : EN X(, ) je
staciondrni v A = £, dokdZeme sporem : 36 < £ : Va < € : 3C, uzaviend
neomezend v A\, C, N X (o, )N E = &. Mnozina C = N{¢, : a < £} uzaviend
neomezena v A\,CNE C &\ U{X (o, 5) : @ < £}, ale ta ma mohutnost < A,
#£spor.

Funkce 0 — «a(f) je funkce z (T do &, tedy Ja € £ : I = {f < &F 1 a =
a(3)} mé mohutnost ™ pro § € I : X(&,) N E je stacionarni a zaroven
By # Bo = X(&, 01)NX(& B) = @. Tedy {X(& 8)NE: 8 eI} je hledany

systém disjunktnich stacionarnich podmnozin mnoziny F.

Turzend.
Nelze najit lepsi miru na R, nez Lebegovu : kazdda mnozina ma konecnou
miru?

Diisledek.
Na w; neexistuje d-aditivni v bodech se anulujici pravdépodobnostni mira,
pri niz jsou vSechny mnoziny méftitelné.

Pravdépodobnostni mira celého = 1
d-aditivni : disjunktni — mira sjednoceni = > mér. n({z}) =0
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Dikaz.
Sporem: bud 7 takova mira. Ulam : {X(n,3) : n € w,f € w;} bud Ulamova
matice. < wy,wy \ U X(n, ) je spocetna, tedy ma miru 0.
new

n(U X(n,B)) = 1. VG < wy : IX(n(B),0) : n(X(n(B),5)) > 0 a tedy

new
n(X(n(6),B)) > ﬁ Pro nespocetné mnoho 3 je K(3) = k. |I| = wy, €
I n(X(n(p),5)) > % newJCL|J=w,0€]:np)=npect=
n(X(n,B3)) > fraclk.
B, B2, -+ 5 By B € J, pak ale nemiiZzou byt disjunktni a tedy 38, # 5, €
J: X(n,01) N X(n,Ps) # D, coz je #spor.

7.6 Ramseyova véta

Zmaceni : A mnozina, \ kardinal.

A} ={X CA:|X|=\}

Definice.
Budte H, X, A mnoziny, H C X, A kardinal (A je seznam barev), f : [X }’\ —
A. Rekneme, 7e mnozina H je homogenni pro f, jestlize Ja € A tak, ze

VK € [H]" je f(K) = a.

Definice.
Budte &, A, ¢ kardinély, n € w.
Symbol § — (\)¢ ¢teme ,, Pro kazdou mnozinu X, | X| = £, pro kazdé zobra-
zeni f: [X]" — A, kde |A| = ( existuje H C X : |H| > A\, H je homogenni
pro f*.

Ramseyova véta.
Pro kazdé n, k € w plati w — (w)}.

Diikaz.
Indukci dle n :
n =1 f : [w]' — k. Polodme pro i € k : A, = {n : f({n}) = i}.
AgUA U ... Ay = w, musi tedy existovat néjaké j € K : |A;| = w.
n—n+1: Bud f: [w]""" — k. Indukei sestrojime mnoziny Ajijewa
body a; : j € w takto : g =0, 49 = w \ {0}.
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Indukeni krok : zndme : ap < a; <as <...<aj. 4g DA DA D ... DA,
|[Ag| = |A1] = |42l = ... = |A4j| =w. q; = minA; 1€ {0,1,2,... ,j}.

Bud g : [A;]" — k definovéna takto : Pro L € [4;] je f({a;} UL) =g(L). Z
indukéniho predpokladu vime, ze existuje H; < A;, |H;| = w, H; je homogeni
pro g.

Polozme aj 1 = minH;, A;11 = H;\{a;+1}. Polozme A = {a; : j € w}, |A| =
w, Ly, Ly € [A]"*!. Pak plati : je-li min(L,) = min(Ly), pak f(L1) = f(Ls).
min(Ly) = min(Le) = a;. L1 \ {a;} € Hj, Ly \ {a;} C H;.

Mizeme tedy definovat ¢ : A — k, p(a) = f(L), kde L € [A]""", min(L) =
a. 3i € k: o71(i) je nekonecné, H = ¢~1(i), H je homogenni pro f.

Disledek (Kone¢na Ramseyova véta).
(Vr e w)(Vn € w)(Vk € w)(IN € w) : N — (1)}

Diikaz.
Sporem : s vyuzitim principu kompaktnosti : (Vr € w)(Vn € w)(Vk €
W)EN €w): (N = (1))
dfy : [N]" — k bez homogenn{ mnoziny o mohutnosti > r. I = [w]".
{fnv : N € w} je soubor ¢astecnych selektorii pokryvajici vSechny konec¢né
podmnoziny. Ramseyova véta plati, princip kompaktnosti, filtrované prodlou-
zeni.

Dausledek 2:
. a homogenni mnozina H ma |H| > min(H).

Pokus o zesileni Ramseyovky:
2% £ (3). (Neexistuje)

Véta (Sierpinsky):
R 1ze dobfe uspotradat pomoci <. (R, <) nebo |R| = 2¢.



